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ОТ ИЗДАТЕЛЬСТВА 


В конце прошлого года издательство выпустило в рус- 
ском переводе с греческого снабжённые подробным коммента- 
рием первые шесть книг «Начал» Евклида, составившие 
(в нашем издании) первый том этого замечательного про- 
изведения математической мысли. Предлагаемый теперь вни- 
манию читателя второй том евклидовых «Начал» содер- 
жит УП, УШ, [Х иХ книги. Из них первые три посвящены 
изложению вопросов арифметического и теоретико-числового 
характера, а десятая книга посвящена исследованию и клас- 
сификации несоизмеримых величин. 

«Начала» Евклида представляют собою полное и систе- 
матическое изложение основ геометрии, составленное в на- 
чале Ш века до н. э. одним из величайших древнегреческих 
математиков. Эту работу Евклид выполнил с таким искус- 
ством и такой логической строгостью, что она не только 
вытеснила в своё время все сочинения подобного рода, на- 
писанные другими математиками, но и оставалась потом 
в течение более чем двух тысячелетий основным источником 
геометрических знаний для всех культурных народов. 

Так как все школьные курсы геометрии в большей или 
меньшей степени отражают «Начала» Евклида, то их новое 
русское издание имеет целью не только дать в руки ис- 
следователей современный и точный перевод этого класси- 
ческого произведения (поскольку дореволюционные переводы 
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устарели и стали библиографической редкостью), но и удо- 
влетворить естественное стремление советских педагого?з- 
математиков ближе ознакомиться с «родоначальником» со- 
временного «курса элементарной геометрии». 

Новый перевод евклидовых «Начал» выполнен с наи- 
более достоверного греческого текста (Гейберга) профессо- 
ром Ростовского университета Д. Д. Мордухай-Болтовским 
при самом близком участии проф. И. Н. Веселовского и 
снабжён ими подробным комментарием, имеющим целью 
облегчить читателю понимание текста и сообщить необхо- 
димые для этого историко-математические сведения *). 

Расположение материала в настоящем томе, нумерация 
чертежей, примечаний и условные обозначения выполнены 
по образцу первого тома, поэтому все указания, сделанные 


на этот счёт в предисловии переводчика к первому тому, 
остаются в силе и здесь. 


*) Комментарии, принадлежащие И. Н. Веселовскому, отме- 
чены инициалами #. ВБ. 
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КНИГА СЕДЬМАЯ 
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ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


1. Единица есть <то», через что каждое из существую- 
щих считается единым (1, 2, 3). 

2. Число же — множество, составленное из единиц 
(4, 5, 6). 

3. Часть есть число в числе, меньшее в большем, если 
оно измеряет *) большее. 

4. «Части» же, — если оно его не измеряет (7, 8, 
9, 10). 

5. Кратное же — большее от меньшего, если оно из- 
меряется меньшим. 

6. Чётное число есть делящееся пополам. 

7. Нечётное же—не делящееся пополам или отли- 
чающееся на единицу от чётного числа. 

8. Чётно-чётное число есть чётным числом измеряемое 
чётное число ‹раз». 

9. Чётно же нечётное есть чётным числом измеряе- 
мое нечётное число <раз» (11). 

[10. Нечётно-чётное есть нечётным числом измеряемое 

чётное число <раз».] 

11. Нечётно-нечётное число есть нечётным числом 
измеряемое нечётное число ‹раз>. 


*) В подлиннике «хатаретрй> — «измеряет», но ни в коем слу- 
чае не «делит». 

У Герона встречаются термины: вер{еу — делить на части и 
бииреу — рассекать (о геометрических фигурах). 
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12. Первое *) число есть измеряемое только единицей. 

13. Первые между собой числа суть измеряемые только 
единицей как общей мерой. 

14. Составное число есть измеряемое некоторым чис- 
ЛОМ. 

15. Составные же между собой числа суть измеряе- 
мые некоторым числом как общей мерой. 

16. Говорят, что число умножает число, когда сколько 
в нём единиц, столько раз составляется умножаемое и что-то 
возникает (12). 

17. Когда же два числа, перемножаемые между собой, 
производят нечто, то возникающее «число» называется #.л0- 
скостным, стороны же его суть перемножаемые между 
собой числа (13, 14). 

18. Когда же три числа, перемножаемые между собой, 
производят нечто, то возникающее есть телесное, стороны 
же его — перемножаемые между собой числа. 

19. Квадратное число есть равноравное **) или объем- 
лемое двумя равными числами (15, 16). 

20. Кубическое же — равным равноравное ***) или объем- 
лемое тремя равными числами. 

21. Числа будут пропорциональны, когда первое от 
второго, а третье от четвёртого будут или равнократными, 
или той же частью, или теми же «частями» (17, 18). 

22. Подобные плоскостные и телесные числа суть имею- 
щие пропорциональные стороны (19). 

23. Совершенное число есть то, которое будет равным 
своим частям (20). 


*) Так в подлиннике — пофтос дофиос; теперь принято гово- 
рить «простое число». 

**) В подлиннике 6 {о4жис {в07. Слово «айс» соответствует 
нашему «равное число раз <повторяемое»» и выражает одинако- 
вую кратность повторения. Термин «объемлемое» (п:ри\х9\изуоу) 
относится уже к Ггеометрическому умножению: квадрат получается 
как площадь, образуемая двумя равными сторонами, которыми он 
и «объемлется». 

#*#*) В подлиннике о 164245 190$ (али. 
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Предложение 1 


Если отложены два неравных числа и всё время при 
«последовательном отнятии» меньшего от большего *) 
остаток не измеряет предшествующего ему ‹отнигмае- 
мого», пока не останется единица, то первоначальные 
числа будут первыми между собой. р. 

Пусть для двух [неравных] чисел АВ, СР 
всё время при «последовательном отнятии» 
меньшего из большего остаток не измеряет 1г 
предшествующего ему, пока не останется 
единица; я утверждаю, что АВ, СО будут 
первыми между собой, то-есть, что АВ «и» 1 
‘СР измеряет одна только единица (черт. 1). 

Действительно, если АВ, СО не будут |’ 
первыми между собой, то их измерит какое-то 
число. Пусть оно измеряет и будет Е; и 
пусть СО, измеряя В[, оставит меньшее себя 
ГА; АГ же, измеряя ОН, оставит меньшее 
себя НС; НС же, измеряя [@, оставит еди- 
ницу СА. 

‚ Поскольку ‘теперь Е измеряет СД, СБ 
же измеряет В/Г, то значит, и Е измеряет ВГ; 
оно же измеряет и всё ВА; значит, измерит и остаток АГ. 
Но 4/ измеряет ДН; значит, и Е измеряет ОН; оно же 
измеряет и всё ДС; значит, измерит и остаток СН. Но СН 
измеряет /@; значит, и Е измеряет /@; оно же измеряет 
и всё /Д; значит, оно измерит и остаток —единицу АС, 
‘будучи числом, чего быть не может. Итак, никакое число 
не будет измерять АВ и СО; значит, АВ и СР — первые 
между собой, что и требовалось доказать. 


В р 
Черт. 1. 


*) В подлиннике дудофоооонЕуо» от аудифириу — термин, соот- 
ветствующий нашему «нахождению общей меры» или «алгорифму 
Евклида» (у Аристотеля в том же смысле употребляется глагол 
бутаущьо у). При отсутствии на русском языке подходящего 
термина пришлось перевести «последовательно отнимается», чтобы 
напомнить хорошо известный алгорифм последовательного деле- 
ния при нахождении общей меры. Таким образом, наше «после- 
довательное деление> превращается у Евклида в ‹последователь- 
ное отнятие». 
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Предложение 2 


Для двух данных чисел, не первых между собой, найти 

наибольшую общую их меру. ` | 
Пусть данные два числа, не первые между собой, бу- 
дут АВ, СР. Вот требуется для АВ, СО найти наибольшую 
общую меру (черт. 2). Если теперь СО из- 

н меряет АВ, измеряет также и себя, то зна- 
чит, СО есть общая мера СО, АВ. И ясно, 
что и наибольшая, ибо никакое <число», боль- 
шее СО, не измерит СД. 

Е ЗС Если же СО не измеряет АВ, то для АВ, 
СР при постоянном отнятии меньшего из боль- 
шего останется некоторое число, которое 

[ измерит предыдущее. Действительно, единица 
не останется; в противном случае будут АВ, 

СР первыми между собой (предложение' 1); 

Н это же не предполагается. Значит, останется 
какое-то число, которое измерит предыдущее. 

в 47 И пусть СО, измеряя БЕ, оставит меньшее. 

Черт. 2. себя БА, БА же, измеряя ДГ, оставит меньшее 
себя [С, СТ же пусть будет измерять АБ. 

Поскольку теперь С/ измеряет АЕ, АЕ же измеряет ДГ, 
то значит, СГ измерит и ОГ; оно же измеряет и себя самого; 
значит, измерит и всё СО. Но СДО измеряет ВЕ; значит, 
и С/ измеряет ВЕ; оно же измеряет и ЕА; значит, изме- 
рит и всё ВД; оно же измеряет и СДО; значит, СГ изме- 
ряет АВ, СО. Значит, СГ-— общая мера АВ, СО. Вот я 
утверждаю, что <она>» и наибольшая. Действительно, если 
СТ не будет наибольшей общей мерой АВ, СО, то числа 
АВ, СР измерит какое-то число, большее чем СГ. Пусть 
оно измеряет и будет Н. И поскольку Н измеряет СО, 
СР же измеряет ВЕ, то значит, и Н измеряет ВЕ; оно. 
же измеряет и всё ВА; значит, оно измерит и остаток АЕ. 
Но АЕ измеряет ОГ; значит, и Н измерит ОГ; оно же из- 
меряет и всё ДС; значит, измерит и остаток СГ, боль- 
шее — меньшее; это же невозможно. Значит, числа АВ, СО’ 
не измерит никакое число, большее СГ; значит, СГ — наи- 
большая общая мера АВ и СО [что и требовалось доказать]. 
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Следствие 


Из этого вот ясно, что если число измеряет два числа, 
от оно измерит и их наибольшую общую меру *), что и 
требовалось доказать. 


Предложение 3 


Для трёх данных чисел, не первых между собой, найти 
наибольшую общую их меру. 

Пусть данные три числа, не первые между собой, бу- 
дут А, В, С; требуется для А, В, С найти наибольшую 
общую меру (черт. 3). 

Возьмём для двух А, В общую наибольшую меру О 
(предложение 2); вот Д или измеряет, или не измеряет С. 
Пусть сперва измеряет; оно.же измеряет 
и А, Б; значит, О измеряет А, В, С; т 
значит, Д) есть для А, БВ, С общая 
мера. Вот я утверждаю, что ‹она> и 
наибольшая. Действительно, если Ш) 
для А, В, С не будет наибольшей 
общей мерой, то числа А, В, С измерит 
какое-то число, большее ДО. Пусть оно 
измеряет и будет Е. Поскольку теперь 
Е измеряет А,.В, С, то значит, озо 
измерит и Д, В; значит, оно измерит и 
наибольшую общую меру А, В (предло- 
жение 2, следствие). Наибольшая ж Я ВСВЕГ 
общая мера 4, В есть Д); значит, Е Черт. 3. 
измеряет 0), большее — меньшее; это 
же невозможно; значит, числа А, В, С не измерит никакое 
число, большее ЛД); значит, Ш) есть наибольшая общая ме- 
ра 4, В, С. 

Но вот пусть О не измеряет С; я утверждаю сперва, 
‘что С, О не будут первыми между собой. Действительно, 
поскольку А, В, С не первые между собой, то их измерит 
какое-то число. Вот измеряющее А, В, С измерит и А, В, 
измерит и О — наибольшую общую меру А, В (предложе- 


*) Так, как Н измеряет и АВ, СО и их наибольшую общую 
меру С/ (Гейберг). 
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ние 2, следствие); оно же измеряет и С; значит, числа Ш), 
С измерит какое-то число; значит, О, С не будут первыми 
между собой. Возьмём теперь их наибольшую общую меру Е 
(предложение 2). И поскольку Е измеряет О), О же изме- 
ряет А, В, то значит, и Е измеряет А, В; оно же измеряет 
и С; значит, Е измеряет Д, В, С; значит, Е есть общая 
мера 4, В, С. Вот я утверждаю, что и наибольшая. Дей- 
ствительно, если Е не будет для А, В, С наибольшей об- 
щей мерой, то числа А, В, С измерит ‘какое-то число, 
большее чем Е. Пусть оно измеряет и будет Г. И поскольку 
Г измеряет А, В, С, оно измеряет и А, В; значит, оно 
измерит и наибольшую общую меру А, В (предложение 2, 
следствие). Наибольшая же общая мера А, В есть О; зна- 
чит, / измеряет /); оно же измеряет и С; значит, / изме- 
ряет /[), С; значит, оно измериг и наибольшую общую 
меру /), С. Наибольшая же общая мера Г), С есть 2; зна- 
чит, / мерит Е, большее — меньшее; это же невозможно. 
Значит, числа А, В, С не измерит никакое число, „боль- 
шее чем Е; значит, Е есть наибольшая общая мера А, В, С, 
что и требовалось доказать (21, 22). 


Предложение 4 


Всякое число по отношению ко всякому числу — мень- 
шее по отношению к большему — будет или частью, илч 
«частями» *). 

Пусть два числа будут А, ВС, и пусть меньшее бу- 
дет ВС; я утверждаю, что ВС по отношению .к А будет 
или частью, или «частями» (черт. 4). 

Действительно, А, ВС или первые между собой, или 
нет. Пусть сперва А, ВС будут первыми между собой. 
Тогда при разделении ВС на «заключающиеся» в нём 


+) ’'’Апас ар, рос паутос дриби:6 6 ас у тоб шЕЕоуос лог рЕро$ 0 у 
Я иёрт — точный перевод невозможен: по-русски это звучало бы так: 
«всякое число всякого числа меньшее —большего есть или часть или 
«части». «Части» надо понимать в смысле определения 4: меньшее 


| т 
число есть или > большего («часть»), или же > («части»). 
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единицы каждая единица из ‹заключающихся» в ВС 

будет какой-то частью 4; так что ВС будет «частями» А. 
Но вот пусть А, ВС не будут первыми 

между собой; тогда ВС или измеряет А, или 

не измеряет. Если теперь ВС измеряет АД, 

то ВС есть часть А. Если же нет, возьмём В 

для А, ВС наибольшую общую меру О 

(предложение 2) и разделим ВС на равные Д и 1 

«части» БЕ, ЕГ, ГС. И поскольку О изме- 

ряет 4, то ДО есть часть 4; О же равно 


каждому из ВЕ, ЕГ, [С; значит, и каждое / 

из БЕ, ЕГ, ГС есть часть А; так что ВС 7 

есть «части» ДА. р. 
Значит, всякое число по отношению ко 

всякому числу — меньшее ‘по отношению к Черт. 4. 


большему — будет или частью или «частями», что и требо- 
валось доказать (23). 


Предложение 5 


Если число есть часть числа и другое — такая же 
часть другого, то и вместе взятые ‹первые> будут та- 
‚ кой же частью вместе взятых <вторых>, 

В как одно одного. 
Пусть число А есть часть [числа] ВС 

Е И другое О — такая же часть другого ЕГ, 
как А от ВС; я утверждаю, что вместе 


й взятые А, Д будут такой же частью 

р. г вместе взятых ВС, ЕГ как А от ВС 
Р/ (черт. 5). 

р | Действительно, поскольку какая А 

часть от ВС, такой же частью будет и 

Черт. 5. Рот ЕГ, то значит, сколько в ВС чисел, 


равных 4, столько же будет в Е! чисел, 
равных Ш). Разделим 8С на равные А «части» ВН; НС, ЕТ 
же — на равные Г) части ЕС, СГ; вот количество ВН, НС 
будет равно количеству ЕС, (1. И поскольку ВН равно А, 
а ЕС равно 0), то значит, и «вместе взятые» ВН, ЕС равны 
«вместе взятым> А, Д. На основании того же вот и НС, Ц] 
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<равны» 4, О. Значит, сколько в ВС чисел, равных. А, столько 
ив ВС, ЕТ будет счисел», ‚равных А, О. Значит, каково ВС, 
кратное <от> А, таким же кратным и вместе взятые ВС, Е 
будут от вместе взятых А, Д. Значит, какая А часть ВС, 
такой же частью и вместе взятые А, В будут от вместе 
взятых ВС, ЕГ, что и требовалось доказать. 


Предложение 6 


Если число есть «части» числа и другое — такие же 
«части» другого, то и вместе взятые <первые> будут 
такими же «частями» вместе взятых 

«вторых», как одно одного. 
Пусть число АВ есть «части» числа 
С и другое ДЕ такие же части другого Г, 
И как АВ от С; я утверждаю, что и вместе 
взятые АВ, ОЕ будут такими же частями 
С вместе взятых С, /, как АВотС (черт. 6). 
2 Действительно, поскольку какие АВ 
И [ «части» от С, такими же «частями» будет 
| и ОЕ от Г, то значит, сколько в АВ 
частей С, столько же будет и в ОЕ ча- 
стей /. Разделим АВ на части С, «именно» 
В Е АН, НВ, а ДЕ — на части [, <именнэ> ОО, 
Черт. 6. СЕ; тогда количество АН, НВ будет 
равно количеству ОО, СЕ. И поскольку 
какая АН часть С, такая же и ДОС часть [, то значит, какая 
часть АН от С, такой же частью и вместе взятые АН, 
ОО будут от вместе взятых С, Г (предложение 5). По той 
же вот причине и какая часть НВ от С, такой же частью 
и вместе взятые НВ, СЕ будут от вместе взятых С, [. 
Значит, какие АВ «части» от С, такими же «частями» и 
вместе взятые АВ, ОЕ будут от вместе взятых С, [, что 

и требовалось доказать. 


Предложение 7 


Если число есть часть числа такая же, как отня- 
тое отнятого, то и остаток будет такой же частью 
остатка, как целое целого. 
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Пусть число АВ будет частью числа СД такой же, как 
отнятое АЁ отнятого СГ; я утверждаю, что и остаток ЕВ 
будет такой же частью остатка /)О,_ как целое АВ це- 
лого СД (черт. 7). | 

Действительно, какая часть АЁ от СГ, пусть такой же 
частью будет и ЕВ от СН. И поскольку какая АЁ часть 
от С/, такая же и ЕВ 


часть от СЯ, то значит, И Е 6 
поинининаиииииинии ионная 

какая АЕ часть от СГ, 

такой же частью будет @ й / р 


и АВ от Ш (предло- 

жение 5). Какая же Черт. 7. 

часть АЕ от СГ, такой 

же частью предполагается и АВ от СД); значит, какая 
часть АВ от НГ, такой же "частью оно будет и от СР; 
значит, Н] равно будет СД. Отнимем общее СГ; значит, 
остаток НС равен остатку ГО. И поскольку какая часть АЕ 
от СГ, такой же частью [будет] и ЕВ от НС, НС же рав- 
но [)), то значит, какая часть АЕ от СГ, такой же частью 
будет и ЕВ от ГО. Но какая часть АЕ от СГ, такой же 
частью будет и АВ от СО; и значит, остаток ЕВ будет 
такой же частью остатка ГО, какой целое АВ целого СО, 
что и требовалось доказать. 


Предложение 8 


Если число есть «части» числа такие же, как от» 
нятое отнятозо, то и остаток будет такими же «ча- 
стями» остатка, как целое целого. 

Пусть число АВ будет «частями» числа СО, такими 
же, как отнятое АЕ отвятого СГ; я утверждаю, что и оста» 
ток ЕВ будет такими же «частями» остатка /)), как це- 
лое АВ целого СР (черт. 8). 

Действительно, голожим ЕС равным АВ. Значит, какие 
‹части» НО от СО, такими же «частями» будет и АЕ 
от СГ. Разделим НС на СО-части НК, КЦ, а АЕ на С!1- 
части АЁ, [Е; тогда количество НК, КО будет равно ко- 
личеству АЁ, [Е. И поскольку какая НК часть от СО, та- 
кая же и АЁ часть от СГ, СО же больше СГ, то значит, 


2 Евклид 
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и НК больше АЁ. Положим НМ равным АЁ. Значит, какая 
часть НА от СО, такой же частью и НМ будет от СГ; 
значит, и остаток МК будет такой же частью остатка ГО, 
как целое НК целого СО (предложение 7). Опять, по- 
скольку какая КО часть 

ИЕ ЗОНА ЗВИИОИИ от СД, такой же частью 

р , р будет и ЕЁ от СГ СВ 


СК больше ЕЁ. Положим 


Н и К М КМ равным ЕЁ. Значит, 
какая КО часть от СО, 
Черт. 8. такой же частью будет и 


КМ от СГ; значит, и оста- 
ток № будет такой же частью остатка ГО, как целое КС це- 
лого СО (предложение 7). Доказано же, что и остаток МК 
является такой же частью остатка /)О, как целое НК цело- 
го СР; значит, и вместе взятые ИА, МС будут такой же ча- 
стью ОГ, как целое СН целого СО. Вместе же взятые МА, МС 
равны ЕВ*), СН же равно» ВА; значит, и остаток ЕВ 
будет такой же частью остатка 1/0), как целое АВ целого СО, 
что и требовалось доказать. 


Предложение 9 


Если число есть часть числа и другое — такая же 
часть другого, то и «перестановкой», какая часть или «ча- 
сти» первое от третьего, такой же частью или та- 
кими же «частями» будет и второе от четвёртого. 

Пусть число А будет частью числа ВС и другое О — 
такой же частью от другого ЕЛ, как А от ВС; я утверж- 
даю, что и «перестановкой», какая часть или «части» А 
от Д, такой же частью или «частями» будет и ВС от Е1 
(черт. 9). 

Действительно, поскольку какая часть А от ВС, такая 
же часть и Д от ЕГ, то значит, сколько в ВС чисел, рав- 
ных АД, столько и в Е/ будет равных О. Разделим ВС на 


*) Действительно, НМ-- МК-|- КМ-- Ма = АГ--[Е-- ЕВ и 
НМ = АЁ, КМ-—ЕГ (Гейберг). т 
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равные А <части> ВН, НС, а ЕГ— на равные Л <части> ЕС, СГ. 

тогда количество ВН, НС равно будет количеству ЕС, (1. 
И поскольку числа ВН, НС равны Е 

между собой, также и числа Е@, (1 

равны между собой, и количество БН, 

НС равно количеству ЕС, СГ, то значит, В 

такая часть или «части» ВН от ЕС, 

такой же частью или такими же «частя- 

ми» будет и НС от СГ; так что какая " |7 

часть или «части» ВН от ЕЯ, такой ШИ 

же частью или такими же «частями» 

будет и вместе взятое ВС от вме- 

сте взятого ЕТ (предложения 5 и 6). 

Но ВН равно А, ЕС же разно О; зна- 

чит, какая часть или «части» А от ДО, такой же частью 

или такими же «частями» будет и ВС от ЕГ, что и требо- 

валось доказать. 


ГА 7 
Черт. 9. 


Предложение 10 


Если число есть «части» числа и другое — такие же 
«части» другого, то и «перестановкой», какие «части» 
г или часть первое от третьего, такими 
же «частями» или такой же частью 
будет. и второе от четвёртого. 
Пусть число АВ будет «частями» 
р числа С и другое ОЕ такими же «частя- 
ми» другого Г; я утверждаю, что и 
«перестановкой», какие «части» или 


й / часть АВ от ОЕ, такими же «частями» 
А или такой же частью будет и С от / 
р (черт. 10). 


Действительно, поскольку какие 
«части» есть АВ от С, такими же ‹«ча- 
8 Е стями» будет и ДЕ от Г, то значит, 
Черт. 10. сколько в АВ частей С, столько и в 

ОЕ будет частей Г. Разделим АВ на 

С-части АН, НВ, а ОЕ на Г-части ОО, СЕ; тогда ко- 
личество АН, НВ будет равно количеству ОО, СЕ. И 


9% 
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поскольку какая часть АН от С, такой же частью будет: 
и ОО от Ги «перестановкой», какая часть или «части» АН 
от ОО, такой же частью или такими же частями будет и С 
от / (предложение 9). По той же вот причине и какая часть _ 
или «части» НВ от СЁ, такой же частью или такими «ча- 
стями» будет и С от Г; так что и [какая часть или «части» 
есть АН от ОС, такой же частью или такими же «частями» 
будет и НВ от ЦЕ; и значит, какая часть или «части» 
есть АН от ОО, такой же частью или такими же «частями» 
будет и АВ от ДЕ; но какая часть или «части» есть АН 
от ОО, такая же часть или «части» есть, как показано, 
и Сот Г, и] какие [значит] «части» или часть есть АВ 
от ОЕ, такими же «частями» или такой же частью будет 
и С от Г, что и требовалось доказать. 


Предложение 11 


Если как целое к целому, так‘и отнятое к отня- 
тому, то и остаток к остатку будет как 

И целое к целому. | 
‚-— Пусть как целое АВ к целому СД, так и 
р отнятое АЁ к отнятому СГ (черт. 11); я утвер- 


ДЕ ждаю, что и остаток ЕВ к остатку ГО будет, 
как целое АВ к целому СЛ. 
1 Поскольку как АВ к СО, так и АЕ к СИ, 


то значит, какая часть или «части» есть АВ 
от СРО, такой же частью или «частями» будет 
АЕБ от С] (определение 21). И значит, остаток ЕВ 
В -2 будет такой же частью или «частями» остат-. 
Черт. 11. ка /)), как и АВ от СО (предложения 7, 8). 
Значит, будет, что как ЕВ к Г), так и АВ 

к СР, что и требовалось доказать. 


Предложение 12 


Если несколько чисел пропорциональны, то будет, 
что как один из предыдущих к одному из последующих, 
так и все предыдущие ко всем последующим*). 


*) Подразумевается — вместе взятые К вместе взятым. 
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Пусть будут несколько чисел А, В, С, О пропорцио- 
нальны, <т. е.» как А к В, таки С 
к 0); я утверждаю, что будет как А к В, 
таки А, Ск В, ДО (черт. 12). 
В самом деле, поскольку как Ак В, 
так и Ск Ш, то значит, какая часть 
или «части» есть А от В, такой же 
частью или «частями» будет и Сот р 
(определение 21). И значит, вместе 
взятые 4, С от вместе взятых В, О 
будут такой же частью или такими ж Ч“ 8 © 41 
«частями», как А от В (предложения 5,6). Черт. 12. 
Значит, будет, что как А к В, так 
и А, Ск В, Д (определение 21), что и требовалось доказать. 


Предложение 13 


Если четыре числа пропорциональны, то и переста- 
новкой они будут пропорциональны. 
Пусть будут четыре числа А, В, С, О пропорциональны, 
<т. е.> как Ак В, так и Ск ДО); я утверждаю, что 
и перестановкой они будут пропорциональ- 
‚ны — как Ак С, так и В кд (черт. 13). 
Действительно, поскольку как А к В, 
так и Ск Д, то значит, какая часть или 
] «части» ёсть А от В, такой же частью или 
6 такими же «частями» будети С от Д (опре- 
й деление 21). Значит, перестановкой, какая 
у; часть или «части» есть Д от С, такой же 
Че частью или такими же «частями» будет и В 
рт. 13. 
от ДС (предложение 10). Значит, будет, что 
как Ак С, так и В к) (определение 21), что и тре- 
бовалось доказать. 


Предложение 14 


Если будет сколь угодно чисел и других, равных им 
по количеству, взятых попарно и в том же самом от- 
ношении, то и «по равенству» они будут в том же са- 
жом отношении. 


22 НАЧАЛА ЕВКЛИДА 


Пусть будет сколь угодно чисел А, В, Си других, 
равных им по количеству, взятых попарно в том же самом 
отношении /), Е, [Г —-как Ак В, таки Ок БЁ, как же 
Вк С, так и ЕкГ (черт. 14); я утверждаю, что и «по 
равенству» будут как Ак С, таки О к.. 


Я ООН ЛИ 
7. Ё 
—— —— 
р. / 
— —а—оы 
Черт. 14. 


Действительно, поскольку как Ак В, так и ОкЁ, 
то значит, и перестановкой будут как Ак Д, так и В 
к Е (предложение 13). Опять, поскольку как В к С, так 
и Ек Г, то значит, и перестановкой будет как В к Б, 
таки СкГ. Как же Вк ЕЁ, таки Ак ДД; и значит, как 
Акрд, так и С к Г; перестановкой, значит, будет как 
Ак С, так и О к Г, что и требовалобь доказать. 


Предложение 15 


Если единица измеряет некоторое число, а другое 
число равное «число раз» измеряет некоторое иное 
число, то и перестановкой равное «число раз> единица 
будет измерять третье число, а второе — четвёртое. 


И Г н [4 [А 
упоминании алиас иииниаииинесии моими 
р Ё К { / 
уроренирокиеоиниистисииинииева а НГ 


Черт. 15. 


Пусть единица А измеряет некоторое число ВС, а дру- 
гое число Л) равное «число раз» измеряет некоторое иное 
число Е!; я утверждаю, что и перестановкой равное <число 
раз> единица А измеряет число 0, а ВС — «число» Е! 
(черт. 15). 
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Действительно, поскольку равное «число раз» единица А 
измеряет число ВС, а ОД — <число» ЕТ, то значит, сколько 
в ВС есть единиц, столько и в ЕВГ будет чисел, равных О. 
Разделим ВС на <содержащиеся» в ней единицы ВН, НО, 
СС, а Е[ —на равные О ‹числа» ЕК, КЁ, Ш. Тогда ко- 
личество ВН, НО, @С будет равно количеству ЕК, КЁ, 
ПШ. И поскольку равны между собой единицы ВН, НО, СС, 
равны также между собой и числа ЕК, КЕ, Ш, и количество 
единиц ВН, На, ЦС равно количеству чисел ЕК, КГ, Ш, 
то значит, будет, что как единица ВН к числу ЕК, так 
и единица НО к числу КЁ, и единица СС к числу Ш. 
И значит, будет, что как один из предыдущих к одному 
из последующих, так и все предыдущие ко всем последую- 
щим (предложение 12); .будет, значит, что как единица 
ВН к числу ВБК, так и ВС к ЕГ. Единица же ВН равна 
единице 4, число же ЕК — числу О. Значит, будет, что 
как единица А к числу 0), так и ВС к ЕГ. Значит, равное 
«число раз» единица А измеряет число Д и ВС — <число» 
ЕТ, что и требовалось доказать (25). 


Предложение 16 


Если два‘числа, перемножаемые между собой, произ- 
водят нечто, то возникающие из них будут равны меж- 
ду собой. 

Пусть будут два числа А, В и пусть А, умножая В, 
производит С; В же, умножая А, 
производит 0); я утверждаю, что С 
будет равно О (черт. 16). —— 

Действительно, поскольку А, ум- р—Ш—Ш6—Ш—Ш6щ—— 
ножая В, произвело С, то, зна- 
чит, В измеряет С по <количеству» 
единиц в А. Также и ‘единица 
Е измеряет число А по «коли- Черт. 16. 
честву содержащихся» в нём еди- 
ниц; значит, равное «число раз» единица Е измеряет 
число А, и В— число» С. Значит, и перестановкой рав- 
ное «число раз» единица Е измеряет число В и А— 
«число» С (предложение 15). Опять, поскольку В, умножая 


7 ини 


[нии 


р 
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А, произвело [), то значит, А измеряет Д по «<коли- 
честву содержащихся» в В единиц. Также и единица 
Е измеряет В по «количеству содержащихся» в нём 
единиц; значит, равное «число раз» единица Е изме- 
ряет число В, и А—-<‹число» О. Но равное «число 
_ раз» единица Е измеряла число В, и А—<число» С; зна- 
чит, равное «число раз> А измеряет каждое из С, О. Зна- 
чит, С равно О, что и требовалось доказать (26, 27, 28). 


Предложение 17 


Если число, умножая два числа, производит не- 
что, то возникающие из них будут иметь то же самое 


И отношение, что и У/- 
В ножаемые. 

Пусть число А, умножая 

— два числа В, С, производит 

— р, Е; я утверждаю, что бу- 

Е дет как Вк С, ткиРкЕ 
(черт. 17). 

/—= Действительно, посколь- 

Черт. 17. ку А, умножая В, произве- 


ло 0), то значит, В изме- 
ряет Р по «количеству» единиц в А. Также и единица / 
измеряет число А по «количеству содержащихся» в нём 
единиц; значит, равное «число раз> единица Г. измеряет 
число А, и В—<число> О. Значит, будет, что как еди- 
ница Г к числу А, так и В к О (определение 21). По той 
же вот причине и как единица /[ к числу А, таки С 
к Е; и, значит, как Вк О, таки Ск Е. Значит, пере- 
становкой будет, что как Вк С, таки ДкЕ, что и тре- 
бовалось доказать. | 


Предложение 18 


Если два числа, умножая некоторое число, произво- 
дят нечто, то возникающие из них будут иметь то же 
самое отношение, что ци умножающие, 
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Пусть два числа А, В, умножая некоторое число 


С, производят Д, Е; я 


утверждаю, что будет как ЕСЛИ — 
Ак В, тки ДкЕ р 
(черт. 18). и 
Действительно, по- 
И 
скольку А, умножая С, д——д—д_д_д_—д00п 


произвело /), значит, и С, 


умножая А, произвело С д дцдцддддд—к—к—д—д—д—д_дж 


(предложение 16). По той 
же вот причине и С, ум- 


Черт, 18. 


ножая В, произвело Е. Вот число С, умножая два числа 
А, В, произвело О, Е. .Значит, будет, что как А к В, 
так и Ок Е (предложение 17), что и требовалось до- 


казать. 


Предложение 19 


Если четыре числа пропорциональны, то возникающее 
из первого и четвёртого число будет равно возникающему 


ЯИВОоОЛЕГНИН 


|1 


Черт. 19. 


из второго и третьего числу; и если 
возникающее из первого и четвёрто- 
го число равно <возникающему>» из 
второго и третьего, то четыре 
числа будут пропорционал.лы. 
Пусть будут четыре пропорцио- 
нальных числа А, В, С, О, ст. е.» 
как Ак В, так и Скр, и пусть А, 
умножая ДО, производиг Е; В же, 
умножая С, ‘производит Г; я утвер- 
ждаю, что Ё будет равно / (черт. 19). 
В самом деле, пусть А, умножая 
С, произведёт Н. Поскольку теперь 
А, умножая С, произвело Н, умно- 
жая же Д, произвело Е, то вот 
число А, умножая два числа С, О, 
произвело Н, Е. Значит, будет, что как 


Ск р, таки Н кЕ (предложение 17). Но как Ск РО, так и 
Ак; и, значит, как Ак В, таки Нк РЕ. Опять, поскольку А, 
умножая С, произвело Н, но вместе с тем и В, умножая 
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С, произвело Г, то вот два числа А, В, умножая некоторое 
число С, произвели Н, Г. Значит, будет, что как Ак В, 
так и Нк / (предложение 18). Но вместе с тем и как А 
к В, так и Нк}; и значит, как Нк Б, так и Нк. 
Значит, Н к каждому из ВБ, [ имеет то же самое отноше- 
ние; значит, Е равно Г (предложение 9 книги У). 

Опять вот пусть Е будет равно Г; я утверждаю, что 
будет как Ак В, таки Ск р. 

Действительно, после тех же самых построений, поскольку 
Е равно будет Г, то значит, будет, что как Нк ЁБ, так 
и НкГ (предложение 7 книги У). Но как Нк Е, так 
и Ск) (предложение 17), как же Н к Г, так и Ак В 
(предложение 18). И значит, как Ак В, таки Ск О, 
что и требовалось доказать (29, 30). 


Предложение 20 


Числа, наименьшие из имеющих то же самое отно- 
шение с ними, равное «число раз> измеряют имеющие ` 
то самое же отношение «числа», при- 

Г 1Е чём большее «измеряет» большее, а 


й Г меньшее — меньшее. 


|. / Пусть СР, ЕГ будут числа наимень- 
й. шие из имеющих то же самое отноше- 
7 ние ‚с А, В; я утверждаю, что равное 


«число раз> СО измеряет А, а ЕГ «из- 

меряет» В (черт. 20). 
Действительно, СДО не является 
«частями» А. В самом деле, пусть оно, 
Черт. 20. если возможно, будет «ими»; значит, и 
ЕГ будет такими же «частями» от В, 
как СО от А. Значит, сколько в СДО частей А, столько же 
будет и в Е! частей В. Разделим СДО на А-части СН, НЬ, 
а Е! на В-части ЕС, СГ; тогда количество СН, НБ рав- 
но будет количеству Е@, (1. И поскольку числа СН, НБ 
равны между собой, так же и числа ЕО, СГ равны между 
собой, и количество СН, НО равно количеству Е@, СГ, то 
значит, как СН к ЕЦ, так и НО к С1. Значит, будет, что 
и как один из предыдущих к одному из последующих, так 
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и все предыдущие ко всем последующим (предложение 12). 
Будет, значит, что как СН к ЕС, так и СО к ЕГ 
значит, СН, ЕС с СО, Е! находятся в том же самом от- 
ношении, будучи меньше их; это же невозможно, ибо СО, 
ЕГ предполагаются наименьшими из имеющих то же самое 
отношение с ними. Значит, СДО не является «частями» 4; 
значит, <оно» — часть (предложение 4). И ЕГот В является 
такой же частью, что СДО от А; значит, равное <число раз» 
СР измеряет А, и Е! «измеряет» В, что и требовалось 
доказать (31). 


Предложение 21 


Первые между собой числа суть наименьшие из имею- 
щих с ними то же самое отношение. 

Пусть будут первые между собой числа А, В; я утвер- 
ждаю, что А, В суть наименьшие из имеющих с ними то 
же самое отношение (черт. 21). 

Действительно, если нет, то будут какие-то меньшие 
А, В числа, находящиеся в том же самом отношении с А, 
В. Пусть они будут С, О. 

Поскольку теперь числа, наименьшие из имеющих то 
же самое отношение, равное «число раз» измеряют имею- 
щие то же самое отношение, именно 
большее — большее и меньшее — мень- 98 2 1Е 
шее (предложение 20), то-есть преды- | | 
дущее — предыдущее и последующее — 
последующее, то значит, равное «число 
раз» С измеряет А, и О «измеряет» В. 

Вот, сколько раз С измеряет ДА, пусть Черт. 21. 
столько единиц будет в Е. Значит, 

и ШО измеряет В по «количеству» единиц в Е. И по- 
скольку С измеряет А по <количеству» единиц в Ё, значиг, 
и Е измеряет А по «количеству» единиц в С (предложе- 
ние 15). По той же вот причине ЕЁ измеряет и В по <ко- 
личеству> единиц в О (предложение 15). Значит, Е изме- 
ряет 4, В, являющиеся между собой первыми; это же не- 
возможно (определение 13). Значит, не будет никаких меньших 
А, В чисел, находящихся в том же самом отношении с А, 
В, что и требовалось доказать, 
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Предложение 22 


Числа, наименьшие из имеющих с ними то же самое 
отношение, будут первыми между собой. 

Пусть числа, наименьшие из имеющих с ними то же 
самое отношение, будут А, В; я утверждаю, что А, В бу- 
дут первыми между собой (черт. 22). 

Действительно, если они не первые между собой, то 
какое-то число их» измерит. Пусть оно измеряет и будет 
С. И сколько раз С измеряет А, пусть столько единиц бу- 
д —_ детв 0; сколько же раз С измеря- 
ет В, пусть столько единиц будет в Е. 
: Поскольку С измеряет А по <ко- 
личеству> единиц в ДО, то значит, С, 
1=—— умножая О, произвело А (определе- 
ние 16). По той же вот причине и С, 
умножая Е, произвело В. Вот число 
С, умножая два числа 0), Е, произвело 
А, В; значит, будет, что как О к Е, так и А к В (предло- 
жение 17); значит, О, Е с А, В находятся в том же самом 
отношении, будучи меньше их; это же невозможно. Значит, 
никакое число не измерит числа А, В. Значит, А, В суть 
первые между собой, что и требовалось доказать (32). 


=—_- 


—ы=——= 


Е 
Черт. 22. 


Предложение 23 


Если два числа суть первые между собой, то число, 
измеряющее одно из них, будет первым с оставшимися 
Пусть будут два числа, первые между 
собой, А, В, и пусть какое-то число С из- 
меряет 2; я утверждаю, что и С, В будут 
первыми между собой (черт. 23). 
Действительно, если С, В не будут рр 
первыми между собой, то [какое-то] число 
измерит С, В. Пусть оно измеряет и будет 2. “ г 
Поскольку О измеряет С, С же измеряет А, Черт. 23. 
то значит, Г) измеряет и А. Измеряет оно 
также и В; значит, 2) измеряет А, В, являющиеся между 
собой первыми; это же невозможно. Значит, никакое число 
не измерит чисел С, В. Значит, С, В будут первыми между 
собой, что и требовалось доказать. | 
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Предложение, 24 


Есля два числа будут первыми по отношению № ка- 
кому-то числу, то и возникающее из них <произведение> 
будет по отношению к нему первым. 

Пусть два числа А, В будут первыми по отношению 
к какому-то числу С, и пусть А, умножая В, производит 
О; я утверждаю, что С, О будут пер- 
выми между собой (черт. 24). | 

Действительно, если С, О не будут 
первыми между собой, то [какое-то] Е 
число измерит С, О. Пусть оно изме- 
ряет и будет Е. И поскольку С, А— В 
первые между собой, С же измеряется*) / 
каким-то числом Е, то значит, А, Е С 
будут первыми между собой (предложе- 
ние 23). Вот сколько раз Е измеряет /), 2 
пусть столько единиц будет в Г; и зна- Черт. 24. 
чит, / измеряет Д по «количеству» 
единиц в Е (предложение 15). Значит, ЕЁ, умножая /, произ- 
вело ‚) (определение 16). Вместе с тем и 4, умножая В, 
произвело 0); значит, «произведение» из Е, Г равно <произве- 
дению» из А, В. Если же произведение крайних будет равно 
произведению средних, то четыре эти числа будут пропорцио- 
нальны**); значит, будет, что как Ек А, таки В к Г. Но А, 
Е — первые, первые же и наименьшие (предлсжение 21), чис: 
ла же, наименьшие из имеющих то же самое отношение, рав- 
ное «число раз» измеряют большее — большее и меньшее— 
меньшее (предложение 20), т. е. предыдущее — преды- 
дущее и последующее — последующее; значит, Е измеряет 
В. Оно также измеряет и С; значит, Е измеряет В, С, 
являющиеся между собой первыми; это же невозможно. 
Значит, никакое число не измерит числа С, О. Значит, С, 
р будут первыми между собой, что и требовалось доказать. 


*) Во избежание недоразумений, действительный оборот под- 
линника заменён страдательным. 

**) Интересно отметить, что формулировка эта не совпадает 
с формулировкой предложения 19, являясь с ним по существу 
тождественной: в данном случае мы имеем бо тфу ахрюу, бпд то 
ресфу, тогда как в предложении 19 употреблено ‘еудцьгуос ёх. 
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Предложение 25 


Если два числа суть первые между собой, то возникаю- 
щая из одного из них <степень»*) будет первой по отно- 
шению к оставшемуся. 
822 Пусть два числа, первые между собой 
) ) 
будут А, В, и пусть А, умножая самого 
себя, произведёт С; я утверждаю, что В, С 
будут первыми между собой (черт. 25). 
Действительно, положим Д равным А. 
Поскольку А, В—первые между собой, А же 
Черт. 25. Равно Г), то значит, и О, В будут первые 
между собой. Значит, каждое из О, А будет 
по отношению к В первым; значит, и возникающее из /), А 
будет по отношению к В первым. Возникающее же из 2), А 
число есть С. Значит, С, В будут первыми между собой, 
что и требовалось доказать. 


Предложение 26 


Если два числа по отношению к двум числам будут- 
оба по отношению к маждому — первыми, то и возни- 
кающие из них будут пер- 
выми между собой. — — 


Пусть два числа А, В дн+ д-—— 


по отношению к двум чис- ри 
лам С, О будут — оба по 

отношению к каждому — / ——_——_—_—_ 
первыми, и пусть А, умно- Черт. 26. 

жая В, произведёт Е; С же, 

умножая 0), произведёт Г; я утверждаю, что Е, Г[ будут 
первыми между собой (черт. 26). 

Действительно, поскольку каждое из А, В является по 
отношению к С первым, то значит, и возникающее из А, 
В «произведение» будет по отношению к С первым (пред- 
ложение 24). Возникающее же из А, В <‹произведение» 
есть Е; значит, Е, С суть первые между собой. По той 


+) оёх т0б &у06 абтфу ‘уе шеуос — первоначальная форма выраже- 
НИЯ «0 ао 100...» — наше «квадрат на...>. 
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же вот причине и Е, О будут первыми между собой. Зна- 
чит, каждое из С, О по отношению к Е является первым. 
Значит, и возникающее из С, О «‹произведение> по отно- 
шению к Е будет первым. Возникающее же из С, О <про- 
изведение> есть /. Значит, Е, [ будут первыми между со- 
бой, что и требовалось доказать. 


Предложение 27 


Если два числа будут первыми между собой и каждое, 
умножая само себя, производит что-то, то и возникаю- 
щие из них «произведения» будут первыми между собой; 
и если первоначальные «числа», умно- 
жая эти возникающие, производят 9 В Е ПЕ! 
что-то, то и эти последние будут | | | | 
первыми между собой [и то же всегда 
будет происходять в дальнейщем*)|. 

Пусть два числа, первые между 
собой, будут А, В, и пусть А, умножая 
само себя, произведёт С, умножая же 
С, произведёт О, а В, умножая само 
себя, произведёт Е, умножая же ЕЁ, про- 
изведёт /;. я утверждаю, что С, Еи О, 1 
будут первыми между собой (черт. 27). 

Действительно, поскольку А, В — первые между собой, 
и А, умножая само себя, произвело С, то значит, С, В бу- 
дут первыми между собой (предложение 25). Поскольку 
теперь С, В первые между собой, и В, умножая само себя, 
произвело Е, то значит, С, Е будут первыми между собой. 
Опять, поскольку А, В— первые между собой, и В, умно- 
жая само себя, произвело Е, то значит, А, Е будут пер- 
выми между собой. Поскольку теперь два числа А, С по 
отношению к двум числам В, Е будут оба по отношению 
к каждому первыми, то значит, и возникающее из А, С по 


Черт. 27. 


*) В подлиннике сказано: пер тод< ахроус—для крайних. Ввиду 
того, что этот термин не встречается в самом тексте доказатель- 
ства, Гейберг считает поставленные в квадратных скобках слова 
позднейшей, хотя и сравнительно ранней (до Теона) интерполяцией, 
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отношению к <возникающему> из В, Е будет первым (пред- 
ложение 26). И «возникающее» из А, С есть О, «возни- 
кающее» же из В, Е <есть» Г. Значит, О, Г будут первыми 
между собой, что и требовалось доказать. 


Пр>дложение 28 


Если два числа будут первыми между собой, то и оба 
вместе взятые*) по отношению к каждому из них будут 
первыми; и если оба вместе взятые 


И |7 Г являются первыми по отношению к 
| какому-нибудь одному из них, то и 
р первоначальные числа будут первыми 
— между собой. 
Черт. 28. Сложим два первые между собой 


числа АВ, ВС; я утверждаю, что и оба 
вместе взятые АС по отношению к каждому из АВ, ВС 
будут первыми (черт. 28). 

Действительно, если не будут СА, АВ первыми между 
собой, то какое-то число измерит СА, АВ. Пусть оно из- 
меряет и будет О. Поскольку теперь ) измеряет СА, АВ, 
то значит, оно будет измерять и остаток ВС**). Измеряет 
оно также и ВД; значит, ОД измеряет АВ, ВС, являющиеся 
первыми между собой; это же невозможно. Значит, никакое 
число не измерит числа СА, АВ; значит, СА, АВ будут 
первыми между собой., По той же вот причине и АС, СВ 
будут первыми между собой. Значит, СА будет первым по 
отношению к каждому из АВ, БС. 

Затем пусть вот будут СА, АВ первыми между собой; я 
утверждаю, что и АВ, ВС будут первыми между собой. 

Действительно, если не будут АВ, ВС первыми между 
собой, то какое-то число измерит АВ, ВС. Пусть оно изме- 


*) В подлиннике соуяифотерос, что не вполне точно соответствует 
нашей «сумме»; по существу здесь идёт речь об отрезке прямой, 
составленном из двух изображающих числа отрезков. 

**) Интересно отметить, что это положение у Евклида нигде 
не доказывается; повидимому он, или его первоисточник, считал 
очевидным, Что, если число измеряет сумму и одно слагаемое, 
то оно будет измерять и другое слагаемое; и также, что число, 
измеряющее оба слагаемых, будет измерять и сумму. 
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ряет и будет Д. И поскольку ШО измеряет каждое из АВ, 
ВС, то значит, оно измерит и целое СА*). Измеряет оно 
также и АВ; значит, О) измеряет СА, АВ, являющиеся пер- 
выми между собой; это же невозможно. Значит, никакое 
число не измерит чисел АВ, ВС. Значит, АВ, ВС будут 
первыми между собой, что и требовалось доказать. 


Предложение 29 


Всякое первое число будет первым по отношению 
& каждому числу, которого оно не измеряет. 

Пусть будет первое число А и пусть оно не измеряет 
В; я утверждаю, что В, А, будут пер- 
выми между собой (черт. 29). 

Действительно, если не будут В, 
А первыми между собой, то какое-то р=———щ 
число их измерит. Пусть их измеряет С. 
Поскольку С измеряет В, А же не 
измеряет В, то значит, С не будет 
тождественным 4. И поскольку С измеряет В, А, то зна- 
чит, оно [измеряет и А, являющееся первым и с ним не 
тождественное; это же невозможно. Значит, никакое число 
не измерит В, А. Значит, А, В будут первыми между со- 
бой, Что и требовалось доказать. 


Ь=—ы—=——= 


7 иоеанания 


Черт. 29. 


Предложение 30 


Если два числа, умножая друг друга, производят 
что-то, возникающее же из них измеряется**) каким-то 
первым числом, то <последнее» измерит и одно из перво- 
начальных. 

Пусть два числа А, В, умножая друг друга, производят 
С, и пусть С измеряется каким-то первым числом ШО); я 
утверждаю, что Д измеряет одно из А, В (черт. 30). 

Действительно, пусть оно не измеряет А, и 2 есть пер- 
вое; значит, 4, О) будут первыми между собой (предложе- 


*) См. предыдущую сноску. , 
+#) Во избежание двусмысленности, действительный оборот 
подлинника заменён страдательным. - 


3 Евклид 
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ние 29). И сколько раз Д измеряет С, пусть столько единиц 
будет в Е. Поскольку теперь Г) измеряет С по <количеству> 
единиц в Е, то значит, О, умножая Е, произвело С (опреде- 
ление 16). Вместе с тем и А, умножая В, произвело С; 
значит, «произведение» из 0), Е рав- 
но «произведению» из А, В; значит, 
будет, что как Ок А, так и ВкЕ. В=—— 

Но О, А— первые, первые же и р[——_— 
наименыпие, наименьшие же изме- 


АИ 


Д— 
ряют имеющие то же самое отноше- 
ние равное «число раз» большее — Е 
большее и меньшее — меньшее (пред- Черт. 30. 


ложение 20), то-есть предыдущее — 
предыдущее и последующее — последующее; значит, Д 
измеряет В. Подобно вот докажем, что и если оно не изме- 
ряет В, то будет измерять 4. Значит, ДО измеряет одно 
из А, ВБ, что и требовалось доказать. 


Предложение 31 


Всякое составное число измеряется каким-то первым 
числом. 

Пусть будет составное число А; я утверждаю, что А 
измеряется каким-то первым числом (черт. 31). 

Действительно, поскольку А есть составное, его изме- 
рит какое-то число. Пусть оно измеряет и будет В. И если 
х& В первое, то заданное уже было 

бы выполнено. Если же ‹оно» со- 

ставное, то его измерит какое-то 
ТА. число. Пусть оно измеряет и бу- 
дет С. И поскольку С измеряет 
В, В же измеряет А, то значит, и 


С измеряет Д. И если С первое, 
то заданное уже было бы выполнено. Если же оно состав- 


ное, то его будет измерять какое-то число. Вот при про- 
изводстве такого пересмотра останется какое-то первое 
число, которое измерит. Действительно, если бы не оста- 
лось, то число А будет измеряться бесконечным «рядом» 


®—Ж———————— 


—ыы=—=—ы5 


Черт. 31 
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чисел*), из которых каждое каждого будет меньше; это же 
невозможно для чисел. Значит, останется какое-то первое 
число, которое измерит предыдущее, которое измерит и А. 
Значит, всякое составное число измеряется каким-то 
первым числом, что и требовалось доказать (38, 34). 


Предложение 32 


Всякое число — или первое, или измеряется каким- 
то первым числом. 
Пусть будет число А; я утверждаю, что оно — или пер- 
вое, или измеряется каким-то первым числом 
(черт. 32.) и 
Если теперь А первое, то заданное уже 
было бы выполнено. Если же — составное, то 
его будет измерять какое-то первое число. 
Значит, всякое число — или первое, или 


измеряется каким-то первым числом, что и требовалось до- 
казать. 


Черт. 32. 


Предложение 33 


Для заданных в любом количестве чисел найти наи- 
меньшие из имеющих то же самое отношение с ними. 

Пусть будут заданные в любом количестве числа А, 
В, С; вот требуется найти наименьшие из имеющих то же 
самое отношение с А, В, С (черт. 33). 

Действительно, А, В, С будут или первыми между собой, 
или же нет. Если теперь А, В, С будут первыми между 
собой, то они будут наименьшими из имеющих то же са- 
мое отношение с ними (предложение 21). 

Если же нет, то возьмём для А, В, С наибольшую об- 
щую меру /) (предложение 3), и сколько раз ДО измеряет 
каждое из А, В, С, пусть будет столько единиц в каждом 
из В, 1, Н. И значит, каждое из В, [, Н измеряет каждое 


*) Для ясности действительный оборот подлинника переделан 
В страдательный. 


З* 
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из Д, В, С по «количеству» единиц в О (предложение 15). 
Значит, Е, Г, Н равное <число раз» измеряют А, В, С; значит, 
Е, Г.Н находятся с А, В, С в том же самом отношении 
(определение 21). Вот я утверждаю, что <они> и наименьшие. 
Действительно, если не будут ЕЁ, Г, Н наименьшими из 
имеющих то же самое отношение с А, В, С, то будут [ка- 
кие-то] меньшие Ё, /, Н числа, находящиеся в том же самом 
отношении с А, В, С. Пусть они будут @, К, [; значит, 
равное «число раз» @ изме- 

И 5 С 7 ряет 4, и каждое из А, Ё <из- 
| меряет» каждое из В, С. Сколь- 
ко же раз @ измеряет А, 
пусть будет столько единиц 

в М; и значит, каждое из К, Ё 
измеряет каждое из В, С по 
«количеству» единиц в /. И по- 
скольку С измеряет А по <ко- 
личеству> единиц в М, то 

Е ГН РК [М значит, и М измеряет А по 
] <количеству> единиц в С (пред- 

ложение 15). По той же вот 
причине М измеряет и каждое 
из В, С по «количеству» еди- 
ниц в каждом из К, Г; значит, 
М измеряет А, В, С. И посколь- 
ку С измеряет А по <количе- 
ству> единиц в И, то зна- 
чит, @, умножая М, произвело А (определение 16). По той 
же вот причине и ЕЁ, умножая О, произвело ДА. Значит, 
«произведение» из Е, О равно будет «произведению» из 
@, М. Значит, будет, что как Е к О, тки МкШ)о 
(предложение 19). Но Е больше, чем С; значит, и М больше, 
чем /) (предложение 14 книги У). И оно измеряет 4, В, С; 
это же невозможно, ибо Д предполагается для А, В, С 
наибольшей общей мерой. Значит, не будет никаких мень- 
ших, чем ЕЁ, [, Н, чисел, находящихся в том же самом отно- 
шении с ДА, В, С. Значит, Е, Г, Н будут наименьшие из 


имеющих то же самое отношение с А, В, С, что и требова- 
лось доказать (35). 


Черт. 33. 
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Предложение 34 


Для двух заданных чисел найти, какое наименьщее 
число они измеряют. 

Пусть два заданных числа будут А, В; требуется вот 
найти, какое наименьшее число они измеряют (черт. 34). 

Действительно, ДА, В будут или первыми между собой 
или нет. Пусть сперва А, В будут первыми между собой, и 
пусть А, умножая В, произведёт С; и значит, В, умножая А, 
произвело С (предложение 16). Значит, А, В измеряют С. 
Вот я утверждаю, что <оно> и наи- И р 
меньшее. Действительно, если нет, "М р 
то А, В измерят какое-то число, мень- 
шее С. Пусть они измеряют О. „02 
И сколько раз А измеряет 0, пусть Е Г 
столько единиц будет в Е; сколько 
же раз В измеряет О, пусть столь- Черт. 34. 
ко единиц будет в Г; значит, А, умно- 
жая Е, произвело /), а В, умножая /, произвело О (определе- 
ние 16); значит, «произведение» из А, Е равно «произведению» 
из В, [. Значит, будет, что как Ак В, так и Гк Е (предложе- 
ние 19). Но А, В первые, первые же и наименьшие (предложе- 
ние 21), наименьшие же измеряют имеющие то же самое отно- 
шение равное <число раз», большее — большее и меньшее — 
меньшее (предложение 20); значит, В измеряет Е, как после- 
дующее <измеряет> последующее. И поскольку А, умножая В, 
Е, произвело С, О, то значит, будет, что как В к Ё, так и 
Ск (предложение 17). Но В измеряет К; значит, и С 
измеряет О (определение 21), большее — меньшее; это же 
невозможно. Значит, 4, В не измеряют никакого числа, мень- 
шего, чем С. Значит, С, будучи наименьшим, измеряется А, В. 

Вот пусть А, В не будут первыми между собой, и возьмём 
наименьшие числа /, Е из имеющих то же самое отноше- 
ние с А, В (предложение 33); значит, «произведение» из А, 
Е равно будет ‹<произведению» из В, Г (предложение 19). 
И пусть 4, умножая Е, произведёт С; значит, и В, умно- 
жая [, произвело С; значит, А, В измеряют С. Вот я ут- 
верждаю, что <оно» и наименьшее (черт. 35). Действительно, 
если нет, то.4, В измерят какое-то число, меньшее С. Пусть 
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они измеряют О. И сколько раз А измеряет Д, пусть 
столько единиц будет в Н; сколько же раз В измеряет О, 
пусть столько единиц будет в С@. Значит, А, умножая Н, 
произвело О, а В, умножая @, произвело О (определение 16). 
Значит «произведение» из 4, Н равно «произведению» из 
В, С@; значит, будет, что как А 
——_—_ -——— кВ, тк и О кН (предложе- 

/ Е ние 19). Как же Ак В, так и 
Гк Е; и значит, как Гк Е, так 
и Ск. Но Г, Е — наименьшие, 


——_—-—-—-— наименышие же измеряют имею- 
ПИЛИ щие то же самое отношение 

, равное ‹<число раз»,  боль- 

1ерт. 35. шее — большее и меньшее — 


меньшее (предложение 20); значит, Е измеряет Н. И по- 
скольку А, умножая Е, Н, произвело С, О, то значит, бу- 
дет, что как Е к Н, так и Ск Ш (предложение 17). Но Е 
измеряет 1}; значит, и С измеряет Ш (определение 21}, 
большее — меньшее; это же невозможно. Значит, 4, В не 
измерят никакого числа, меньшего чем С. Значит, С, будучи 
наименьшим, измеряется А, В, что и требовалось доказать. 


Предложение 35 


Если два числа измеряют какое-то число, то его 
измерит и наименьшее ими измеряемое <число». 
Пусть два числа А, В измеряют какое-то число СО, 
наименьшее же <‹ими 
измеряемое» Е; я ут- ОВЕСДИИ —й 
верждаю, что и Ё изме- 
ряет СД (черт. 36). ыы _—__о_о_—о—о_о—о—оЩ 
Действительно, если 
Е не измеряет СО, то —— = 
пусть Е, измеряя ДГ, Черт. 36. 
оставит СГ, меньшее 
себя. И поскольку А, В измеряют Е, Е же измеряет ШО, 
то, значит, и А, В измерят ОГ. Но они измеряют и всё СО; 
значит, они измерят и остаток СТ, который меньше 2; это 
же невозможно. Значит, Е не будет не измерять СД; зна- 
чит, измерит, что и требовалось доказать, 
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Предложение 36 


Для трёх заданных чисел найти, какое наименьшее чи- 
сло они измеряют. 

Пусть три заданных числа будут А, В, С; требуется вот 
найти, какое наименьшее число они измеряют (черт. 37, 38). 

Возьмём наименьшее измеряемое двумя А, В <число» О 
(предложение 34). Вот С или измеряет 0), или нет. Пусть 
сперва оно измеряет. Но и А, В из- и 
меряют /); значит, и А, В, С изме- 
ряют Ш). Вот я утверждаю, что <оно» 
и наименьшее. Действительно, если = 
нет, то А, В, С измерят [какое-то] у 
число, меньшее Ш). Пусть они изме- 
ряют Е. Поскольку А, В, С измеря- г 
ют Е, то значит, и А, В измеряют Р. Черт. 37. 
И значит, наименьшее, измеряемое А, 
В, измерит [Е] (предложение 35). Наименьшее же, изме- 
ряемое А, В, есть 0); значит, ОД измерит Ё, большее — 
меньшее; это же невозможно. Значит, А, В, С не измерят 

никакого числа, 


4—3 


= меньшего чем О; 

— значит, А, В, С 

р наименьшее изме- 

р ряют Д. 
————_——— 


Затем, пусть 
вот С не измеряет 
О, и возьмём 
(черт. 38) наи- 

Черт. 38. меньшее измеряе- 

. | мое С, О число 
Е (предложение 34). Поскольку А, В измеряют р, ар 
измеряет Е, то значит, и А, В измеряют Е. Также и С 
измеряет [Ё; и], значит, А, В, С измеряют Е. Вот я утверж- 
даю, что ‹оно> и наименьшее. Действительно, если нет, то 
А, В, С измерят какое-то ‹число>, меньшее Е. Пусть они 
измеряют /. Поскольку А, В, С измеряют Г[, то значит, и А, 
В измеряют /; и значит, наименьшее, измеряемое Д, В, из- 
мерит / (предложение 35). Накменьшее же, измеряемое 
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А, В, есть О; значит, 2) измеряет Г. Также и С измеряет Г; 
значит, О, С измеряют /, так что и наименьшее измеряемое 
О, С измерит Г. Наименьшее же, измеряемое /), С, есть 2; 
значит, Е измеряет /, большее— меньшее; это же невозможно: 
Значит, А, В, С не измерят никакого числа, меньшего чем Е. 
Значит, Е, будучи наименьшим, измеряется А, В, С, что и 
требовалось доказать. 


Предложение 37 


Если число измеряется каким-то числом, то изме- 
ряемое будет иметь часть соимёйную*) измеряющему. 
Пусть число А измеряется каким- 
то числом В; я утверждаю, что А 
== имеет часть, соимённую с В 
—=— (черт. 39). 
Действительно, сколько раз В 
измеряет А, пусть столько единиц 
Черт. 39. будет в С. Поскольку В измеряет А 
по «количеству» единиц в С, также и 
единица /) измеряет число С по «количеству» единиц в нём, 
то, значит, равное «число раз» измеряют единица 0) число С и 
В — <число» А. Значит, перестановкой, равное «число раз» 
единица 2) измеряет число Ви С — <число> А (предложе- 
ние 15); значит, какой частью единица 0) будет от числа’ В, 
той же самой частью 'будет и С от А. Единица же Д есть 
часть числа В, соимённая ему; значит, и С есть часть А, 
соимённая В; так что А имеет часть С, соимённую В, что 
и требовалось доказать. 


ь——[—ы—м=—=—.—> 


Предложение 38 


Если число имеет какую-нибудь часть, то оно будет 
измеряться числом, соимённым <этой> части. 

Пусть число А имеет какую-нибудь часть В, и пусть 
соимённым части В будет [число] С; я утверждаю, что С 
измеряет А (черт. 40). 


*) В подлиннике бифуонос — подобноимённый. 
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Действительно, поскольку В есть часть А, соимённая С, 
единица же ЛД есть часть С, соимённая ему, то значит, 
какой частью будет единица Ш) от 
числа С, той же самой частью бу- ьнн—— 
дет и Вот А; значит, равное <чис- Ё— 
ло раз» единица Г) измеряет число — 

Си В— число» А. Значит, пере- 

становкой, равное <число раз» еди- 2% 

ница О измеряет число Ви С — Черт. 40. 
‹число> А (предложение 15). Значит, С измеряет А, что 
и требовалось доказать. 


Предложение 39 


Найти число, которое, будучи наименьшим, имеет 
заданные части. 

Пусть заданные части будут А, В, С; требуется вот 
найти число, которое, будучи наименьшим, имеет части А, 


^^ В, С (черт. 41). 
И |, А .. 
— нь —— Пусть  соимённые 
р Е 7 частям А, В, С числа бу- 
——е = жж дут 0), Е, /, и возьмём 
И |4 наименьшее, измеряе- 
Черт. 41. Значит, Н имеет 


части, соимённые О, Е, [ (предложение 37). Соимённые 
же Д, Б, Г части суть А, В, С; значит, Н имеет части А, 
В, С. Вот я утверждаю, что «оно их имеет», будучи и 
наименьшим. Действительно, если нет, то будет какое-то 
меньшее Н число, которое имеет части А, В, С. Пусть 
оно будет С. Поскольку С имеет части А, В С, то зна- 
чит, С будет измеряться числами, соимёнными частями 
А, В, С (предложение 38). Частям же А, В, С соимённые 
числа будут ДО, ЕЁ, Г; значит, @ измеряется О, Б, /. И оно 
меньше Н; это же невозможно. Значит, не будет никакого 
меньшего Н числа, которое имело бы части А, В, С, 
что и требовалось доказать. 


—— 


КНИГА ВОСЬМАЯ 
ее гегетегетегегегеуетегегегетагегега гегега! 


Предложение 1 


Если будет сколько-нибудь чисел в непрерывной про- 
порции*, крайние же из них будут первыми между со- 
бой, то они — наименьшие из «чисел», имеющих с ними 
то же отношение. 

Пусть будет сколько-нибудь чисел в непрерывной про- 
порции А, В, С, О, крайние же из них А, О пусть будут 

первыми между собой; 


И Е я утверждаю, что А, 
ыы) ринипаони 
я у Б, С, ) — наименьшие 
—_ — из имеющих с ними то 
С и же отношение (черт. 1). 
оппопаинаниииииииининаниининиининий репаииоиинониииииищеном) 


Действительно, если 
о == 910 не так, то пусть 
Е, Г, Н, @ будут числа 

Черт. 1. меньшие, чем Д, В, С, 

р, находящиеся с ними 

в том же отношении. И поскольку А, В, С, О находятся 
в том же отношении с Ё, Г, Н, (, и количество 
[чисел А, В, С, О] равно количеству [чисел Е, Г, Н, Ц], то 
значит, по «равенству» (предложение 14 книги УП) будет, 
что как Ак О, так и Ек О. Но А, О первые, первые же 
и наименьшие (предложение 21 книги УП), наименьшие 
же числа равно измеряют имеющие то же отношение, боль- 


*) В подлиннике 2 ау%)ооу — подряд пропорциональны. 
Эта терминология употребляется в предложениях 1, 2, 3, 4, 6, 7, 13, 
14, 15, 18,119, 21, 22, 23, 25. 


КНИГА ВОСЬМАЯ 43 


шее — большее, меньшее же — меньшее (предложение 20 
книги УП), то-есть предыдущее — предыдущее и последу- 
ющее — последующее. Значит, А измеряет Е, большее — 
меньшее; это же невозможно. Значит, Ё, [, Н, Ц, будучи 
меньше А, В, С, О, не будут в том же отношении с ними. 
Значит, А, В, С, р —наименьшие из имеющих то же от- 
ношение с ними, что и требовалось доказать (1). 


Предложение 2 


Найти наименьшие числа в непрерывной пропорции, 
сколько бы их ни было назначено, в заданном отношении. 

Пусть заданное отношение в наименьших числах будет 
как Ак В; должно вот найти наименьшие числа в непре- 
рывной пропорции, 


сколько бы их ни было — 27. 

назначено, в отношении р 7 Е 

Ак В. рений роииисииинаниней ————.—4 
Вот пусть будет И | 

назначено четыре, и р. 

пусть А, умножая само и, 

себя, произведёт С, К 

умножая же В, произ-_ 

ведёт Ш), и ещё В, Черт. 2. 


умножая само себя, 
произведёт Е, и ещё А, умножая С, РО, Е, произведёт Г, 
Н, С, а В, умножая Е, произведёт К (черт. 2). 

И поскольку А, умножая само себя, произвело С, ум- 
ножая же В, произвело Ш), то значит, будет, что как А 
к В, [так и] Ск (предложение 17 книги УП). Затем, по- 
поскольку А, умножая В, произвело О, а В, умножая само 
себя, произвело ЕЁ, то значит, каждое из А, В, умножая В, 
произвели каждое из О, Е. Значит, будет, что как Ак В, 
так и Дк Е (предложение 18 книги УП). Но как А к В, 
таки Ск р; и значит, как Ск ДО, таки Ок ЕЁ. И по- 
скольку А, умножая С, О, произвело /, Я, то значит, бу- 
дет — как С к ДО, [так и| [к Н (предложение 17 книги УП). 
Как же Ск Ш, так было и Ак В; и значит, как А 
к В, таки Гк НН. Затем, поскольку А, умножая О, Е, 
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произвело Н, @, то значит, будет как О к Е, таки Нка 
(предложение 17 книги УП). Но как О к Б, таки АкВ. 
И значит, как Ак В, так и Н к (0. И поскольку А, В, 
умножая Е, произвели С, К, то значит, будет, что как 4 
к В, таки С кК (предложение 18 книги УП). Но как А 
к В, так и 1 кН, и Нк О. И значит, как Гк Н, так 
и НкСи Ск К; значит, С, Р, Е иГ, Н, С, К будут 
пропорциональными в отношении А к В. Вот я утверждаю, 
что они и наименьшие. Действительно, поскольку А, В суть 
наименышие из имеющих то же отношение с ними, наимень- 
шие же из имеющих то же отношение суть первые между 
собой (предложение 22 книги УП), то значит, А, В будут 
первыми между собой. И каждое из А, В, умножая само 
себя, произвело «соответственно» С, Е, умножая же каждое 
из С, Е, произвело <соответственно» Г, К; значит, С, Би Г, 
К будут первыми между собой (предложение 27 книги УП). 
Если же будет сколько-нибудь чисел в непрерывной про- 
порции, крайние же из них будут первыми между собой, 
то они — наименьшие из имеющих с ними то же отноше- 
ние (предложение 1). Значит, С, ДР, Е и Г, Н, (О, К б6у- 
дут наименышими из имеющих то же отношение с А, В, 
что и требовалось доказать (1). 


Следствие 


Из этого вот ясно, что если три числа в непрерывной 
пропорции являются наименьшими из имеющих с ними то 
же отношение, то крайние из них — квадраты, если же че- 
тыре, то — кубы. 


Предложение 3 


Если будет сколько-нибудь чисел в непрерывной про- 
порции — наименьших из имеющих то же отнощение 
с ними,—то крайние из них будут первыми между собой. 

Пусть будет сколько-нибудь чисел в непрерывной про- 
порции — наименьших из имеющих с ними то же отноше- 
ние, Д, В, С, О; я утверждаю, что крайние из них А, О 
будут первыми между собой (черт. 3). 
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Действительно, возьмём два числа наименьших в отно- 
шении А, В, С, О, <а именно», Е, Г (предложение 33 
книги УП), затем три Н, Ц, К и так далее одним более 
(предложение 2), пока взятое количество не сделается рав- 
ным количеству А, В, С, О. Пусть они взяты и будут Д, 
М, М, Х. 

И поскольку Е, Г— наименьшие из имеющих то же от- 
ношение с ними, то они будут первыми между собой (пред- 
ложение 22 книги УП). И поскольку каждое из Ё, Г, ум- 
ножая само себя, про- 


извело Н, К, умножая и = 
же каждое из Н, К, ТА 

произвело /[, Х, то зна- = рМрМрМЪ_ 

чит, Н, Ки [Ё, Х ИИ ИИ 
булут первыми между Е / Н $ 
собой (предложение 27 "“\ — м 
книги УП). И посколь- ОЕ, ОИ 

ку А, В, С, р— [ М 
наименьшие из имею- ' 
щих с ними то же от- и 
ношение, также и Д, у 


рипииииии помиииииииииинииоринириоириоиииииии запошожнинанинининнизиниивиониниивиизиииинанияи] 
М, № Х—наимень- 


шие находящиеся в том Черт. 3. 

самом отношении с А, 

В, С, О, и количество А, В, С, О) одинаково с количе- 
ством Ё, М, М, Х, то значит, каждое из А, В, С, О 
«соответственно» равно С, М, №, Х; значит, А будет рав- 
но [, О же ‹равно» Х. И Д, Х суть первые между собой. 
Значит, и А, О будут первыми между собой, что и тре- 
бовалось доказать (1). 


Предложение 4 


Для л1060го количества отношений, заданных в нац- 
меньших числах, найти наименьшие непрерывно пропор- 
циональные числа в заданных отношениях. 

Пусть заданные отношения в наименьших числах бу- 
‹ тАк Ви Ск ШО, и ещё Е к Г; вот требуется найти 
наименьшие непрерывно пропорциональные числа в отноше- 
ниях Ак Ви Ск р, иещё Ек / (черт. 4). 
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Действительно, возьмём наименьшее измеряемое В и С 
число Н (предложение 34 книги УП). И сколько раз В 
измеряет Н, столько же раз и А пусть измеряет @, сколько 
же раз С измеряет Н, столько раз и ДО пусть измеряет К. 
Но Е или измеряет К, или не измеряет. Пусть сначала оно 
измеряет. И сколько раз Е измеряет А’, пусть столько раз и 
Т измеряет 2. И поскольку одинаково А измеряет С и В <из- 
меряет» Н, то значит, будет, что как Ак В, таки кН (0п- 
ределение 21 и предложение 13 книги УП). На основании 
того же вот, и как Ск Д, таки Нк К, иещё как Е к Г, 


) 


и р так и Ак [; ‘значит, Ц, 
——__ —_ Н, К, Г будут непрерывно 
ГА - 
й пропорциональны в отно 
Е у шениях АкВиСк 2 
же т И ещё Ё к Г. Вот я утвер- 
[2 - 
и ждаю, что <они> и наи 
меныпшие. Действительно, 

К [ 
к ——— если Не будут С, Н, К, 
М - 
К Г наименьшими непре 
р р рывно пропорциональными 
— —— в отношениях Ак В, иС 
кд, иЕк Г, то пусть 
Черт. 4. такими будут №, Х, М, 


О. И поскольку будет 
как Ак В, так и №к А, и А, В — наименьшие, наимень- 
шие же одинаковое число раз измеряют имеющие то же 
самое отношение, большее — большее и меньшее — мень- 
шее, то-есть предыдущее — предыдущее и последующее — 
последующее (предложение 20 книги УП), то значит, В 
измеряет Х. На основании вот того же и С измеряет Х; 
значит, В, С измеряют Х; и значит, наименьшее измеряе- 
мое В, С: измерит Х (предложение 35 книги УП). Но Н 
наименьшее, измеряемое В, С; значит, Н измеряет Х, 
большее — меньшее; это же невозможно. Значит, не будет 
каких-нибудь, меньших чем С@, Н, К, [., чисел, непрерывно 
«пропорциональных» в отношениях Ак Ви Ск РД, и ещё 
Е к Г. 

Но вот пусть Е не измеряет К’ (черт. 5). И возьмём 
наименьшее измеряемое Е, К число М (предложение 34 
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книги УП). И сколько раз К измеряет М, пусть столько 
раз и каждое из С, Н измеряет <соответственно» №, Х, 
сколько же раз Е измеряег М, пусть столько раз и Г из- 
меряет О. Поскольку одинаковое число раз @ измеряет № 
и Н «измеряет» Х, то значит, будет как Ск Н, так и № 
к Х (предложение 13 книги УП). Как же С к Н, так и А 
к В; и значит, как Ак В, так и №Мк о. На основании 
того же вот, и как С к Д, так и Х к ЛМ. Затем, поскольку 
одинаковое число раз Е измеряет М и Г «измеряет» О, то 
значит, будет, что как Е к Г[, так и Мк О (предложе- 
ние 13 книги УП); значит, №, Х, М, О будут непрерывно 
пропорциональны в отношениях Ак Ви Ск ЮР, и ещё Е 


ии Г нии, р жШ—= 
р ьлБ—Ш———— рии 
7—4 =— ——— 
| : 
И [2 7 А 
Черт. 5. 


к Г. Вот я утверждаю, что «они» и наименьшие в отноше- 
ниях А <к> В, С «к» РО, Е «к» Г. Действительно, если 
не так, то существуют некоторые, меньшие чем М, Х, М, 
О числа, непрерывно пропорциональные в отношениях А 
<к> В, С.<к> РО, Е «к» Г. Пусть это будут Р, Ю, 5, Г. 
И поскольку будет, что как Рк К, таки Ак В, и А, В 
суть наименышие, наименьшие же одинаковое число раз из- 
меряют имеющие то же отношение с ними, предыдущее — 
предыдущее и последующее -— последующее (предложе- 
ние 20 книги УП), то значит, В измеряет Ю. На том же 
вот основании и С измеряет №; значит, В, С измеряют К. 
И значит, наименьшее измеряемое В, С ‹число» измерит Ю 
(предложение 35 книги УП). Наименьшее же, измеряемое В, 
‚ С, есть Н; значит, Н измеряет Ю. И будет, что как Н 

к А, таки Кк 5; и значит, К измеряет $5. Также и Е 
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измеряету 5 (предложение 20 книги УП); значит, Е, К из- 
меряют $5. И значит, наименьшее, измеряемое Е, К, изме- 
рит $ (предложение 35 книги УП). Наименьшее же, изме- 
ряемое ЕЁ, К, есть М; значит, М измеряет $, большее — 
меньшее; это же невозможно. Значит, не существует ни- 
каких меньших № Х, М, О чисел, непрерывно пропор- 
циональных в отношениях Ак Ви С кр, и ещё Ек Г; 
значит, М, Х, М, О будут наименьшими непрерывно про- 
порциональными в отношениях А <к» В, С «к» О, Е «к» [, 
что и требовалось доказать (1). 


Предложение 5 


Плоскостные числа имеют друг к другу отношение, 

составленное из отношений сторон. 
Пусть будут плоскостные числа А, В, и пусть сторо- 
нами Д будут числа С, О, <сторонами> же В — <числа» 
Е, Г; я утверждаю, что 


й Г # . 
о р р А имеет к В отноше 
р. Ё Г ние, составленное из 
И. 6 Действительно, для 

ааа | нана ., 
данных отношений, ко- 

К {, 

Я О ня, торые имеют Ск Еи 
О к Г, возьмём наи- 
Черт. 6. меньшие — непрерывно 
пропорциональные В 


отношениях С «к» Е, О «к» Г числа Н, (Ц, К так, чтобы 
было как Ск Е, таки Н к О, как же Ок Г, таки С 
к А (предложение 4). И пусть Ш), умножая ВБ, произ- 
ведёт Г. 

И поскольку ДО, умножая С, произвело А, умножая 
же Е произвело Г, то значит, будет, что как Ск Ё, так 
и АкрД (предложение 17 книги УП). Как же Ск ЁБ, так 
и Нк 0; и, значит, как Нк О, таки Ак ЕЁ. Затем, по- 
скольку Е, умножая Ш), произвело С (предложение 16 
книги УП) и вместе с тем, умножая /, произвело В, то 
значит, будет, что как О к [, так и Ё к В (предложе- 
ние 17 книги УП). Но как О к Г, таки С к К; и зна- 
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чит, как Ск К, так и Ё к В. Доказано же, что и как Ы 
к @, таки Ак [; значит, «по равенству» будет (предло- 
жение 14 книги УП), что как Н к К, [так и| Ак В. Но 
Нк К имеет отношение, составленное из ‹отношений> 
сторон; и значит, Д имеет к В отношение, составленное 
из <отношений> [сторон, что и требовалось доказать (2). 


Предложение 6 


Если будет сколько-нибудь чисел в непрерывной про- 
порици, первое же не измеряет второго, то и никакое 
Оругое не измерит никакого. 

Пусть будет сколько-нибудь чисел в непрерывной про- 
порции А, В, С, Р, Е, пусть же А не измеряет В; я ут- 
верждаю, что и никакое другое не „ 
измерит никакого (черт. 7). 

Теперь, что А, В, С, О, Е после- = 
довательно друг друга не измеряют, р-—— 
очевидно; ибо Д не измеряет В. Вот 
я утверждаю, что и никакое другое не 
измерит никакого. Действительно, если Е Ро 
возможно, пусть А измеряет С. И сколь- 
ко будет «чисел» 4, В, С, столько =— 
возьмём наименьших, имеющих то же Анже 
отношение с А, В, С, чисел Г, Н, СЦ 
(предложение 33 книги УПШ. И по- 
скольку [, Н, @ находятся в том же 
отношении с А, В, С, и количество А, В, 
С равно количеству /, Н, @, то значит, «по равенству» 
(предложение 14 книги УП) будет, что как Ак С, так 
и Г к С. И поскольку будет, что как Ак В, таки [1 
к Л, А же не измеряет В, то значит, и Г не измеряет Н 
(определение 21 книги УП); значит, / не будет единицей, 
ибо единица измеряет всякое число. И будут Г, С первыми 
между собой (предложение 3), [значит, / не измеряет С]. 
И как Г к О, таки Ак С; значит, и А не измеряет С 
(определение 21 книги УП). Подобно вот докажем, что и 


никакое другое не измерит никакого, что и требовалось 
доказать (3). 


Ё——- 
Черт. 7. 


4 Евклид 
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Предложение 7 


Если будет сколько-нибудь чисел в [непрерывной] 
пропорици, первое же измеряет последнее, то оно изме- 
рит и второе. 


И— Пусть будет сколько-нибудь чисел 
ГИ в непрерывной пропорции 4, В, С, О, 
пусть же А измеряет /[); я утверж- 

— даю, что А измеряет и В (черт. 8). 
=—- Действительно, если А не изме- 
Черт. 8. ряет ВБ, то и никакое другое не изме- 


рит никакого (предложение 6); А же 


измеряет 0). Значит, и А измеряет В, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 8 


Если между двумя числами в непрерывной пропор- 
ции*) попадают числа, то сколько чисел в непрерывной 


7. нии Го, И 

| ини, М-——— бы 

Ь—ыы=.._-_ ®———— Ё——ы 

ь—— =—— Ё[——— 
Черт. 9. 


пропорции попало между ними, столько же в непрерыв- 
ной пропорции попадёт и между ‹числами», имеющими 
[с ними] то же отношение (4). 

Пусть между двумя числами А, В в непрерывной про- 
порции попадут числа С, 0), и сделаем, чтобы как Ак В, 
так и Е к Г; я утверждаю, что сколько чисел в непрерыв- 
ной пропорции попало между А, В, столько же в непрерыв- 
ной пропорции попадёт и между Б, Г (черт. 9). 

Действительно, сколько будет по количеству <чисел> А, 
В, С, О, столько же возьмём наименьших, имеющих то 
же отношение с А, С, Д, В чисел Н, С, К, ЕЁ (предло- 


*) В подлиннике другой термин для непрерывной пропор- 
ЦИИ — хата 10 с0у=]ё6 дудАотоу. Та же терминология в предложениях 
9, 10, 25 (в последнем также и Ес ау&)о1о»). 
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жение 33 книги УП); значит, крайние из них Н, Г будут 
первыми между собой (предложение 3). И поскольку А, 
С, О, В находятся с Н, СЦ, К, Ё в том же отношении, и 
количество 4, С, О), В равно количеству Н, С, К, Г, то 
значит, «по равенству» (предложение 14 книги УП) будет, 
что как Ак Б, таки Нк Г. Как же Ак, таки Е 
к Г; и значит, как Н к Ё, так и Ек Г. Но Н, Е — пер- 
вые, первые же ‹суть> и наименьшие (предложение 21 
книги \УП), наименьшие же числа одинаковое число раз 
измеряют имеющие то же отношение, большее — большее 
и меньшее — меньшее (предложение 20 книги УП), то-есть 
предыдущее — предыдущее и последующее — последующее. 
Значит, одинаковое число раз Н измеряет Е и Д, <изме- 
ряет> /. Вот сколько раз Н измеряет Е, пусть столько 
же раз и каждое из @, К будет измерять М, №; значит, 
Н, @, К, [Г одинаковое число раз измеряют Е, М, М, Г. 
Значит, НЯ, СЦ, К, Г находятся с Е, М, М, Гв том же от- 
ношении (определение 21 книги УП). Но Н, С, К, Г на- 
ходятся с А, С, О, В в том же отношении; значит, и А, 
С, О, В будут в том же отношении с Е, М, М, Г. Но А, 
С, О, В находятся в непрерывной пропорции; значит, и Б, 
М, №, Г будут в непрерывной пропорции. Значит, сколько 
чисел в непрерывной пропорции попало между А, В, столько 
же чисел в непрерывной пропорции попало и между Ё, Л, 
что и требовалось доказать. 


Предложение 9 


Если будут два числа, первых между собой, и между 
ними в непрерывной пропорции попадают числа, то сколько 
между ними в непрерывной пропорции попадает чисел, 
столько же попадёт в непрерывной пропорции между 
каждым из них и единицей. 

Пусть будут два числа, первых между собой, А, В, и 
пусть между ними в непрерывной пропорции попадают С, 
О, и отложим Е—единицу; я утверждаю, что сколько 
между `А, В в непрерывной пропорции попадает чисел, 
столько же попадёт в непрерывной пропорции между каж- 
дым из А, В и единицей (черт. 10). 


4.* 


Ес 
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Действительно, возьмём два наименьших, находящихся 
в отношении А, С, ДО, В, числа Г, Н, затем три С, К, [, 
и так далее всё время одним больше, пока количество их 
не сделается равным количеству 4, С, БР, В (предложе- 
ние 2). Пусть они взяты и будут М, М, &, О. Очевидно 
вот, что 1, умножая само себя, произвело С, умножая же 
С, произвело М; и Н, умножая себя, произвело Г, умно- 
жая же Г, произвело О (предложение 2, следствие). И по- 
скольку М, М, Х, О суть наименьшие из имеющих то же 
отношение с /, Н, тои А, С, 2, В будут наименьшими 
из имеющих то же отношение с Г, Н (предложение 3); и 
количество М, М, Х, О равно количеству А, С, ДО, В, то 


вина, ‚—=4 

| Ани, ини} 

1/——— Ё—ы555ы 

—ы— | боиииии, 

ре М——=—= 

— Ё—— 

®—— 0-—ы—ы=—=—— 
Черт. 10. 


значит, каждое из М, №, Х, О будет <соответственно» равно 
каждому из А, С, О, ВБ; значит, М равно А, О же ‹равно» В. 
И поскольку Г, умножая само себя, произвело С, то зна- 
чит, / измеряет С по «числу» единиц в / (определение 16 
книги \У1П). Также и единица Е измеряет Г по «числу» 
единиц в нём; значит, одинаковое число раз измеряют еди- 
ница Б число Ги Г— «число» @. Значит, будет, что как 
единица Е к числу [, таки Г к О. Затем, поскольку Г, 
умножая С, произвело ЛМ, то значит, С измеряет М по 
«числу» единиц в Г (определение 16 книги УП). Также и 
единица Е измеряет число [ по «числу» единиц в нём; 
значит, одинаковое число раз измеряют единица Е число Г, 
и @—— «число» М. Значит, будет, что как единица Е 
к числу Г, таки С к М. Доказано же, что и как еди- 
ница Е к числу /, так и Гк С; и значит, как единица Е 
к числу Г, таки Гк (О, и С кМ. Но М равно А; зна- 
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чит, будет, что как единица Е к числу Г, так и Гк С 
и СкА. На том же вот основании, и как единица Е 
к числу Я, таки НкГиГк В. Значит, сколько между 
А, В в непрерывной пропорции попало чисел, столько же 
чисел попало в непрерывной пропорции между каждым из 
А, В и единицей Е, что и требовалось доказать. 


Предложение 10 


Если между каждым из двух чисел и единицей в не- 
прерывной пропорции попадают числа, то сколько чисел 


в непрерывной пропорпиц попадёт между каждым из них 
и единицей, столько 


попадёт в непрерывной =— 
пропорции и между 7) 
ними самими. р р Е , и 

В самом деле, пусть 5 к а ыы А 
между двумя числами 6 А 
А, Ви единицей С в | | | 
непрерывной пропорции ОН ИИ 
попадают числа ОД, ЕЁ, Черт. 11. 


и /, Н; я утверждаю, 
что сколько ‘чисел в непрерывной пропорции попадёт между 
каждым из А, В и единицей С, столько попадёт в непре- 
рывной пропорции и между А, В (черт. 11). 

Действительно, пусть ДО, умножая /, произведёт С, 
каждое же из 0), Г, умножая @, произведёт <соответст- 
венно» Л, Д. 

И поскольку будет, что как единица С к числу О, 
так и Ок, то значит, равное число раз единица С из- 
меряет ‚число ДР, и Л «измеряет» Е (определение 21 
книги УП). Единица же С измеряет число Ш) по «числу» 
единиц в /); и значит, число О измеряет Е по «числу» еди- 
ниц в 10); значит, 0), умножая само себя, произвело Р. 
Затем, поскольку будет, что как [единица] С к числу О, 
так и Ек А, то значит, равное число раз единица С из- 
меряет число /), и Е <измеряет» А. Единица же С изме- 
ряет число 0) по «числу» единиц в 0; и значит, Е изме- 
ряет „А по «числу» единиц в 0; значит, О, умножая Е, 
произвело А. На том же вот основании и Г, умножая само 
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себя, произвело Н, умножая же Н, произвело В. И по- 
скольку Д, умножая само себя, произвело Е, умножая 
же /[, произвело @, то значит, будет (предложение 17 
книги УП), что как Ок Г, так и Ек О. На том же вот 
основании, и как ОД к Г таки Ск Н (предложение 18 
книги УП). И значит, как Е к СО, таки (кН. Затем, 
поскольку О, умножая каждое из Е, @, произвело ‹<соот- 
ветственно» А, А, то значит, будет, что как Е к (@, так 
и АкК (предложение 17 книги УП). Но как Е к С, так 
и Дк Г; и значит, как Ок Г, таки Ак К. Затем, по- 
скольку каждое из 0), Г, умножая С, произвело ‹соответ- 
ственно» А, Г, то значит, будет, что как Ок Г, таки К 
к С, (предложение 18 книги УП). Но как Дк Г, таки А 
к А; и значит, как Ак К, так и Кк Г. Далее, поскольку 
Т, умножая каждое из @, Н, произвело соответственно Д, 
В, то значит, будет, что как С к Н, таки Ё к В (пред- 
ложение 17 книги УП). Как же Ск Н, таки ОкГи 
значит, как Д к Г, так и Ск В. Доказано же, что и 
как Ок Г, таки АкК, иКкГ; и значит, как Ак К, 
таки Кк[, иГк В. Значит, А, К, Г, В будут после- 
довательно в непрерывной пропорции. Значит, сколько между 
каждым из А, В и единицей С в непрерывной пропорции 
попадает чисел, столько же попадёт в непрерывной <про- 
порции» и между А, В, что и требовалось доказать. 


Предложение 11 


Для двух квадратных чисел существует одно среднее 
пропорциональное число, и квадрат к квадрату имеет двой- 
р. ное отношение стороны к стороне (5). 
Пусть будут квадратные числа А, В, 


4 и пусть у А сторона будет С, у В же— 
и, О; я утверждаю, что для 4, В существует 
р одно среднее пропорциональное число и 
что А к В имеет двойное отношение С 

р к О (черт. 12). 
Черт. 12. Действительно, пусть С, умножая О, 


произведёт Е. И поскольку А— квадрат, стороной же его 
является С, то значит, С, умножая само себя, произвело А. 
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На том же вот основании и 0), умножая само себя, произ- 
вело В. Поскольку теперь С, умножая каждое из С, О, 
произвело «соответственно» каждое из А, Е, то значит, 
будет, что как Ск ДО, таки АкЕ (предложение 17 книги 
УП). На том же вот основании и как Ск О, таки Ек В. 
И значит, как Ак -Ё, таки Е к В. Значит, для А, В 
существует одно среднее пропорциональное число. 

Вот я утверждаю, и что А к В имеет двойное отноше- 
ние С к Ш). Действительно, поскольку есть три пропор- 
циональных числа А, Е, В, то значит, А имеет к В двойное 
отношение Ак РЁ. Как же Ак [, таки Ск Ш. Значит, 


А имеет к В двойное отношение стороны С к ДО, что и 
требовалось доказать. 


Предложение 12 


Для двух кубических чисел существуют два средних 
пропорииональных числа, и куб к кубу имеет тройное 
отношение стороны « стороне. 

Пусть будут кубические числа А, В, и пусть у А сто- 
рона будет С, у В же—); я утверждаю, что для А, В 
существуют два сред- 


них пропорциональных — 

числа и что А имеет 72. 

к В тройное отношение , р р 

Ск (черт. 13). = —_ ани и 
Действительно, пусть | 6 | РОИА АОИ 

С, умножая самого р 

себя, произведёт Е, ум- —Ж—ж—— 

ножая же /[), произ- Черт. 13. 


ведёт [, О же, умно- 
жая само себя, произведётН, каждое же из С, О, умно- 
жая /, произведёт «соответственно» @, К. 

И поскольку А является кубом, сторона же его — С, и 
С, умножая само себя, произвело ЕЁ, то значит, С, умножая 
само себя, произвело Е, умножая же Е, произвело А. На 
том же вот основании`и ДО, умножая само себя, произвело Н, 
умножая же Н, произвело В. И поскольку С, умножая 
каждое из С, 0), произвело «соответственно» Е, Г, то 
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значит, будет, что как С кр, так и Е к Г (предложе- 
ние 17 книги УП). На том же вот основании и как Ск р, 
так и ГкН (предложение 18 книги УП). Затем, поскольку С, 
умножая каждое из ББ, Г, произвело <соответственно» 
А, Ц, то значит, будет, что как Е к Г, так иАка 
(предложение 17 книги УП). Как же Е к Г, так и Скр; 
и значит, как С кр), так и Ак 0. Затем, поскольку 
каждое из С, О, умножая Г, произвело ‹<соответственно» 
@, К, то значит, будет, что как Ск О, таки Ск К 
(предложение 18 книги УП). Затем, поскольку О, умножая 
каждое из /, Н, произвело «соответственно» А, В, то 
значит, будет, что как [к Н, так и К к В (предложе- 
ние 17 книги УПЦ). Как же Гк Н, так и Ск р; и значит, 
как Ск ШО, таки Ак С, иСкК, иК кВ. Значит, 
для А, В существуют два средних пропорциональных С, К. 

Вот я утверждаю и что А имеет к В тройное отноше- 
ние Ск Д. Действительно, поскольку есть четыре пропор- 
циональных числа А, Ц, К, В, то значит, А имеет к В 
тройное отношение Ак С. Как же Ак 0, тки Скр; 
и [значит] А к В имеет тройное отношение С‘к О, что 
и требовалось доказать. 


Предложение 13 


Если будет сколько-нибудь чисел в непрерывной. про- 
порции и каждое, умножая само себя, производит что- 
то, то и возникающие из них будут пропорциональными, 
и если первоначальные, умножая возникшие, произво- 
дят что-то, то и эти будут пропорциональными [и то 
же всегда будет происходить в дальнейшем]. 

Пусть будет сколько-нибудь чисел в непрерывной про- 
порции А, В, С, Ст. е.> как Ак В, тк и ВкС, 
и пусть А, В, С, умножая самих себя, произведут Л), Ё, [, 
умножая же Д, Е, Г, произведут Н, Ц, К; я утверждаю, 
что 0), Е, Ги Н, С, К будут в непрерывной пропорции 
(черт. 14). 

Действительно, пусть А, умножая В, произведёт Г, 
каждое же из А, В, умножая Г, произведёт <соответст- 
венно> М, №. И далее, пусть В, умножая С, произве- 
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дёт Х, каждое же из В, С, умножая Х, произведёт ‹<со- 
ответственно» О, Р. 

Подобно вот тому, как выше, докажем, что О, [, Е 
и РН, М, М, С будут в непрерывной пропорции в отноше- 
нии Ак В, и что ещё Ё, Х, Ги, О, Р, К будут в не- 
прерывной пропорции в отношении Вк С. И будет, что 


7 нь ®=——_———_——-——-—=—ыыыы= 
=—— — 
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Черт. 14. 


как Ак В, таки Вк С; и значит, О, Г, Е будут с ЁБ, 
Хх, Гв том же самом отношении, и ещё Н, М, М, Сс 
а, О, Р, К. И количество ДО, Г, Е равно количеству Ё, 
Х, Г, «количество же» Н, М, М, @— ‘количеству > 
а, О, Р, К; значит, «по равенству» будет, что как О к ЕЁ, 
так и Ек Г, как же Нк О, так и С КК (предложение 14 
книги УП), что и требовалось“ доказать. 


Предложение 14 


Если квадрат измеряет квадрат, то и сторона из- 
мерит сторону; и если сторона измеряет сторону, то 
и квадрат измерит квадрат (6). 

Пусть будут квадратные числа 4, В, стороны же их 
пусть будут С, О, и пусть А измеряет В; я утверждаю, 
что и С измеряет О (черт. 15}. 

Действительно, пусть С, умножая Ш), произведёт Е; 
значит, А, Е, В будут в непрерывной пропорции в отно- 
‘шении Ск Д (предложение 11). И поскольку А, Е, В 
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находятся в непрерывной пропорции, и А измеряет В, то 
значит, и А измеряет Е (предложение 7). И будет как А 
к Б, так иСк Д; значит, С из- 


меряет О (определение 21 кни- 
—— ги УП). 


®„ 9 


= Затем вот пусть С изме- 

= ряет Ш); я утверждаю, что и А 
измеряет В. 

АЖ Действительно, произведя те 

Черт. 15. же самые построения, подобно 


докажем, что А, ЕЁ, В будут в 
непрерывной пропорции в отношении С к О. И поскольку 
будет, что как Ск О, так и Ак Ё, С же измеряет О, то 
значит, и А измеряет Е (определение 21 книги УП). И А, 
Е, В в непрерывной пропорции; значит, и А измеряет В. 

Итак, если квадрат измеряет квадрат, то и сторона 
измерит сторону; и если сторона измеряет сторону, то и 
квадрат измерит квадрат, что и требовалось доказать. 


Предложение 15 


Если кубическое число измеряет кубическое число, 
то и сторона измерит сторону; и если сторона изме- 
ряет сторону, то и куб измерит куб. 


= 
диод 
А 1 Е Н 1 
[9 А 
аннаннаня | ааа | 
Черт. 16. 


Пусть кубическое число А измеряет кубическое В, и 
пусть у А сторона С, у В же—); я утверждаю, что С 
измеряет О (черт. 16). 

Действительно, пусть С, умножая само себя, произведёт 
Е, О же, умножая само себя, произведёт Н, и ещё С, 
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умножая Ш, [произведёт] Г, каждое же из С, О, умножая Г, 
произведёт <соответственно» @, К. Очевидно, вот, что Е, 
. Ни А, С, К, В будут в непрерывной пропорции в от- 
ношении Ск) (предложение 12). И поскольку А, Ц, К, В 
находятся в непрерывной пропорции, и 4 измеряет В, то 
оно, значит, измеряет и С (предложение 7). И будет, что 
как Ак О, так и Ск 0; значит, и С измеряет О. 

Но вот пусть С измерязт О; я утверждаю, что и А 
будет измерять В. 

Действительно, произведя те же самые построения, по- 
добно вот докажем, что А, а, К, В будут в непрерывной 
пропорции в отношении С к Д. И поскольку С измеряет 0), 
и будет, что как Ск Ю, так и Ак О, то значит, и А 


измеряет С, так что и А измеряет В, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 16 


Если квадратное число не измеряет квадратного числа, 
то и сторона не измерит стороны; и если сторона не 
измеряет стороны, то и квадрат не из- 
мерит квадрата. й-—— 

Пусть будут квадратные числа А, В, 
стороны же их пусть будут С, О, и пусть 
А не измеряет В; я утверждаю, что и С 2—“ 
не измеряет /) (черт. 17). р=—— 

Действительно, если С измеряет /), то 
и А измерит В (предложение 14). Но А не 
измеряет В; значит, и С не измерит О. 

[Вот] затем пусть С не измеряет ДО; я утверждаю, что 
и А не измерит В. 

Действительно, если А измеряет В, то и С измерит О 
(предложение 14). Но С не ‘измеряет Ш); значит, и А не 
измерит В, что и требовалось доказать. 


Черт. 17. 


Предложение 17 


Если кубическое число не измеряет кубического числа, 
то и сторона не измерит стороны; и если сторона не 
измеряет стороны, то и куб не измерит куба. 
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Пусть кубическое число А не измеряет кубического 
числа В, иу А сторона пусть будет С, у В же О; я ут- 
верждаю, что С не измерит Д (черт. 18). 

Действительно, если С измеряет ДО, то и А измерит В 


(предложение 15). Но А не измеряет В; значит, и С не 
измеряет Л). 


И— 


2—————_щ 


- 


Г она, 


7— 


Черт. 18. 


Но вот пусть С не измеряет ШО; я утверждаю, что и А 
не измерит ВБ. 

Действительно, если А измеряет В, то и С измерит О 
(предложение 17). Но С не измеряет ЛД; значит, и А не 
измерит В, что и требовалось доказать. 


Предложение 18 


Для двух подобных плоскостных чисел существует 
одно среднее пропорциональное число; и плоскостное <чи- 
сло>*) к плоскостному имеет двойное отношение сход- 
ственной стороны к сходственной стороне (Т). 

Пусть два подобных плоскостных числа будут А, В, и 
у А пусть сторонами будут числа С, О, у В же— ЕЁ, Г. 
И поскольку подобными плоскостными «числами» являются 
имеющие пропорциональными стороны (определение 22 
книги УП), то значит, будет, что как Ск), так иБк Г. 
Я утверждаю теперь, что для А, В существует одно срелд- 
нее пропорциональное число и что Ак В имеет двойное 
отношение Ск ЕЁ, или Ок Г, то-есть сходственной сто- 
роны к сходственной [стороне] (черт. 19). 

И поскольку будет, что как Ск ДР, таки Е к Г, то 
значит, «перестановкой» (предложение 13 книги УП) будет, 


*) В подлиннике стоит просто #т{е80$ — плоское. 
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что как Ск Б, так и О кГ.И поскольку А является 
плоскостным, стороны же его С, О, то значит, О, умножая С, 
произвело 4. На том же вот основании ч Е, умножая Г, 
произвело В. Вот пусть О, умножая Е, произведёт Н. 
И поскольку О, умножая С, произвело А, умножая же Б, 
произвело Н, то значит, будет, что как Ск Б, таки А 
к Н. Но как СкЕЁ, [так и] О кГ; и значит, как О к Г, 
так иАкА. Затем, поскольку Е, умножая О, произвело Н, 
умножая же /, произвело В, то значит, будет, что как О 


ь—— ГА 

=——ы—ы—ы—ы—ы—353—4 1=—— 

ЕЕ Ё[[— ———— 
Черт. 19. 


к /, так и Нк В (предложение 17 книги УП). Доказано 
же, что как ОД к Г, таки Ак Н); и значит, как А кН, 
так и Нк В. Значит, А, Н, В будут в непрерывной про- 
порции. Значит, для А, В существует одно среднее про- 
порциональное число. 

Вот я утверждаю, что и Ак В имеет двойное отноше- 
ние. сходственной стороны к сходственной стороне, то-есть С 
к Е или О к Г. Дейсжвительно, поскольку А, Н, В на- 
ходятся в непрерывной пропорции, то А имеет к В двойное 
отношение <А> к Н. И будет как Ак Н, таки Ск Б, 
и Дк/. И значит, А имеет к В двойное отношение С 
к Е или О к Г, что и требовалось доказать. 


Предложение 19 


Между двумя подобными телесными числами попа- 
дают два средних пропорциональных числа; и телесное 
<‹число> к подобному телесному имеет тройное отноще- 
ние сходственной стороны к сходственной стороне. 

Пусть два подобных телесных «числа» будут А, В, и 
у А стороны пусть будут С, РО, Е, у Вже Г Н, (0. 
И поскольку подобными телесными «числами» являются 
имеющие сходственные стороны пропорциональными (опре- 
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деление 22 книги УП), то значит, будет, что как Ск РД, 
так и Гк Н, как же ДО к Б, таки Н к (0. Я утверждаю, 
что между А, В попадают два средних пропорциональных 
числа, и что Ак В имеет тройное отношение Ск Ги О 
к ЛЯ, и ещё Ек С (черт. 20). 

Действительно, пусть С, умножая О, произведёт К, а Г, 
умножая Н, произведёт Г. И поскольку С, Ос Г, Н будут 
в том же самом отношении и «произведение» ‘из С, О бу- 
дет А, из Г, Н же [*), то [значит| К, Ё будут подобными 


наи | 


С /- ии, 
д-— И——ч Ё=— 
—= —— Ьи—— 


плоскостными числами (определение 22 книги УП); значит, 
для К, [. существует одно среднее пропорциональное число 
(предложение 18). Пусть оно будет М. Значит, М будет 
«произведение» из /), [, как доказано в предшествующем 
предложении. И поскольку ШО, умножая С, произвело К, 
умножая же /, произвело М, то значит, будет, что как С 
к Г, так и Кк М (предложение 17 книги УП). Но как К 
к М, <так и М к Г. Значит, К, М, Г будут в непре- 
рывной пропорции в отношении С к. И поскольку будет, 
что как Ск Д, так и Гк Н, то значит, «перестановкой» 
(предложение 13 книги УП) будет, что как С к Г, так и 
ОХ к НН. На том же вот основании и как Ок Н, так и Е 
к @. Значит, К, М, ЕЁ будут в непрерывной пропорции 


+) В подлиннике сокращённая формулировка «ёхтфу Г,А> — 
«из С, О», подразумевается «произведение». В геометрических 
книгах употребляется термин «0то "фу Г, А», подразумевается 
пЕри=)ОшЕуоу — заключающееся, содержащееся между С, р. 
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в отношении СкГиДкН ‚ и ещё Е к 0. Вот пусть 
каждое из Е, О, умножая М, произведёт <соответственно» 
№, Х. И поскольку А есть телесное <число>, стороны же 
его суть С, О, ЕЁ, то значит, Е, умножая ‹произведение» 
из С, О, произвело А. «Произведение» же из С, Д есть К; 
значит, Е, умножая К, произвело А. На том же вот осно- 
вании и С@, умножая Ё, произвело В. И поскольку Е, ум- 
ножая А, произвело Д, и вместе с тем, умножая Л, про- 
извело М, то значит, будет, что как Кк М, таки Ак№ 
(предложение 17 книги УП). Как же Кк М, таки Ск/Г 
и Ок В, и ещё Ек (С; и значит, кк СкГиркН, 
и Ек О, таки Ак №. 

Затем, поскольку каждое из Е, @, умножая М, произ- 
вело «соответственно» №, Х, то значит, будет, что как Е 
к Ц, так и МкХ (предложение 18 книги УП). Но как Е 
к @, тк и СкГи кН; и значит, кк СкГир 
к НЯ, иЕк О, так и Ак №, и №к А. Затем, поскольку Ц, 
умножая /М, произвело Х и вместе с тем, умножая Г, про- 
извело В, то значит, будет, что как М к Ё, так и Хк В 
(предложение 17 книги УП). Но как М к Ё, таки СкГ 
и Ок Н, и Бк (0. И, значит, кк СкГиДрк НН, и Е 
к С, так и не только Хк В, нои Ак М, и №к Х. Зна- 
чит, 4, №, Х, В будут в непрерывной пропорции в упо- 
мянутых отношениях сторон. 

Я утверждаю, что и Ак В имеет тройное отношение 
сходственной стороны к сходственной стороне, то-есть числа 
Ск Гили Ок Ниещё Е к@(. Действительно, поскольку 
имеются четыре числа в непрерывной пропорции А, М, Х, В, 
тс значит, А к В имеет тройное отношение А к №. Но 
как Ак Л, так доказано, что и Ск ГиДк -, и ешё Е 
к Ц. И значит, А к В имеет тройное отношение сход- 
ственной стороны к сходственной стороне, то-есть числа С 
к Г, и Ок НВ, и ещё Е к СО, что и требовалось доказать. 


Предложение 20 


Если между двумя числами попадает одно среднее 


пропорциональное число, то ‹эти» числа будут подобными 
плоскостными. 
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Пусть между двумя числами А, В попадает одно сред- 
нее пропорциональное число С; я утверждаю, что А, В 
будут подобными плоскостными числами (черт. 21). 

[Действительно], возьмём наименьшие из имеющих то 
же отношение с А, С числа О, Е (предложение 33 кни- 
ги \П); значит, равное число раз ДО измеряет А и Е «из- 
меряет> С (предложение 20 книги УЦ). 

Тогда сколько раз Г) измеряет А, пусть столько еди- 
ниц будет в Г; значит, /, умножая О, произвело А (опре- 
деление 16 книги УП). Таким образом, А будет плоскост- 
ным «числом», стороны же его Д, Г[. Затем, поскольку О, Е 


ЛИНИИ 
7. 
Ея, 
а о 
—^ ЕСЛИ 
Черт. 21. 


являются наименьшими из имеющих то же отношение с С, В, 
то значит, равное число раз 0) измеряет С и ЕЁ «измеряет» В 
(предложение 20 книги УП). Тогда сколько раз Е иИзме- 
ряег В, пусть столько единиц будет в Н. Значит, Е из- 
меряет В по «числу» единиц в Н; значит Н, умножая ЁБ, 
произвело В (определение 16 книги УП). Значит, В есть 
плоскостное «число», стороны же его суть Е, Н. Значит, 
А, В будут плоскостными числами. Вот я утверждаю, что 
<‹они будут» и подобными. Действительно, поскольку Г, 
умножая О, произвело 4, умножая же Е, произвело С, 
то значит, будет, что как ОД к Е, таки Ак С, то-есть как 
Ск В. Затем, поскольку Е, умножая каждое из Г, Н, про- 
извело С, В, то значит, будет, что как / к Н, такиС к В 
(предложение 17 книги УП). Как же Ск В, таки РД кЕЁ; 
и значит, как Ок Б, так и Г кН. И «перестановкой», 
как О к Г, таки Ек Н (предложение 13 книги УЦ). 
Значит, А, В будут подобными плоскостными числами, ибо 
стороны их пропорциональны (определение 22 книги УП), 
что и требовалось доказать. 
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Предложение 21 


Если между двумя числами попадают два средних 
пропорциональных числа, то <эти> числа будут подоб- 
ными телесными. 

Пусть между двумя числами А, В попадают два сред- 
них пропорциональных числа С, О; я утверждаю, что А, В 
будут подобными телесными (черт. 22). 

Действительно, возьмём наименьшие из имеющих то же 
отношение с А, С, Д три числа Б, Г, Н (предложение 2); 
ИИ 
——_———_ддоЧЗ 


ры А —— А ИМ—А— Мн Хе 


значит, крайние из них Е, Н будут первыми между собой 
(предложение 3). И поскольку между Е, Н попало одно 
среднее пропорциональное число /[, то значит, Е, Н будут 
подобными плоскостными числами (предложение 20). Пусть 
теперь у Е стороны будут С, К, у Н же Г, М. Значит, 
из предыдущего ясно, что ЕЁ, [, Н будут в непрерывной 
пропорции в отношении О к Си Кк ЛУ. И поскольку Е, 
Т, Н— наименьшие из имеющих то же отношение с А, С, О, 
и количество ВЕ, Г, Н равно количеству А, С, О, то зна- 
чит, «по равенству» будет, что как Е к Н, таки Ако, 
(предложение 14 книги УП). Но Е, Н— первые, первые 
же и наименьшие, наименьшие же измеряют имеющие то 
же отношение с ними равное число раз, большее — боль- 
шее, меньшее же — меньшее, то-есть предыдущее — преды- 
дущее, и последующее — последующее (предложение 20 


б Евклид 
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книги \П); значит, одинаковое число раз Е измеряет А и 
Н «измеряет» О. Тогда, сколько раз Е измеряет А, пусть 
столько единиц будет в №. Значит, №, умножая Е, произ- 
вело А (определение 16 книги УП). Но Е есть <произве- 
дение>» из @, К; значит, №, умножая <произведение» из @, 
К, произвело А. Значит, А будет телесным <числом», сто- 
роны же его будут @, К, №. Затем, поскольку ЕЁ, 1, Н 
будут наименьшими из имеющих то же отношение с С, Д, В, 
то значит, одинаковое число раз Е измеряет С и Н <«из- 
меряет> В (предложение 20 книги УП). Тогда сколько 
раз Е измеряет С, пусть столько единиц будет в Х. Зна- 
чит, Н измеряет В по «числу» единиц в А; значит, 
Х, умножая Н, произвело В. Но Н есть ‹произведение» 
из [, М; значит, Х, умножая ‹«произведение» из Д, М, 
произвело В. Значит, В будет телесным «числом», стороны 
же его будут ЕЁ, М, ХС; значит, А, В будут телесными. 

[Вот] я утверждаю, что <они будут» и подобными. Дей- 
ствительно, поскольку № Х, умножая Е, произвели А, С, 
то значит, будет, что как Мк Х, ‹так и> Ак С, то-есть 
Е к Г (предложение 18 книги УП). Но как Е к Г, <так» 
СкГи Кк И); и значит, как Ск Ё, ткиКк Ми№ 
к Х. И О, К, М суть стороны А, а Х, Е, Мр— стороны В. 
Значит, А, В будут подобными телесными числами (опреде- 
ление 22 книги УП), что и требовалось доказать. 


Предложение 22 


Если три числа будут в непрерывной пропорции, пер- 

вое же из них квадрат, то и третье будет квадратом. 

Пусть будут три числа в непрерывной 

пропорции А, В, С, первое же А пусть 

9——— будет квадратом; я утверждаю, что и 

р-———— третье С есть квадрат (черт. 23). 

Действительно, поскольку для А, С 

Черт. 23. — существует одно среднее пропорциональ- 

ное число В, то значит, А, С — подобные 

плоскостные «числа» (предложение 20). Но А квадрат, зна- 
чит, и С квадрат, что и требовалось доказать, 


Ии— 
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Предложение! 23 


Если четыре числа будут в непрерывной пропорции, 
первое же из них куб, то и четвёртое будет кубом. 
Пусть будут четыре числа в не- 
прерывной пропорции А, В, С, ри “= 
пусть А будет кубом; я утверждаю, б=—— 
что и 10) есть куб (черт. 24). 
Действительно, поскольку для А, 
Г) существуют два средних пропор- 
циональных числа В, С, то значит, Черт. 24 
А, О будут подобными телесными о 
числами (предложение 21). Но А куб; значит, и О куб, что 
и требовалось доказать. 


| ни, 
д=—А——ы—— 


Предложение 24 


Если два числа между собой имеют отношение, как 
квадретное число к квадратному числу, первое же есть 
квадрат, то и второе будет 


и=—— квадратом. 
=—— Пусть два числа А, В ме- 
Ри жду собой будут иметь отно- 


шение, как квадратное число 
р=— С к квадратному числу О, А 
Черт. 55. же пусть будет квадратом; я 
утверждаю, что и В квадрат 

(черт. 25). 

Действительно, поскольку С, ДО квадраты, то значит, 
С, О будут подобными плоскостными «числами». Значит, 
между С, О попадает одно среднее пропорциональное число 
(предложение 18). И будет как Ск О, так и Ак В; и 
значит, между 4, В попадает одно среднее пропорциональ- 
ное число (предложение 8). И А есть квадрат; значит, и В 
есть квадрат (предложение 22), что и требовалось доказать. 


Предложение 25 


Если два числа между собой имеют отношение, как 
жубическое число к кубическому числу, первое же есть 
куб, то и второе будет кубом. 


6* 
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Пусть два числа АД, В между собой будут иметь отно- 
шение, как кубическое число С к кубическому числу О, 
А же пусть будет кубом; [вот| я утверждаю, что и В есть 
куб (черт. 26). 

Действительно, поскольку С, ОД — кубы, то С, О будут 
подобными телесными «числами»; значит, между С, О по- 

р падают два средних пропор- 
циональных числа (предло- 
жение 19). Сколько же 
=А между С, 0) в непрерывной 


=—=—=—=—=—=—— 


7 пропорции попадает чисел, 
столько же «<попадёт> и 


Е между имеющими с ними то 
Ь— же отношение (предложе- 
ние 8); так что и между А, 

Черт. 26. В попадут два средних про- 


порциональных числа. Пусть 
попадут Е, Г. Поскольку теперь четыре числа А, Е, Г, В 
будут в непрерывной пропорции, и А есть куб, то значит, 
и В куб (предложение 23), что и требовалось доказать. 


Предложение 26 


Подобные плоскостные числа между собой имеют 
отношение, как квадратное число к квадратному числу. 
Пусть будут подобные пло- 
скостные числа А, В; я утвер- Яя 
ждаю, что А к В имеет отно- р—__———_—_—_———о_о—о—о 
шение, как квадратное число к 
квадратному числу (черт. 27). 
Действительно, поскольку А, 
В — подобные плоскостные «чис- Ее 
ла>, то значит, между А, В по- 
падает одно среднее пропорцио- 
нальное число (предложение 18). Черт. 27. 
Пусть оно попадёт и будет С, 
и возьмём наименьшие из имеющих то же отношение с 
А, С, В числа О, Е, Г (предложение 2); значит, крайние 
из них 0), Г будут квадраты (предложение 2, следствие). 


——— 
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И поскольку будет, что как Ок К, таки Ак В, и О, 
[Г суть квадраты, то значит, А имеет к В отношение, как 


квадратное число к квадратному числу, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 27 


Подобные телесные числа между собой имеют отно- 
щение, как кубическое число к кубическому числу. 

Пусть будут подобные телесные числа А, В; я утвер- 
ждаю, что Ак В имеет отношение, как кубическое число 
к кубическому числу (черт. 28). 


А—— Ен 

—— — 

7—4 [== 

уииииеитсттиииеииинини уеиюй 
Черт. 28. 


Действительно, поскольку 4, В — подобные телесные 
«числа», то значит, между А, В попадают два средних 
пропорциональных числа (предложение 19). Пусть попадут 
С, О, и возьмём наименьшие из имеющих то же отноше- 
ние с А, С, ДР, В числа в равном с ними количестве ЕЁ, 
Т, Н, С (предложение 2); значит, крайние из Е, С будут 
кубы (предложение 2, следствие). И будет, что как Е к С, 
так и А кВ; и значит, А имеет к В отношение, как ку- 
бическое число к кубическому числу, что и требовалось 
доказать (8). 


—- 


КНИГА ДЕВЯТАЯ 
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Предложение 1 


Если два подобных плоскостных числа, умножая 
друг друга, производят что-то, то возникающее будет 
квадратом (1). 

Пусть будут два подобных плоскостных числа А, В, и 
пусть А, умножая В, произведёт С; я утверждаю, что С 
есть квадрат (черт. 1). 

Действительно, пусть А, умножая само себя, произведёт 
р. Значит, Д есть квадрат. Поскольку теперь А, умножая 

Ик само себя, произвело Г), умножая 
же В, произвело С, то значит, 
будет, что как А к В, таки) кС 
————— (Предложение 17 книги УП). И по- 
р скольку А, В суть подобные пло- 
_ скостные числа, то значит, между 
Черт. 1. А, В попадает одно среднее про- 
порциональное число (предложение 
18 книги УШ). Если же между двумя числами по непрерыв- 
ной пропорции *) попадают числа, то сколько попадает 
между ними, столько же «будет» и между «числами >, 
имеющими то же отношение (предложение 8 книги УШ); 
так что и между О, С попадает одно среднее пропорцио- 
нальное число. И Д есть квадрат; значит, и С квадрат (пред- 
ложение 22 книги У), что и требовалось доказать. 


——— 


*) Тот же самый термин хал& тд соуеуёс вуб)ооу, который встре- 
чался в предложении 8 и следующих предложениях книги УШ. 
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Предложение 2 


Если два числа, умножая друг друга, производят 
квадрат, то они суть подобные плоскостные числа. 

Пусть будут два числа А, В, и пусть А, умножая В, 
произведёт квадрат С; я утверждаю, что А, В суть подоб- 
ные плоскостные числа (черт. 2). 

Действительно, пусть А, умножая само себя, произведёт, 
О; значит, О есть квадрат. И поскольку А, умножая само 
себя, произвело О, умножая же В, 
произвело С, то значит, будет, 
что как Ак В, тк иОк С д-Ы—ЫЫ—ЫыЫыж 
(предложение 17 книги УП). И по- 
скольку 0) есть квадрат, а также 
и С «квадрат», то значит, О, С 
суть подобные плоскостные <чис- Черт. 2. 
ла». Значит, между ДО, С попа- 
дает одно среднее пропорциональное (предложение 18 кни- 
ги УШ). И как Ок С, так и Ак В; и значит, между А, 
В попадает одно среднее пропорциональное (предложение 8 
книги \У1Ш). Если же между двумя числами попадает одно 
среднее пропорциональное, то [эти] числа суть подобные 
плоскостные (предложение 20 книги У); значит, А, В суть 
подобные плоскостные,- что и требовалось доказать. 


ДЕ 


р-—ы—ы=——=—=— 
у=— 


Предложение 3 


Если кубическое число, умножая само себя, произ- 
водит что-то, то возникающее будет кубом. 

Пусть кубическое число А, ` 
умножая само себя, произведёт В; 
Ё=——————щ я утверждаю, что В есть куб 
р , (черт. 3). 

Действительно, возьмём «от» 
А сторону С, и пусть С, умножая 

Черт. 3. само себя, произведёт Д. Тогда, 
очевидно, будет, что С, умно- 

жая О, произвело А. И поскольку С, умножая само себя, 
произвело /[), то значит, С измеряет Д по «числу» 


7 иная 


= 
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своих единиц (определение 16 книги УП). Но также и 
единица измеряет С по «числу» его единиц; значит, бу- 
дет (определение 21 книги УП), что как единица к С, 
так и Ск). Затем, поскольку С, умножая Ш), произ- 
вело А, то значит, О измеряет 4 по <числу» единиц в С. Также 
и единица измеряет С по «числу» его единиц; значит, бу- 
дет, что как единица к С, так и Ок А. Но как единица 
к С, так и Ск Д; и значит, как единица к С, таки С 
к д, и ОДкА. Значит, между единицей и числом А попали 
по непрерывной (жат% т0 в0ууёб) два средних пропорцио- 
нальных числа С, О. Затем, поскольку А, умножая само 
себя, произвело В, то значит, А измеряет В по «числу» 
своих единиц; также и единица измеряет А по <числу» его 
единиц; значит, будет, что как единица к А, так и АкВБ. 
Между единицей же и А попали два средних пропорцио- 
нальных числа; значит, и между А, В попадут два средних 
пропорциональных числа (предложение 8 книги УШ). Если 
же между двумя числами*) попадают два средних пропорцио- 
нальных, первое же есть куб, то и второе будет кубом 
(предложение 23 книги УШ). И А есть куб; значит, и В 
есть куб, что и требовалось доказать. 


Предложение 4 


Если кубическое число, умножая кубическое число, 
производит что-то, то возникающее будет кубом. 
И Пусть кубическое число А, умно- 
жая кубическое число В, произведёт 


=——— С; я утверждаю, что С есть куб 
в =——— (черт. 4). 

7=—А Действительно, пусть А, умножая 

само себя, произведёт Д; значит, 0 

Черт. 4 будет кубом (предложение 3). И по- 


скольку А, умножая само себя, про- 
извело 0), умножая же В, произвело С, то значит, будет, 
что как Ак В, так и О к С (предложение 17 книги УП). 
И поскольку А, В— кубы, то А, В будут подобными те- 


*) Интересно, что единица таким образом признаётся числом. 
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лесными «числами». Значит, между А, В попадают два 
средних пропорциональных числа (предложение 19 книги УП); 
так что и между /), С попадут два средних пропорциональ- 
ных числа (предложение 8 книги УШ). И О есть куб, зна- 
чит, и С куб (предложение 23 книги УШ), что и требо- 
валось доказать (2). 


Предложение 5 


Если кубическое число, умножая некоторое число, 
производит куб, то и умноженное число будет кубом. 
Пусть кубическое число А, умножая некоторое число В, 
произведёт куб С; я утверждаю, что В есть куб (черт. 5), 
Действительно, пусть А, умно- 
жая само себя, произведёт Д; 
значит, О будет кубом (предло-  2=—_—_—— 
жение 3). И поскольку А, умно- =—=— 
жая само себя, произвело 2, умно- р, 
жая же В, произвело С, то значит, 
будет, что как Ак В, таки О Черт. 5. 
к С (предложение 17 книги УП). 
И поскольку О, С кубы, они подобные телесные. Значит, 
между 0), С попадают два средних пропорциональных числа 
(предложение 19 книги УШ). И будет, что как О к С, так 
и Ак В; и значит, между А, В попадают два средних 
пропорциональных числа (предложение. 8 книги УШ). И А 
есть куб; значит, и В будет кубом (предложение 23 кни- 
ги УПГ), что и требовалось доказать. 


Ё——ч 


Предложение 6 


Если число, умножая само себя, производит куб, то 
и`само будет кубом. 

Пусть число А, умножая само себя, произведёт куб В; 
я утверждаю, что и А есть куб (черт. 6). 

Действительно, пусть А, умножая В, произведёт С. По- 
скольку теперь А, умножая себя, произвело В, умножая же 
В, произвело С, то значит, С есть куб. И поскольку А, 
умножая само себя, произвело В, то значит, А измеряет В 
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по «числу» своих единиц. Также и единица измеряет 4 по 
«числу» его единиц. Значит, будет, что как единица к А, 
так и Ак В. И поскольку А, умножая В, произвело С, то 
значит, В измеряет С по «числу» единиц в А. Также и 
единица измеряет А по <числу» 
его единиц. Значит, будет, что как 
=—_—_ единица к А, так и В к С. Но 
р ‚ как единица к А, таки Ак В; 
и значит, как Ак В, так и В 
Черт. 6. к С. И поскольку В, С— кубы, 
они подобные телесные. Значит, 
для В, С существуют два средних пропорциональных числа 
(предложение 19 книги УШ). И будет, что как В к С, так 
и АкВ. И значит, для А; В существуют два средних 
пропорциональных числа (предложение 8 книги УШ). И В 
есть куб, значит, и А будет кубом, что и требовалось 
доказать, 


и—— 


Предложение 7 


Если составное число, умножая некоторое число, 
производит что-то, то возникающее будет телесным. 

Пусть составное число АД, умножая некоторое число В, 
произведёт С; я утверждаю, что С 
есть телесное (черт. 7). Динан 

Действительно, поскольку А 9—4 
составное, то оно будет измеряться 
некоторым числом. Пусть оно бу- 
дет измеряться «числом» ДО, и 7=— Е——— 
сколько раз О измеряет А, пусть 
столько единиц будет в Е. По- 
скольку теперь О измеряет 4 по 
«числу» единиц в Е, то значит, Е, умножая О, произвело 
А (определение 16 книги УП). И поскольку А, умножая В, 
произвело С, А же есть «произведение» из ОР, Б*), то 
значит, «произведение» из О, Е, умножая В, произвело С; 
значит, С будет телесным, стороны же его будут О, Б, 
В, что и требовалось доказать. 


-———ы—=——=—=—— 


Черт. 7.] 


*) В подлиннике просто 6 #х *&у О, Е — <то, что» из О, Е. 
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Предложение 8 


Если будет сколько угодно последовательно *) про- 
порциональных чисел от единицы, то третье от еди- 
ницы **) и [все] через одно ***) будут квадратами, чет- 
вёртое же и [все] через два «будут» кубами, седьмое же и 
[все] через пять одновременно квадратами ц кубами (3). 

Пусть будет сколько угодно последовательно пропор- 
циональных чисел от единицы А, В, С, РО, ЁБ, Г: я утверж- 
даю, что третье от единицы В и 
все через одно будут квадратами, Я 
четвёртое же Си все через два Вне 
«будут» кубами, седьмое же Ги р-—ыщ 
все через пять — одновременно 
квадратами и кубами (черт. 8). 

Действительно, поскольку бу- Ен 
дет, что как единица к А, таки 1-— дц 
Ак В, то значит, равное количе- 
ство раз измеряют единица — число 
Аи А— <число> В (определение 
21 книги УП). Единица же измеряет число А по <количеству» 
единиц в нём; и значит, Д измеряет В по <количеству» единиц 
в А. Значит, А, умножая само себя, произвело В; значит, В 
есть квадрат. И поскольку В, С, О последовательно про- 
порциональны, В же есть квадрат, то значит, и ОД будет 
квадратом (предложение 22 книги УШ). На том же вот ос- 
новании и / будет квадратом. Тогда подобным же образом 
докажем, что и все через одно будут квадратами. Вот я 
утверждаю, что и четвёртое от единицы`— С будет кубом, 
и все через два. Действительно, поскольку будет, что как 
единица к 4, так и Вк С; то значит, равное количество 
раз единица измеряет число А и В — <число» С. Единн- 
ца же измеряет число А по <количеству» единиц в А; и 
значит, В измеряет С по «количеству» единиц в А; зна- 
чит, А, умножая В, произвело С. Поскольку теперь А, 


1==—ы—ыы—ы—ы—ф 


Черт. 8. 


*) В подлиннике употреблён термин с. 
**) Мы бы сказали «второе от единицы»; греки же, ведя 
счёт от какого-нибудь объекта, всегда включают в счёт и его. 
***) В подлиннике ой гул ба) (хоутес — оставляющие одно между. 
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умножая само себя, произвело В, умножая же В, произвело 
С, то значит, С будет кубом. И поскольку С, О, Е, Г после- 
довательно пропорциональны, С же есть куб, то значит, и / 
будет кубом (предложение 23 книги УШ). Доказано же, что 
<оно» и квадрат; значит, седьмое от единицы будем кубом 
и квадратом. Подобным же вот образом докажем, что и 


все через пять будут кубами и квадратами, что и требова- 
лось доказать. 


Предложение 9 


Если будет сколько угодно последовательных чисел 
в непрерывной пропориии*) от единицы, число» же за 
единицей квадрат, то и все остальные будут квадратами. 
. И если «число> за единицей куб, 


ры то ци все остальные будут кубами. 

== Пусть будет сколько угодно по- 

р | следовательных *  пропорциональных 

р чисел от единицы А, В, С, О, Е, Г, 
——_ч 


«число» же за единицей А пусть 
РА будет квадратом; я утверждаю, что 
7 ‚И все остальные будут квадратами 

(черт. 9). 
Черт. 9. Теперь, то, что третье от едини- 
цы, <именно> В, и все через. одно 
будут квадратами, доказано (предложение 8); я утверждаю 

[вот], что и остальные все суть квадраты. Действительно, 

поскольку А, В, С последовательно пропорциональны, и А 
есть квадрат, то [значит| и С будет квадратом (предложе- 

ние 22 книги УШ). Затем, поскольку [и] В, С, О после- 
довательно пропорциональны, и В есть квадрат, то [значит] 

и О будет квадратом. Подобным же вот образом докажем, 
что И все остальные будут квадратами. 

Но вот пусть А будет кубом; я утверждаю, что и ос- 
тальные все будут кубами. 

Теперь, то, что четвёртое от единицы С и все через 
два будут кубами, доказано (предложение 8); я утверждаю 


*) В подлиннике — оба термина: бтодолобу 16 хата 10 вуеуё6 
арыдньот. 


> т 
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[вот], что и остальные все суть кубы. Действительно, по- 
скольку будет, что как единица к А, таки Ак В, то 
значит, одинаковое число раз единица измеряет Ди А— 
«число» В. Единица же измеряет А по «числу> единиц 
в нём; значит, и А измеряет В по <числу» своих единиц; 
значит, А, умножая само себя, произвело В. И А есть куб. 
Если же кубическое число, умножая само себя, производит 
что-то, то возникающее будет кубэм (предложение 3); зна- 
чит, и В будет к,бом. И поскольку четыре числа А, В, 
С, О последоватс: ььо пропорциональны, и А есть куб, то 
значит, и ОД будет кубом (предложение 23 книги УШ). На 
том же вот основании и Е будет кубом, и подобным об- 


разом все остальные будут кубами, что и требовалось до- 
казать (4). 


Предложение 10 


Если будет сколько угодно [последовательно] пропор- 
циокальных чисел от единицы, «число» же за единицей 
не квадрат, то и никакое другое не будет квадратом, 
кроме третьего от единицы и всех 
через одно. И если «число» за еди- ян 
ницей не куб, то и никакое другое В=—— 
не будет кубом, кроме четвёртого р ——— 
от единицы и всех через два. 

Пусть будет сколько угодно по- 
следовательно пропорциональных чЧи- Ен 
сел от единицы А, В, С, ШО, Е, Г, ужо 
«число» же за единицей А пусть не 
будет квадратом; я утверждаю, что Черт. 10. 

и никакое другое не будет квадратом, 
кроме третьего от единицы [и <всех> через одно] (черт. 10). 

Действительно, если возможно, пусть С будет квадратом. 
Также и В квадрат (предложение 8); значит, В, С имеют 
между собой отношение, как квадратное число к квадрат- 
ному числу. И как Вк С, таки Ак В; значит, А, В имеют 
между собой отношение, как квадратное число к квадрат- 
ному числу; так что А, В будут подобными плоскостными 
«числами» (предложение 26 книги УП). И В — квадрат; зна- 
чит, и А будет квадратом; этого же не предполагалось. 


ы———— 
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Значит, С не будет квадратом. Подобным же вот образом 
докажем, что и никакое другое не будет квадратом, кроме 
третьего от единицы и всех через одно. 

Но вот пусть А не будет кубом. Я утверждаю, что и 
никакое другое не будет кубом, кроме четвёртого от еди- 
ницы и <всех» через два. 

В самом деле, если возможно, пусть О будет кубом. 
Также и С куб, ибо оно четвёртое от единицы (предложе- 
ние `8). И как Ск д, таки Вк С; и значит, В имеет 
к С отношение, как куб к кубу. И С есть куб; значит, и 
В будет кубом (предложение 25 книги УШ). И поскольку 
как единица к А, таки Ак В, единица же измеряет А 
по «числу» его единиц, то значит, и А измеряет В по 
«числу» своих единиц; значит, А, умножая само себя, про- 
извело куб В. Если же число, умножая само себя, произ- 
водит куб, то и само будет кубом (предложение 6). Значит, 
и А будет кубом; этого же не предполагается. Значит, О 
не будет кубом. Подобным же вот образом докажем, что 
и никакое другое не будет кубом, кроме четвёртого от 
единицы и «всех» через два, что и требовалось доказать. 


Предложение 11 


Если от единицы сколько угодно чисел будут после- 
довательно пропорциональны, то меньшее измеряет боль- 
щее по «количеству единиц» в каколм- 


7 
либо из находящихся среди пропорцио- 
В=——— нальных чисел. 
ГА Пусть будет от единицы А сколько угод- 
у | но последовательно пропорциональных чи- 
сел В, С, О, Е; я утверждаю, что из В, 
Е С, Ш), Е наименьшее В измеряет Е по 
Черт. 11. «количеству единиц» в каком-либо из С, 


О (черт. 11). 
Действительно, поскольку будет, что как единица А 
к В, таки Дк Б, то значит, равное число раз единица А 
измеряет число В и ОД — <число> Е; значит, и перестанов- 
кой, равное число раз единица А измеряет О и В «<изме- 
ряет> Е (предложение 15 книги УП). Единица же А изме- 


> — 
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ряет Д по «числу» единиц в нём; значит, и В измеряет Е по 
«числу» единиц в ДО; значит, меньшее В измеряет большее 
Е по «количеству единиц» в каком-либо из находящихся 
среди пропорциональных чисел. 


Следствие 


И ясно, что какое место от единицы имеет измеряющее, 
то же самое <место» имеет и то, по ‹числу единиц» в ко- 
тором оно измеряет, <если считать» от измеряемого «назад» 
к предшествующему, что и требовалось доказать. 


Предложение 12 


Если будет от единицы сколько угодно последова- 
тельно пропорциональных чисел, то какими первыми чи- 
слами измеряется последнее «число», теми же самыми 
измерится и то, которое при единице. 


Й=— Ен 
= — 
— И— 
Ё——=—=—ы===—— 9ь— 

Черт. 12. 


Пусть будет от единицы сколько угодно пропорцио- 
нальных чисел А, В, С, 0; я утверждаю, что какими пер- 
выми числами измеряется О), теми же самыми измерится и 
А (черт. 12). 

Действительно, пусть О измеряется каким-нибудь пер- 
вым числом Е; я утверждаю, что Е измеряет А. Действи- 
. тельно, пусть не <измеряет»; и Е первое; всякое же пер- 
вое число будет первым со всяким, которого очо не 
измеряет (предложение 29 книги УП); значит, Е, А будут 
первыми между собой. И поскольку ЕЁ измеряет 0), то пусть 
оно измеряет его по <числу единиц» в /; значит, Е, умно- 
жая /, произвело 0. Затем, поскольку А измеряет ДР по 
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«числу» единиц в С (предложение 11, следствие), то зна- 
чит, А, умножая С, произвело О. Но также и Е, умножая 
Г, произвело 0); значит, «произведение» из А, С равно 
«произведению» из Е, Г. Значит, будет, что как Ак Б, 
так и Гк С (предложение 19 книги УП). Но А, Е первые, 
первые же и наименьшие (предложение 21 книги УП), наи- 
меньшие же равное число раз измеряют имеющие с ними 
то же самое отношение (предложение 20 книги УП), пре- 
дыдущее — предыдущее и последующее — последующее; 
значит, Е измеряет С. Пусть оно будет измерять его по 
«числу единиц в> Н; значит, Е, умножая Н, произвело С. 
Но также на основании предыдущего и А, умножая В, про- 
извело С (предложение 11, следствие). Значит, <произве- 
дение> из А, В равно <произведению> из Е, Н. Значит, 
будет, что как АкЁ, так и Нк В (предложение 19 кни- 
ги УП). Но А, Е первые, первые же и наименьшие (предложе- 
ние 21 книги УП), наименьшие же числа равное число раз из- 
меряют имеющие с ними то же самое отношение (предложение 
20 книги УП), предыдущее — предыдущее и последующее — 
последующее; значит, Е измеряет В. Пусть оно измеряет его 
по «числу единиц в> @; значит, Е, умножая @, произвело 
В. Но также и А, умножая само себя, произвело В (пред- 
ложение 8); значит, «произведение» из ЕЁ, С равно <квад- 
рату> на Д*). Значит, будет, что как ЕкА, таки Ака 
(предложейие 19 книги, УП). Но А, Е первые, первые же 
и наименьшие (предложение 21 книги УП), наименьшие же 
одинаковое число раз измеряют имеющие то же самое от- 
ношение, предыдущее — предыдущее и последующее — по- 
следующее (предложение 20 книги УП); значит, Ё измеряет 
А, как предыдущее — предыдущее. Но оно также и не из- 
меряет; это же невозможно. Значит, ЕЁ, А не будут пер- 
выми между собой. Значит, <они» составные. Составные же 
измеряются каким-нибудь [первым| числом (определение 15 
книги \1]). И поскольку Е предполагается первым, первое же 
не измеряется никаким другим числом, кроме как самим собой 
(определение 12 книги УП), то значит, Е измеряет А, Е; 


*) ты 4б 106 ДА --терминология, обычная в геометрических 
книгах, но встречающаяся первый раз в арифметической. 
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так что Е измеряет А. Измеряет оно также и ЛД); значит, Е 
измеряет А, 2*). Подобным же вот образом докажем, что 
какими первыми числами измеряется Г), теми же самыми 
будет измеряться и А, что и требовалось доказать. 


Предложение 13 


Если будет от единицы сколько угодно последовательно 
пропорциональных чисел, то же «число, что> за едини- 
цей, будет первое, то наибольшее «число» не будет из- 
меряться никаким [дру- 


гим], кроме находящих- я’ | ы | 
ся среди пропорциональ- 9=—— Ё———щ 
ных чисел. =—_о ин 
Пусть будет от едини- 
у уд д р, р. | 


цы сколько угодно после- 
довательно  пропорцио- Черт. 13. 
нальных чисел А, В, С, 
О, то же <число, что» за единицей — А пусть будет пер- 
вым; я утверждаю, что наибольшее из них ДО не будет 
‘измеряться никаким другим, кроме А, В, С (черт. 13). 
Действительно, если возможно, пусть оно будет изме- 
ряться Е, и пусгь Е не будет тождественным никакому из 
А, В, С. Тогда ясно, что Е первым не будет. Действи- 
тельно, если Е первое и измеряет Ш), то оно измерит и А, 
являющееся первым, не будучи с ним тождественно; это 
же невозможно (предложение 12). Значит, Е не будет пер- 
вым. Значит, оно составное. Всякое же составное число 
измеряется каким-нибудь первым числом (предложение 32 
книги УП); значит, Е измеряется каким-нибудь первым чи- 
слом. Вот я утверждаю, что оно не измерится никаким 
иным первым «числом», кроме А. Действительно, если Е 
будет измеряться другим «числом», Е же измеряет ДО, 
то значит, то «число» измерит и 0); так что оно измерит 
и 4, являющееся первым, не будучи с ним тождественно 


‚ *) Эту фразу, как не входящую в формулировку теоремы, 
Гейберг считает лишней и, может быть, неподлинной, не вставляя 
её, однако, в квадратные скобки. 


6 Евклид 
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(предложение 12); это же невозможно. Значит, А измеряет 2. 
И поскольку Е измеряет Д, пусть оно измеряет его по 
«числу единиц в> Г. Я утверждаю, что / не будет тож- 
дественно ни одному из А, В, С. Действительно, если / 
тождественно одному из А, В, С и измеряет ДР по «числу 
единиц в» Е, то значит, и одно из А, В, С измеряет О по 
«числу единиц в» Б. Но одно из АД, В, С измеряет Л) по «числу 
единиц в» каком-нибудь из А, В, С (предложение 11); и 
значит, Е будет тождественно с одним из 4, В, С; этого 
же не предполагается. Значит, Г не будет тождественно 
с одним из 4, В, С. Подобным же вот образом докажем, 
что / измеряется А, показавши опять, что / не будет пер- 
вым. Действительно, если <так» и оно измеряет Л), то из- 
мерит и 4, являющееся первым (предложение 12), не бу- 
дучи ему тождественно; это же невозможно; значит, Г не 
будет первым; значит, оно составное. Всякое же составное 
число измеряется каким-нибудь первым числом (предложе- 
ние 32 книги УП); значит, / измеряется каким-нибудь пер- 
вым числом. Вот я утверждаю, что оно не будет измеряться 
никаким другим первым «числом», кроме А. Действительно, 
если какое-нибудь другое первое <число» измеряет Г, а / 
измеряет ГД), то значит, то «число» измерит 0); так что оно 
измерит и А, являющееся первым, не будучи с ним тож- 
дественно (предложение 12); это же невозможно. Значит, А 
измеряет /. И поскольку Е измеряет Л) по «числу единиц 
в> /, то значит, Е, умножая [, произвело О. Но также и 
А, умножая С, произвело Д (предложение 11); значит, 
«произведение» из ДА, С равно «произведению» из Ё, Г. 
Значит, будет пропорция — как А к Б, так и Гк С (пред- 
ложение 19 книги УП). Но А измеряет Е; значит, и Г из- 
меряет С. Пусть оно его измеряет по «числу единиц в» НД. 
Тогда подобным же образом докажем, что Н не будет 
тождественно ни с одним из А, В и что оно измеряется А. 
И поскольку Г измеряет С по «числу единиц в> Н, то 
значит, /, умножая Н, произвело С. Но также и А, умно- 
жая В, произвело С (предложение 11); значит, <произве- 
дение>» из А, В равно <произведению» из /, Н. Значит, 
«будет» пропорция — как А к Г, <так и> Н к В (предло- 
жение 19 книги УП). Но А измеряет Г; значит, и Н изме- 
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ряет В. Пусть оно измеряет его по <числу единиц в» (О. 
Тогда подобным же образом докажем, что О не будет 
тождественным с А. И поскольку Н измеряет В по «числу 
единиц в» @, то значит, Н, умножая С, произвело В. Но 
также и А, умножая само себя, произвело В (предложе- 
ние 8); значит, «произведение» С, Н*) равно квадрату на 
А. Значит, будет как Ск А, <так и> АкН (предложение 19 
книги \УП). Но А измеряет НП; значит, и С измеряет А, 
являющееся первым, не будучи с ним тождественно, что не- 
лепо. Значит, наибольшее Г) не будет измеряться никаким 
другим числом, кроме А, В, С, что и требовалось доказать 


(5, 6, 7, 8). 
Предложение 14 


Если число будет наименьшим измеряемым <данными>» 
первыми числами, то оно не измерится никаким иным 
первым числом, кроме первоначально измерявших <его> (9). 


Пусть число А будет 
наименьшим измеряемым Инт == 


первыми числами В, С, 2); Ен Ч 
я утверждаю, что А не р 

нана | 
измерится никаким иным р 
первым числом, кроме В, Черт. 14. 


С, О (черт. 14). 

Действительно, если возможно, пусть оно измеряется 
первым «числом» Е, и пусть Е не будет тождественно ни 
с одним из В, С; О. И поскольку Е измеряет А, пусть 
оно измеряет его по «числу единиц в» /; значит, Е, умно- 
жая [, произвело А. И А измеряется первыми числами В, 
С, р. Если же два числа, умножая друг друга, произво- 
дят что-то, возникающее же из них измеряется некоторым 
первым числом, то <последнее» измерит и одно из перво- 
начальных (предложение 30 книги УП); значит, В, С, О 
измерят одно из Б, Г. Теперь Е они не измерят, ибо Е 
есть первое и ни одному из В, С, ) не тождественное. 


*) Опять геометрический термин: 0 5то ©, Н; в арифметических 
книгах до сих пор для обозначения произведения употреблялся 
термин 0 ёх тву 9, Н — что из Ц, Н (подразумевается: «получается>). 


6* 
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Значит, они измерят /, являющееся меньшим А; это же 
невозможно, ибо А предполагается наименьшим измеряемым 
В, С, О. Значит, А не будет измеряться <другим> первым 
числом, кроме В, С, О, что и требовалось доказать. 


Предложение 15 


Если три последовательно пропорциональных числа 
будут наименьшими из имеющих то же отношение 
с ними, то два какие-нибудь сложенные будут первыми 
с оставшимся. 

Пусть три последовательно пропорциональных числа, 
наименьшие из имеющих то же отношение с ними, будут 
А, В, С; я утверждаю, что из 


й—— 

А, В, С два какие-нибудь сло- 
5 7---—/ женные будут первыми, с остав- 
—— шимся, т. е. А «и» Вс С, 


Черт. 15. а В <и>› Сс Аи, наконец, А 
«и» Сс В (черт. 15). 

Действительно, возьмём наименьшие из имеющих то же 
отношение с А, В, С два числа ОЕ, ЕГ (предложение 2 
книги \1]). Ясно тогда, что ДЕ, умножая само себя, про- 
извело 4, умножая же ЕГ, произвело В, и ещё ЕТ, умно- 
жая само себя, произвело С. И поскольку ОЕ, ЕТ — нан- 
меньшие, они будут первыми между собой (предложение 22 
книги \УП). Если же два числа будут первыми между собой, 
то и вместе взятые они будут первыми с каждым «из перво- 
начальных» (предложение 28 книги УП); значит, и ДГ бу- 
дет первым с каждым из ОЕ, ЕГ. Но и ДЕ является пер- 
вым с ЕГ; значит, ОГ, ОЕ будут первыми с ЕГ. Если же 
два числа будут первыми с некоторым числом, то и возни- 
кающее из них будет первым с оставшимся (предложение 24 
книги \1П); так что «произведение» из /О, ОЕ будет пер- 
вым с ЕГ; так что и «произведение» из ГО, ДЕ будет 
первым с «квадратом» на ЕГ. [Действительно, если два 
числа будут первыми между собой, то и возникающее из 
одного из них будет первым с оставшимся| (предложение 25 
книги УП). Но ‹«произведение> из /), РЕ представляет 
«квадрат» на ОЕ вместе с <произведением» из ДЕ, Е! (пред- 
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ложение 3 книги П); значит, «квадрат» на ДЕ вместе 
с «произведением» из ОЕ, ЕГ будет первым с «квадратом» 
на Е[. И «квадрат» на ОЕ будет А, «произведение» же 
из РЕ, Е! есть В, «квадрат» же на Е/Г есть С; значит, 
А, В сложенные будут первыми с С. Подобным же вот 
образом докажем, что и В, С <сложенные» будут первыми 
с А. Вот я утверждаю, что и А, С «сложенные» будут 
первыми с В. Действительно, поскольку ОГ будет первым 
с каждым из ДЕ, ЕГ, тои «квадрат» на ОГ будет первым 
с <произведением» из ДЕ, ЕГ (предложение 25 книги УП). 
Но «квадрату» на ОГ равны «квадраты» на ОД, Е! вместе 
с дважды «взятым произведением» из ДЕ, ЕГ (предложе- 
ние 4 книги П); и значит, квадраты на ОЕ, Е! вместе 
с дважды «взятым произведением» РЕ, Е! *) [будут] пер- 
выми с «произведением» ДЕ, ЕГ. По отнятии **) «квадраты» 
на ДЕ, Е! вместе с один раз <взятым произведением» ОЕ, 
ЕТ будут первыми с «произведением» ОБ, ЕГ. Ещё по от- 
нятии «квадраты» на ДЕ, ЕТ будут, значит, первыми с <про- 
изведением» Е, ЕГ. И «квадрат» на ДЕ есть А, <произ- 
ведение» же ДЕ, Е! <есть» В, «квадрат» же на ЕГ <есть» 
С. Значит, А, С сложенные будут первыми с В, что и тре- 
бовалось доказать. 


Предложение 16 


Если два числа будут первыми между собой, то не 
будет, что как первое ко второму, так и второе к ка- 
кому-нибудь иному. 

Пусть два числа А, В будут первыми И 
между собой; я утверждаю, что не будет д——— 
как А к’В, так и В к какому-нибудь иному 
(черт. 16). 6 

Действительно, если возможно, то Черт. 16. , 
пусть будет, что как Ак В, таки В 
к С. Но А, В первые, первые же и наименьшие (предло- 
жение 21 книги УП), наименьшие же числа равное число 


*) око фу ОЕ, Е1 вместо обычного ёх. 

**) В тексте Мебуть хотя ни о какой производной пропор- 
ции нет и речи; просто отбрасывается делящееся на самого себя 
произведение ДЕ.Р/. 
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раз измеряют имеющие то же самое отношение (предложе- 
ние' 20 книги УП), предыдущее — предыдущее и последую- 
щее — последующее. Значит, А измеряет В, как преды- 
дущее — предыдущее. Измеряет оно также и само себя; 
значит, А измеряет А, В, являющиеся первыми между со- 
бой, это же нелепо. Значит, не будет, что как Ак В, 
так и Вк С, что и требовалось доказать. 


Предложение 17 


Если будет сколько угодно последовательно пропор- 
циональных чисел, крайние же из них будут первыми 
между собой, то не будет, что как первое ко второму, 
так и последнее к какому-нибудь иному. 

Пусть будет сколько угодно последовательно пропор- 
циональных чисел 4, В, С, О, крайние же из них А, О 


Ин——ч 

-=——— 

Ё— 

1-—ы=е—„— 

Е ШщБ—БШшШ——ддддддкдкдккдкдкд 
‚Черт. 17. 


пусть будут первыми между собой; я утверждаю, что не 
будет как А к В, так и Д к какому-нибудь иному (черт. 17), 

Действительно, если возможно, пусть будет, что как А 
к В, так и Ок ВБ; перестановкой, значит, получится 
(предложение 13 книги УП), что как Ак РД, таки ВкЕ. 
Но А, О первые, первые же и наименьшие (предложение 21 
книги УП), наименьшие же числа измеряют имеющие то 
же отношение равное число раз (предложение 20 книги УП) 
предыдущее — предыдущее и последующее — последующее. 
Значит, А измеряет В. И будет, что как Ак В, таки В 
к С. Значит, и В измеряет С (определение 21 книги УП): 
так что и А измеряет С. И поскольку будет, что как В 
к С, «так и>› Скр, В же измеряет С, значит, и С из- 
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меряет /) (определение 21 книги УП). Но А измеряло С; 
значит, Д измеряет и О. Измеряет оно также и само себя. 
Значит, А измеряет А, О, являющиеся первыми между со- 
бой; это же невозможно. Значит, не будет, что как АкВ, 
так и ОД к какому-нибудь иному, что и требовалось до- 
казать. 

Предложение 18 


Для двух данных чисел исследовать, можно ли по- 
дыскать к ним третье пропорциональное. 

Пусть будут данные два числа А, В, и пусть должно 
будет исследовать, можно ли подыскать к ним третье про- 
порциональное (черт. 18). 

Вот А, В будут или первыми между собой, или нет. 
И если они первые между собой, то доказано, что невоз- 
можно подыскать к ним третье про- 
порциональное (предложение 16). 

Но вот пусть не будут А, В 1—4 
первыми между собой и пусть В, г 
умножая само себя, произведёт С. 

Тогда А или. измеряет С, или не ——— 

измеряет. Пусть сначала оно его Черт. 18. 
измеряет по «числу единиц в» 0); 

значит, Д, умножая О произвело С. Но также и В, умно- 
жая само себя, произвело С; значит, «произведение» из А, 
О равно <квадрату> на В. Значит, будет, что как Ак В, 
так и Вк Л (предложение 19 книги УП); значит, к А, В 
подыскано третье пропорциональное число О. 

Но вот пусть А не измеряет С; я утверждаю, что к А, В 
невозможно подыскать третье пропорциональное чиело: 
В самом деле, если возможно, то пусть будет подыскано О. 
Значит, «произведение» из А, Ро равно <квадрату> на В 
(предложение 19 книги УП). «Квадрат» же на В есть С; 
значит, «произведение» из А, О равно С. Так что А, ум- 
ножая О, произвело С; значит, А измеряет С по <чиблу 
единиц в> Ш). Но оно также предполагается и не изме- 
ряющим; это же нелепо. Значит, невозможно к 4, В по- 
дыскать третье пропорциональное число, если А не изме- 
ряет С, что и требовалось доказать, | 


И- 
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Предложение 19 


Для трёх данных чисел исследовать, когда возможно 
подыскать к ним четвёртое пропорциональное. 

Пусть будут данные три числа А, В, С, и пусть должно 
будет исследовать, когда возможно подыскать к ним чет- 
вёртое пропорциональное (черт. 19). 

Теперь они или не будут последовательно пропорцио- 
нальными и их крайние будут первыми между собой, или 
будут последовательно пропорциональными и их крайние не 
будут первыми между собой, или ни они не будут после- 
довательно пропорциональными, ни их крайние не будут 
первыми между собой, или и они будут последовательно 

пропорциональными и их крайние будут 
Я | первыми между собой. 
—— Если теперь А, В, С будут последо- 
б-——— вательно пропорциональными и их край- 
ние 4, С будут первыми между собой, 
то доказано, что невозможно к ним 
ЕР  ПоДыскать четвёртое пропорциональное 
Черт. 19. число (предложение 17). Тогда пусть 
не будут А, В, С последовательно 
пропорциональными при крайних, опять являющихся пер- 
выми между собой. Я утверждаю, что и так невозможно 
подыскать к ним четвёртое пропорциональное. В самом деле, 
если возможно, пусть будет подыскано 0), так чтобы было 
как Ак В, таки Ск Ш, и пусть будет сделано, что как В 
к С, <так и> Ок Е. И поскольку будет, что как А к В, 
«так и> С кр, как же Вк С, <так и» Ок Ё, то значит, «по 
равенству» (предложение 14 книги УП), как Ак С, <так и» С 
к Е. Но А, С — первые, первые же и наименьшие (предло- 
жение 21 книги УП), наименьшие же измеряют имеющие то 
же самое отношение, предыдущее — предыдущее и после- 
дующее — последующее (предложение 20 книги УП). Зна- 
чит, А измеряет С, как предыдущее «измеряет» преды- 
дущее. Измеряет оно также и само себя, значит, А измеряет 
А, С, являющиеся первыми между собой; это же невоз- 
можно. Значит, к А, В, С невозможно подыскать четвёртое 
пропорциональное, 


рнм———— 
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Но вот пусть опять будут А, В, С последовательно 
пропорциональными, А, С же пусть не будут первыми между 
собой. Я утверждаю, что возможно подыскать к ним чет- 
вёртое пропорциональное. Действительно, пусть ВБ, умно- 
жая С, произведёт 0); значит, А или измеряет О, или не 
измеряет. Пусть сперва оно его измеряет по «числу еди- 
ниц в> Е; значит, А, умножая Е, произвело О. Но вместе 
с тем и В, умножая С, произвело 0); значит, <произведе- 
ние> из д, Е равно «произведению» из В, С. Значит, [бу- 
дет| пропорция — как Ак В, <так и> Ск Е (предложение 19 
книги \1П); значит, к А, В, С подыскано четвёртое про- 
порциональное ЕР. 

Но вот пусть А не будет измерять О; я утверждаю, 
что невозможно к А, В, С подыскать четвёртое пропорцио- 
нальное. В самом деле, если возможно, пусть будет поды- 
скано Е; значит, «произведение» из 4, Е равно ‹<произ- 
ведению» из „3, С (предложение 19 книги УП). Но 
«произведение» из В, С есть ШО; и значит, <произведение» 
из 4, Е равно будет О. Значит, А, умножая Е, произвело 
О; значит, А измеряет 2) по «числу единиц в» Б, так что 
А измеряет Д. Но оно и не измеряет, что нелепо. Значит, 
невозможно подыскать к А, В, С четвёртое пропорциональ- 
ное, когда А не измеряет 2). 

Но вот пусть не будут ни А, В, С последовательно 
пропорциональными, ни крайние первыми между собой. 
И пусть В, умножая С, произведёт О. Подобным же вот 
образом докажется, что если А измеряет /[), то возможно 
подыскать к ним «четвёртое» пропорциональное, если же 
не измеряет, то невозможно, что и требовалось доказать. 


Предложение 20 


Первых чисел существует больще всякого предложен- 
ного количества первых чисел. 

Пусть предложенные первые числа будут А, В, С; я 
утверждаю, что первых чисел существует больше, чем А, 
В, С (черт. 20). 

” Действительно, возьмём наименьшее «число», измеряе- 
мое 4, В, С (предложение 36 книги УП), и пусть оно 
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будет ДЕ, и приложим к ОЕ единицу ОГ. Вот Е] или бу- 
дет первым, или нет. Пусть сперва оно будет первым; 
значит, найдено первых чисел 4, В, С, Е! больше, чем 
А, В, С. 

Но вот пусть Е/ не будет первым; значит, оно изме- 
ряется некоторым первым числом (предложение 31 книги УП). 
Пусть оно будет измеряться первым <числом» Н; я утвер- 
ждаю, что Н не будет тождественным ни с одним из А, 


—и 


а ИИ, 


Черт. 20. 


В, С. В самом деле, если возможно, пусть будет. Но А, 
В, С измеряют ДА; значит, и Н измерит ОЕ. Оно же 
измеряет и Е/; и остающуюся единицу О/ измерит РН, бу- 
дучи числом; это же нелепо. Значит, Н не будет тожде- 
ственным ни с одним из А, В, С. И оно предполагается 
первым; значит, найдено первых чисел больше предложен- 
ного количества 4, В, С, <а именно», А, В, С, Н, что и 
требовалось доказать (10, 11, 12, 13, 14). 


Предложение 21 


Если складывается сколько угодно чётных чисел, то 
целое будет чётным (15). | 

Пусть складывается сколько угодно чётных чисел АВ, 
ВС, СР, ОЕ; я утверждаю, что целое АЕ будет чётным 
(черт. 21). 


А В [Й р Е 
Черт. 21. 


Действительно, поскольку каждое из АВ, ВС; СО, ОЕ 
является чётным, то оно имеет половинную часть (опреде- 
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ление 6 книги УП); так что и целое имеет половинную 
часть. Чётным же числом является делящееся пополам (оп- 
ределение 6 книги УП); значит, АЕ будет чётным, что и 
требовалось доказать. 


Предложение 22 


Если складывается сколько угодно нечётных чисел, 
жоличество же их будет чётным, то целое будет чётным. 
Пусть складывается сколько 


угодно нечётных чисел в чётном ^_ А 2 Е 
количестве АВ, ВС, СО, ОЕ; я 
утверждаю, что целое АЕ будет Черт. 22. 


чётным (черт. 22). 

Действительно, поскольку каждое из АВ, ВС, СО, ОЕ 
является нечётным, то после отнятия от каждого единицы 
каждый из остатков будет чётным (определение 7 книги УП): 
так что и составленное из них будет чётным (предложе- 
ние 21). Также и количество единиц будет чётным. Значит, 
и целое АЁ будет чётным, что и требовалось доказать (16). 


Предложение 23 


Если складывается` сколько угодно нечётных чисел, 
количество же их будет нечётным, то и целое будет 


нечётны.м. 
и 9 { ЕД 


Черт. 23. 


Пусть складывается сколько угодно нечётных чисел, 
количество которых будет нечётным, <а именно», АВ, ВС, 
СР; я утверждаю, что и целое АД будет нечётным (черт. 23). 

Отнимем от СО единицу ОЕ; значит, остаток СЁ бу- 
дет чётным (определение 7 книги УП). Также и СА чётное 
(предложение 22); значит, и целое ДЕ будет чётным. И есть 
единица ДЕ. Значит, АД будет нечётным (определение 7 
книги УП), что и требовалось доказать, 
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Предложение 24 


Если от чётного числа отнимается чётное, то оста- 
ток будет чётным. 

Пусть от чётного АВ отнимается чётное ВС; я утверж- 
даю, что остаток СА будет чётным (черт. 24). 


Я [АИ 
——_ 
Черт. 24. 


Действительно, поскольку АВ есть чётное, то оно имеет 
половинную часть. На том же вот основании и ВС имеет 
половинную часть (определение 6 книги УП); значит, и 
остаток [СА имеет половинную часть; значит| чётным бу- 
дет АС, что и требовалось доказать. 


Предложение 25 


Если от чётного числа отнимается нечётное, то 
остаток будет нечётным. , 

Пусть от чётного АВ отнимается нечётное ВС; я утвер- 
ждаю, что остаток СА будет нечётным (черт. 25). 


И (ИЕ й 
Черт. 25. 


Действительно, отнимем от ВС единицу СБ; значит, 
ОВ будет чётным (определение 7 книги УП). Также и АВ 
чётное; значит, и остаток АД будет чётным (предложе- 
ние 24). И есть единица СО; значит, СА будет нечётным 
(определение 7 книги УП), что и требовалось доказать. 


Предложение 26 


Если от нечётного числа отнимается нечётное, то 
остаток будет чётным. 

Пусть от нечётного АВ отнимается нечётное ВС; я ут- 
верждаю, что остаток СА будет чётным (черт. 26). 
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Действительно, поскольку АВ является нечётным, то 
отнимем единицу ВО; значит, остаток АД будет’ чётным. 


И [А р 9 
————— 
Черт. 26. 


Тогда на том же основании и СО будет чётным (опреде- 
ление 7 книги \УП); так что и остаток СА будет чётным 
(предложение 24), что и требовалось доказать. 


Предложение 27 


Если от нечётного числа отнимается чётное, то 
остаток будет нечётным. 

Пусть от нечётного АВ отнимается чётное ВС; я ут- 
верждаю, что остаток СА будет не- 


чётным (черт. 27). ИЛ г В’. 
[Действительно], отнимем едини- — 
цу АО; значит, ОВ будет чётным Черт. 27. 


(определение 7 книги УП). Также и 
ВС чётное; значит, и остаток СО будет чётным (предложе- 
ние 24). Значит, СА будет нечётным (определение 7 кни- 
ги УП), что и требовалось доказать. 


Предложение 28 


Если нечётное число, умножая чётное, производит 
что-то, то возникающее будет чётным. 
Пусть `нечётное число Д, умножая чётное В, произ- 
ведёт С; я утверждаю, что С будет чётным (черт. 28). 
Действительно, поскольку АД, умножая В, 
произвело С, то значит, С складывается из 
9=——— стольких «чисел», равных В, сколько будет 
(-——чв АД единиц (определение 16 книги УП). 
Черт. 28. И В чётное; значит, С складывается из чёт- 
ных. Если же складывается сколько угодно 
чётных чисел, то целое будет чётным (предложение 21). 
Значит, С будет чётным, что и требовалось доказать. 


ий-—— 
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Предложение 29 


Если нечётное число, умножая нечётное число, про- 
изводит что-то, то возникающее будет нечётным. 
Пусть нечётное число А, умножая не- 


А! чётное В, произведёт С; я утверждаю, 
в=——— что С будет нечётным (черт. 29). 

=А— Действительно, поскольку А, умно- 

жая В, произвело С, то значит, С склады- 

Черт. 29. вается из стольких «чисел», равных В, 


сколько будет в А единиц (определение 
16 книги УП). И каждое из А, В нечётно; значит, С скла- 
дывается из нечётных чисел, количество которых нечётно. 
Так что С будет нечётным (предложение 23), что и требо- 
валось доказать. 


Предложение 30 


Если нечётное число измеряет чётное число, то оно 
будет измерять и его половину. 

Пусть нечётное число А измеряет чётное В; я утвер- 
ждаю, что оно будет измерять и его половину йо 
(черт. 30). 

Действительно, поскольку А измеряет В, то | 
пусть оно измеряет его по «числу единиц в» | 
С; я утверждаю, что С не будет нечётным. 
В самом деле, если возможно, пусть будет. И по- 
скольку А измеряет В по «числу единиц в» С, 
то значит, ДА, умножая С, произвело В. Значит, 
В складывается из нечётных чисел, количество 
которых нечётно. Значит, В будет нечётным 
(предложение 23); это же нелепо, ибо оно предполагается 
чётным. .Значит, С не будет нечётным; значит, чётным 
будет С. Так что А измеряет В чётное число раз. Тогда 
на основании этого *) оно измерит и его половину, что и 
требовалось доказать. 


Черт. 30. 


*) Так как половина будет измеряться в соответствии с чи- 
слом, равным половине того, которым измеряется целое (Гейберг). 
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Предложение 31 


Если нечётное число по отношению к некоторому 
числу будет первым, то оно будет первым и по отно- 
шению к его удвоенному. 

Пусть нечётное число А по отношению к некоторому 
числу В будет первым, пусть же удвоенное В будет С; 
я утверждаю, что А [и| по отноше- 


иию к С будет первым (черт. 31). й | 
Действительно, если не будут [А, н-=—— 

С] первые, то их измерит некото- ООО 

ое число. Шусть оно измеряет и 

р у р += 


будет О. И А нечётное; значит, и 
О — нечётное. И поскольку /), будучи Черт. 31 
нечётным, измеряет С, и С является 

чётным, то значит, [2] измерит и половину С. Половина 
же С есть В; значит, О измеряет В. Измеряет оно также 
и АД. Значит, О измеряет А, В, являющиеся первыми ме- 
жду собой; это же невозможно. Значит, не будет А по 
отношению к С не первым. Значит, А, С будут первыми 
между собой, что и требовалось доказать. 


Предложение 32 


Из-чисел, получаемых удвоением от двойки, каждое 
будет только чётно-чётным. 

Пусть от двойки А будет получено удвоением сколько 
угодно чисел В, С, О; я утверждаю, что В, С, О будут 
только чётно-чётными (черт. 32). 

Теперь, что каждое [из В, С, О] будет чётно-чётным, 
очевидно, ибо оно получено удвоением 


7 нь 

от двойки (определение 8 книги УП). 
8 | Я утверждаю, что и только. Действи- 
=—— тельно, отложим единицу. 


=—АА—/_А/_— Поскольку теперь от единицы 
будет сколь угодно последовательно 


Черт. 32. пропорциональных чисел, и то, «что» 

за единицей, ‹<т. е.» 4, первое, 

то наибольшее из ДА, В, С, О, <имённо» ДО, не измерится ни- 
каким другим, кроме А, В, С (предложение 13). И каждое 
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из А, В, С есть чётное; значит, О будет только чётно-чётным 
(определение 8 книги УП). Подобным же вот образом дока- 
жем, что [и] каждое из В, С будет только чётно-чётным, 
что и ‘требовалось доказать. 


Предложение 33 


Если число имеет нечётную половину, то оно будет 
только чётно-нечётным. 
Пусть число А имеет нечётную половину; я утверждаю, 
что А будет только чётно-нечётным (черт. 33). 
Теперь, что оно будет чётно-нечётным, очевидно; ибо 
его половина, будучи нечётным, измеряет его 
—_ 4 чётное число раз (определение 9 книги УП). 
Вот я утверждаю, что и только. Действительно, 
Черт. 33. если А будет и чётно-чётным, то оно измерится 
чётным по «числу единиц в> чётном числе 
(определение 8 книги УП), так что и половина его изме- 
рится чётным числом, будучи нечётной; это же нелепо. 
Значит, А будет только чётно-нечётным, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 34 


Если число не будет из получаемых удвоением от 
двойки и не имеет нечётную половину, то оно будет и 
чётно-чётным и чётно-нечётным. 

Пусть число А не будет из получаемых удвоением от 
двойки и пусть оно не имеет нечётную половину; я ут- 
верждаю, что ДА будет и чётно-чётным и чёт- 
но-нечётным (черт. 34). 

Теперь, что А будет чётно-чётным, очевид- 


но, ибо оно не имеет нечётной половины Я 
(определение 8 книги УП). Вог я утверждаю, 
что оно будет и чётно-нечётным. Действитель- 

Черт. 34. 


но, если А разделим пополам и половину его 
пополам, и будем делать это всё время, то 
дойдём до некоторого нечётного числа, которое будет из- 
мерять А по «числу единиц в> чётном числе. Действи- 
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тельно, если нет, то дойдём до двойки, и будет А из по- 
лучаемых удвоением от двойки; этого же не предполагает- 
ся. Доказано же, что оно и чётно-чётное. Значит, А бу- 
дет и чётно-чётным и чётно-нечётным, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 35 


Если будет сколько угодно последовательно пропор- 
циональных чисел и от второго и последнего будут от- 
няты «числа», равные первому, то будет, что как ос- 
таток второго к. перво- 


му, таю и остаток по-. Г. й И. 

следнего ко всем ему 

предшествующим —<вме- ь—4А4Ао 

сте». Е [ Кб 
Пусть будет сколько | —__ 

угодно последовательно Черт. 35. 


пропорциональныхчисел АД, 

ВС, р, ЕТ, начиная от наименьшего А, и пусть от ВС и 
ЕТ будут отняты равные А каждое из ВН, ГЦ; я утвер- 
ждаю, что будет как НС к А, таки ЕС к А, ВС, О 
«вместе» (черт. 35). 

Действительно, отложим /К, равное ВС, и /[Г, равное 
р. И поскольку ГК равно ВС, и в них ГО равно ВН, то 
значит, остаток СА’равен остатку НС. И поскольку будет, 
что как ЕГ к ШО, так и Ок ВС, и ВС к А (пред- 
ложение 13 книги УП), О же равно /[, ВС же— К, А 
же — /С, то значит, будет, что как ЕГ к 1, так и Мк 
ГК и ГК к ГО. «Выделяя» (предложения 11 и 13 книги УП), 
как ЕГ к’ (1, так и [Кк {Ки КС к ГО. Значит, и как 
один из предыдущих к одному из последующих, таки все 
<вместе> предыдущие ко всем ‹<вместе> последующим 
(предложение 12 книги УП); значит, будет, что как КЩС 
к ГА, так и ВЁ, ГК, Ка к [, ГК, ОТ. Но КС равно СН, 
1 же А, а [1, ГК, СТ равны» ДО, ВС, А; значит, будет, 
что как СН к А, так и ЕС к О, ВС, А. Значит, будет, 
что как остаток второго к первому, так и остаток по- 
следнего ко всем ему предшествующим, что и требова- 
слось доказать. 


7 Евклид 
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Предложение 36 


Если от единицы откладывается сколько угодно по- 
следовательно «пропорциональных» чисел в двойном отно- 
шении, д0 тех пор, пока вся <их> совокупность сложен- 
ная не сделается первым «числом» и вся совокупность, 
умноженная на последнее «число», произведёт что-то, 
то возникающее «число» будет совершенным. 


и В [А И 
о -— — 
ОИ 
1 М К 
ит 
ООН ООО 
И 
ар | 
/ Х 
———д—---- 
А 
Черт. 36. 


Пусть от единицы будут отложены сколько угодно чи- 
сел в двойном отношении до тех пор, пока вся их сово- 
купность сложенная не сделалась первым <числом, а именно», 
А, В, С, О, и пусть Е. равно будет <этой> совокупности, 
и Е, умноженное на О, произведёт Г/Н. Я утверждаю, что 
ГН будет совершенным «числом» (черт. 36). 

Действительно, каково будет количество А, В, С, О, 
столько же возьмём от Е в двойном отношении <чисел» 
‚Б, СК, Г, М. Значит, «по равенству» (предложение 14 
книги УП) будет, что как А к Д, так и Ек ИМ. Значит, 
«произведение» из Е, О) равно будет <произведению» из 
А, М (предложение 19 книги УП). И «произведение» из 
Е, О) есть /Н; и значит, «произведение» из А, М будет /Н. 
Значит, А, умножая М, произвело /Ё; значит, М измеряет 
1Н по «числу» единиц в А. И А есть двойка; значит, /Н 
будет вдвое больше М. Также и М, Е, СК, Е будут после- 
‚довательно вдвое больше друг друга; значит, Е, СК, Г, М, [Н 
последовательно пропорциональны в двойном отношении. То- 
гда отнимем от второго СК и от последнего /Н ‹соответст- 
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венно» каждое из СМ, /Х, равных первому Е; значит, будет, 
что как остаток второго числа к первому, так и остаток 
последнего ко всем ему предшествующим (предложение 35). 
Значит, будет, что как МК к Е, таки ХНк М, Е, КС, Е 
«вместе». И МК равно Е; значит, и ХН равно М, Ё, СК, Е 
<вместе». Также и /Х равно Е, Е же ‹равно> А, В, С, Р 
и единице. Значит, всё /Н равно Е, СК, Г, М и А, В, 
С, Ди единице; и оно измеряется ими. Я утверждаю, что 
и /Н не измерится никаким иным «числом», кроме А, В, С, 
р, Е, СК, Г, М и единицы. В самом деле, если возможно, 
пусть какое-то О измеряет /Н и пусть О не будет тождест- 
венно ни с одним из Д, В, С, О, ЕЁ, СК, Г, М. И сколько 
раз О измеряет /Н, пусть столько единиц будет в Р; зна- 
чит, Р, умножая О, произвело /Н. Но вместе с тем и Ё, 
умножая О, произвело /Н; значит, будет (предложение 19 
книги \!), что как Е кР, ‹так и» Ок О. И поскольку 
от единицы будут последовательно пропорциональные <числа>» 
А, В, С, О, то значит, ДО не измерится никаким иным чис- 
лом, кроме А, В, С (предложение 13). И предполагается, 
что О не тождественно ни с одним из А, В, С; значит, О не 
измерит Ш. Но как Ок р, <так и» Е к Р; значит, и Е 
не измеряет Р (определение 21 книги УП). И Е — первое; 
всякое же первое число [будет] первым по отношению ко 
всякому, кого оно не измеряет (предложение 29 книги УП). 
Значит, Е, Р будут первыми между собой. Первые же и 
наименьшие (предложение 21 книги УП), наименьшие же 
равное число раз измеряют имеющие с ними то же отноше- 
ние (предложение 20 книги УП), предыдущее — предыдущее 
и последующее — последующее; и как Е к Р, <так и> 
Окр); значит, равное число раз Е измеряет О и Р <«изме- 
ряет> 2. Но Д не измеряется никаким иным, кроме А, В, С, 
значит, Р будет тождественно одному из 4, В, С. Пусть 
- оно тождественно В. И каково будет количество В, С, О, 
«начиная» от ЕЁ, возьмём столько же «чисел» — Е, СК, Ё. 
ИБ, СК, Ё с В, С, О будут в том же самом отношении; 
значит, «по равенству» будет (предложение 14 книги УП), 
что как Вк ДО, <так и» Ек Е. Значит, «произведение» из 
В, Г равно «произведению» из ШО, Е (предложение 19 
книги УП); но «произведение» из О, Е равно <произведению> 


7ж* 
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из Р, О; и значит, «произведение» из Р, О равно <произ- 
ведению» из В, Г. Значит, будет, что как Р к В, <так и» 
Г к О (предложение 19 книги УП). И Р! тождественно с В; 
значит, и Ё будет тождественно с О; это же невозможно; 
ибо О предполагается не тождественным ни одному из от- 
ложенных «чисел». Значит, [Н не измерится никаким 
числом, кроме А, В, С, РО, Е, СК, Г, М и единицы. 
И доказано, что Г/Н равно А, В, С, ДР, Е, ОК, Г, Ми 
единице. Совершенным же числом будет то, которое равно 
своим частям (определение 23 каиги УП); значит, /Н будет 
совершенным, что и требовалось доказать (17, 18, 19). 


—- 


КНИГА ДЕСЯТАЯ 
еГегегегегегатга ге ге те гегетегегегегетегегоге: 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ (1) 


1. Соизмеримыми (2) величинами называются измеряемые 
одной и ТОЙ же мерой, несоизмеримыими же — для которых 
никакая общая мера не может быть образована. 

2. Прямые являются соизмеримыми в степени, если 
квадраты на них измеряются одной и той же площадью, 
несоизмеримыми же, если для квадратов на них не может 
быть образована никакая площадь как общая мера. 

3. При этих предположениях доказывается, что для за- 
данной прямой существует бесконечное количество прямых 
как соизмеримых, так и несоизмеримых, <‹причём> некото- 
рые <соизмеримы или несоизмеримы> только линейно, дру- 
гие - же и в степени. Назовём теперь заданную прямую 
рациональной, а соизмёримые с ней, как и линейно и в 
степени, так и только в степени, будем называть ра- 
циональными, несоизмеримые же с ней — иррациональ- 
ными (3). 

4. И назовём квадрат на заданной прямой рациональ- 
ным, и «<все площади», с ним соизмеримые, рацио- 
нальными, несоизмеримые же с ним — иррациональны- 
ми, и <линии», их квадрирующие *), — иррациональными, 
‹причём»> если <эти площади» являются квадратами, то — 
самые стороны, если же какими-нибудь иными прямолиней- 
ными фигурами, то — <линии, на которых» строятся равные 
им квадраты (4). 


*) а Обублеуаи абта — мы сказали бы просто — квадратные корни 
Из этих площадей, 
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Предложение 1 


Для двух заданных неравных величин, если от боль- 
шей отнимается больше половины и от остатка больше 
половины, и это делается постоянно, то останется неко- 
торая величина, которая будет меньше заданной менг- 
щей величины. 

Пусть будут две неравные величины АВ, С, из которых 
большая АВ; я утверждаю, что если от АВ отнимается 
больше половины и от остатка больше половины, и это 
делается постоянно, то останется некоторая величина, кото- 
рая будет меньше величины С (черт. 1). 


К [2Д ТА 
/ И 

а и нии 
Черт. 1. 


Действительно, С, взятая «достаточное число раз» крат- 
ной, станет когда-нибудь больше АВ (определение 4 кни- 
ги У). Будем брать её кратной, и пусть ДЕ будет кратной С 
и большей АВ, и разделим ОЕ на равные С «части» ДГ, 
ТН, НЕ, и отнимем от АВ ббльшую половины «часть» ВО, 
от АС же — ббльшую половины <часть> СК, и будем делать 
это постоянно, пока деления в АВ не сделаются равными 
по количеству делениям в ДЕ. 

Пусть теперь деления 'АК, Ка, В будут равными по 
количеству «делениям» 0/, Г[Н, НЕ; и поскольку ОЕ 
больше АВ, и от ДЕ отнимается меньшая половины «часть» 
ЕН, от АВ же большая половины «часть» ВО, то значит, 
остаток НО будет больше остатка ЦА. И поскольку НО 
больше СА, и отнимаются от НО половина НГ, от СА же 
большая половины «часть» СК, то значит, остаток О/ будет 
больше остатка АК. Но ДГ равно С; и значит, С больше АК. 
Значит, АК меньше С. 

Итак, от величины АВ остаётся величина АК, являю- 
щаяся меньшей заданной меньшей величины С, что и тре- 
бовалось доказать. 

Подобным же образом докажется и если бы отнимаемые 
были половинами (5, 6, 7, 8), 
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Предложение 2 


Если для двух [`аданных] неравных величин при по- 
стоянном попеременном*) вычитании меньшей из большей 
остающееся никогда не будет измерять своего предщест- 
вующего, то величины будут несоизмеримыми. 

Пусть для двух, являющихся неравными, величин АВ, 
Ср, <из которых> меньшая АВ, при постоянном попере- 
менном вычитании меньшей из большей остаток никогда не 
измерит своего предшествукщего; я утверждаю, что ве- 
личины АВ, СО будут несоизмеримыми (черт. 2). 


Ё и 
———=— 


Черт. 2. 


Действительно, если они соизмеримы, то некоторая ве- 
личина их измерит. Пусть, если возможно, она измеряет 
и будет Е; и пусть АВ, измеряя ГО, оставит мень- 
шую себя <часть» СГ, СГ же, измеряя ВН, оставит меньшую 
себя <часть> АН, и пусть это происходит постоянно, пока 
не останется некоторая величина, которая будет меньше 2. 
Пусть это случится и пусть останется АН, меньшая Е. 
Поскольку теперь Е измеряет АВ, но АВ измеряет ОГ, то 
значит, и Е измерит ГО. Она же измеряет и всю СР; 
значит, она измерит и остаток СГ. Но СГ измеряет ВН; 
значит, и Е измеряет ВН. Она же измеряет и всю АВ; 
значит, измерит и остаток АН, большая — меньшую; это 
же невозможно. Значит, никакая величина не измерит вели- 
чин АВ, СО; значит, величины АВ, СР будут несоизмери- 
мыми (определение 1). 

Итак, если для двух неравных величин и т. д. (9). 


*) В тексте ду фэиоооьЕуоо — тот же самый термин, что и в пред- 
ложении 1 книги УП. Так как ду значит «против, напротив», то 
операцию дуффх(реск следует мыслить как попеременное вычита- 
ние второй величины из первой, затем остатка первой из второй, 
остатка второй из остатка первой, причем мыслятся два ряда ве- 
личин, в заглавии которых стоят обе заданные первоначально 
величины, а под каждой из них соответственно полученные вычи- 
танием их остатки. 
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Предложение 3 


Для двух данных соизмеримых величин найти их 
наибольшую общую меру. 

Пусть данные две соизмеримые величины будут АВ, СО, 
из которых меньшая АВ; вот требуется для АВ, СО найти 
наибольшую общую меру (черт. 3). 

Величина АВ или измеряет СДО, или нет. Если теперь 
она измеряет, измеряет также и самоё себя, то значит, АВ 


Черт. 3. 


будет общей мерой АВ, СШ; и ясно, что и наиболь- 
шей. Ибо ‹величина>, большая величины АВ, не будет 
измерять АВ. 

Тогда пусть АВ не измеряет СД. И при постоянном по- 
переменном вычитании меньшего из большего, остаток когда- 
нибудь измерит предшествующий ему, вследствие того, 
что АВ, СО не являются несоизмеримыми (предложение 2); 
и пусть АВ, измеряя ЕД, оставит меньшую себя ЕС; ЕС 
же, измеряя /В, пусть оставит меньшую себя АГ; АГ же 
пусть будет измерять СЕ. | 

Поскольку теперь А/ измеряет СЕ, но СЁ измеряет /В, 
то значит, и А/ измерит /В. Она же измеряет и самоё 
себя; значит, А/ измерит и всю АВ. Но АВ измеряет ОЕ; 
значит, и А/ измерит ЕД. Она же измеряет и СЁ; зна- 
чит, измеряет и всю СД; значит, АГ будет общей мерой 
АВ, СО. Вот я утверждаю, что и наибольшей. Действи- 
тельно, если нет, то будет некоторая величина, большая 4, 
которая измерит АВ, СО. Пусть это будет Н. Поскольку 
теперь Н измеряет АВ, но АВ измеряет ЕД, то значит, 
и Н измерит ЕО. Она же измеряет и всю СДО; значит, 
Н измерит и остаток СЕ. Но СЕ измеряет 1В; значит, 
и Н измерит /В. Она же измеряет и всю АВ, и изме- 
рит остаток АГ, большая — меньшую; это же невозможно. 
Значит, никакая величина, большая А/, не измерит 
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АВ, СОх значит, АГ будет для АВ, СР наибольшей об- 
щей мерой. 

Итак, для двух данных соизмеримых величин АВ, СО 
найдена наибольшая общая мера, что и требовалось до- 
казать. 


Следствие 


Вот из этого ясно, что если величина измеряет две 
величины, то она измерит и их наибольшую общую меру. 


Предложение 4 


Для трёх данных сризмеримых величин найти их 
наибольшую общую меру. 

Пусть данные три соизмеримые величины будуг А, В, С; 
вот требуется для А, В, С найти наибольшую общую меру 
(черт. 4). 

Возьмём для двух «величин» А, В наибольшую общую 
меру, и пусть она будет ОР (предложение 3); тогда О или 
измеряет С, или не [измеряет]. Пусть 
сперва измеряет. Поскольку теперь ОД Ям 
измеряет С, измеряет также и А, В, то дж 
значит, ДО измеряет 4, В, С; значит, О р 
для `А, В, С будет общей мерой. И 7 Е / 
ясно, что и наибольшей, ибо <величи- — = — 
на», большая величины ДО, не измеряет Черт. 4. 

А, В. 

Тогда пусть ДО не измеряет С. Я утверждаю спер- 
ва, что С, Д будут соизмеримыми. Действительно, по- 
скольку 4, В, С соизмеримы, то их измерит некоторая 
величина, которая, конечно, измерит и А, В, так что она 
измерит и общую наибольшую меру А, В, ст. е.> О (пред- 
ложение 3, следствие). Она же измеряет и С, так что упо- 
мянутая величина измерит С, О; значит, С, О будут со- 
измеримыми. Возьмём теперь их наибольшую общую меру 
(предложение 3), и пусть она будет Е. Поскольку теперь Е 
измеряет О, но О измеряет А, В, то значит, Е измерит 
и А, В. Она же измеряет и С. Значит, Е измеряет А, В, С, 
значит, Е для А, В, С будет общей мерой. Вот я утвер- 
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ждаю, что и наибольшей. Действительно, если возможно, 
пусть будет некоторая большая Е величина / и пусть она 
измеряет А, В, С. И поскольку [Г измеряет А, В, С, то 
значит, она измерит и А, В, измерит и наибольшую общую 
меру А, В (предложение 3, следствие). Наибольшая же 
общая мера А, В есть Ш); значит, / измеряет ДО. Она же 
измеряет и С; значит, / измеряет С, О; значит, / измерит 
и наибольшую общую меру С, О (там же). Она же есть Б; 
значит, / измерит Е, большая — меньшую; это же невоз- 
можно. Значит, никакая [величина], большая величины В, 
не измеряет А, В, С; значит, Е будет наибольшей общей 
мерой А, В, С, если ДО не измеряет С, если же измеряет, 
то сама Д. 

Итак, для трёх данных соизмеримых величин найдена 
наибольшая общая мера [что и требовалось доказать]. 


Следствие 


Из этого вот ясно, что если величина измеряет три 
величины, то она будет измерять и их наибольшую об- 
щую меру. 

Подобным же вот образом возьмётся наибольшая общая 
мера и для большего количества «величин», и результаты 
продвинутся далее, что и требовалось доказать. 


Предложение 5 


Соизмеримые величины имеют между собой отноше- 
ние, как число к числу (10). 


И 
мени УД 
ришиним С 


Черт. 5. 


Пусть соизмеримые величины будут А, В; я утверждаю, 
что А имеет к В отношение, как число к числу (черт. 5). 
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Действительно, поскольку А, В соизмеримы, то их из- 
мерит некоторая величина. Пусть она измеряет и будет 
С. И сколько раз С измеряет А, пусть столько единиц 
будет в 0), сколько же раз С измеряет В, пусть столько 
единиц будет в Б. 

Поскольку теперь С измеряет А по «количеству» еди- 
ниц в 0, также и единица измеряет ДР по ‹<количеству>» 
единиц в нём, то значит, равное число раз единица измеряет 
число Д, и величина С «измеряет» 4; значит, будет, что 
как С кА, так и единица к О (определение 21 книги УП); 
значит, «обращая» (предложение 7 книги У, следствие), как 
Ак С, так и РВ к единице. Затем, поскольку С измеря- 
ет В по «количеству» единиц в В, так же и единица 
измеряет Е по «количеству» единиц в нём, то значит, 
равное число раз единица измеряет ЕЁ, и С «измеряет» 
В; значит, будет (определение 21 книги УП), что как С 
к В, так и единица к Е. Доказано же, что и как А 
к С, «так и» О к единице; «по равенству» (предложе- 
ние 22 книги \), значит, будет, что как Ак В, так 
и число Ок ЕЁ. 


Итак, соизмеримые величины А, В имеют между собой 
отношение, как число ДО к числу Е, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 6 


Если две величины имеют между собой отнощение, 
как число к числу, то эти величины будут соизме- 
римыми. 

Пусть две величины А, В имеют между собой отноше- 
ние, как число Д) к числу Е; я утверждаю, что величины 
А, В будут соизмеримыми (черт. 6). 

Действительно, сколько будет в Ш) единиц, на столько 
же равных «частей» разделим А, и пусть С будет равна 
одной из них; сколько же будет в Е единиц, из стольких 
равных С величин составим /. 

Поскольку теперь, сколько будет в Д единиц, столько 
же ив Д будет величин, равных С, то значит, какой 
частью Д является единица, той же самой частью А яв- 
ляется С; значит, будет, что как С к А, так и единица 
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к О (определение 21 книги УП). Единица же измеряет 
число 0); значит, и С измеряет А. И поскольку будет, что 
как Ск А, так и единица к [числу] О, то значит, «обра- 
щая» (предложение 7 книги У, следствие), как А к С, так 
и число О к единице. Затем, если сколько будет в Е еди- 
ниц, столько будет и в / равных С «величин», то значит, 
будет, что как С к Г, так и единица к [числу] Е (опре- 


И Г, А 
Ки раириненныя 
ии 9 
Черт. 6. 


деление 21 книги УП). Доказано же, что и как Ак С, 
так и Д к единице; «по равенству» (предложение 22 
книги \), значит, будет, что как А к Г, таки ОкЕ. 
Но как Д к Б, так будет и Ак В; и значит, А как к В, 
так ик Г. Значит, А к каждому из В, Г имеет то же са- 
мое отношение; значит, В равно / (предложение 9 книги \). 
Также С измеряет Г; значит, оно измеряет и В. Но вместе 
с тем и А; значит, С измеряет А, В. Значит, А соизме- 
римо с В. 

Итак, если две величины имеют между собой ит. д. (11). 


Следствие 


Из этого вот ясно, что если будут два числа, как на- 
пример, О, Е, и прямая, как например А, то возможно 
сделать так, чтобы как число О к числу Е, так и прямая 
к прямой. Если же для А, Г взять среднюю пропорциональ- 
ную, как например, В, то будет, что как А к Г, так и 
«квадрат» на Ак «квадрату» на В, то-есть как первая 
к третьей, так и подобная и подобно построенная на пер- 
вой «фигура» к <такой же» на второй (предложение 20 
книги \], следствие 2). Но как А к Г, так будет и число О 
к числу Е; значит, получилось, что и как число О к 
числу Е, так и «квадрат» на прямой А к «квадрату» на 
прямой В, что и требовалось доказать, 
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Предложение 7 


Несоизмеримые величины не имеют между собой от- 
нощения, как число к числу. 

Пусть будут несоизмеримые величины 4, В; я утвер- 
ждаю, что А к В не имеет отношения, как 
число к числу (черт. 7). и 

Действительно, если А имеет к В отношение, 1. 
как число к числу, то А будет соизмерима с В 
(предложение 6). Она же не <соизмерима>; значит, Черт. 7. 
Ане имеет к В отношения, как число к числу. 

Итак, несоизмеримые величины не имеют между собой 
отношения и т. д. 


Предложение 8 


Если две геличины не имеют между собой отноще- 
ния, как число к числу, то эти величины будут несо- 


измеримыми. 
щи Пусть две величины А, В не имеют между 
7. собой отношения, как число к числу; я утвер- 


я | , 
ждаю, что величины А, В будут несоизмеримы- 


Черт. 8. ми (черт. 8). 

| Действительно, если они будут соизмери- 
мыми, то 4 будет иметь к В отношение, как число к числу 
(предложение 5). Она же не имеет. Значит, величины А, В 
будут несоизмеримыми. 

Итак, если две величины не имеют между собой и т. д. 


Предложение 9 


Квадраты на линейно соизмеримых прямых имеют 
между собой отношение, как квадратное число к квад- 
ратному числу; и квадраты, имеющие между собой от- 
нощение, как квадратное число к квадратному числу, 
будут иметь и стороны линейно соизмеримые. Квад- 
раты же на линейно несоизмеримых прямых не будут 
иметь между собой отношения, как квадратное число 
х квадратному числу; и квадраты, не имеющие между 
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собой отношения, как квадратное число к квадратному 
числу, не будут иметь и линейно соизмеримых сто- 
рон (12). 

Пусть А, В будут линейно соизмеримыми; я утверждаю, 
что квадрат на А к квадрату на В имеет отношение, как 
квадратное число к квадратному числу (черт. 9). 

Действительно, поскольку А линейно соизмеримо с В, 
то значит, А имеет к В отношение, как число к числу 
(предложение 5). Пусть оно имеет <отношение», как С к О. 
Поскольку теперь будет, что как А к В, так и С к О, 
но отношение квадрата на А к квадрату на В будет двойным 

отношением А к В; ибо подобные 
ОЕ 2 фигуры находятся в двойном отноше- 


[й нии соответственных сторон (предло- 
—— 

й жение 20 книги УП, следствие); двой- 
— ным же отношением [числа] С 

Черт. 9. к [числу] О будет отношение квад- 


рата на С к квадрату на Ш); ибо 
для двух квадратных чисел существует одно среднее про- 
порциональное число, и квадратное <число> к квадратному 
[числу] имеет двойное отношение стороны к стороне (пред- 
ложение 11 книги УШ); значит, будет, что как квадрат 
на ДА к квадрату на В, так и квадратное [число] на С 
к квадратному [числу] на [числе] О. | 
Но вот пусть будет, что как квадрат на А к <квад- 
рату> на В, так и квадрат на С к [квадрату] на С; я 
утверждаю, что А будет линейно соизмеримо с В.. 
Действительно, поскольку будет, что как квадрат на А 
к [квадрату] на В, так и квадрат на С к [квадрату] на ДО, 
но отношение квадрата на А к [квадрату] на В будет двой- 
ным отношением А к В, отношение же квадратного [числа] 
на [числе] С к квадратному [числу] на [числе] О будет 
двойным отношением [числа] С к [числу] О, то значит, 
будет, что и как Ак В, так и [число] С к [числу] О. 
Значит, А имеет к В отношение, как число С к числу 0); зна- 
чит, Д будет линейно соизмеримо с В (предложение 6). 
Но вот пусть А будет линейно несоизмеримо с В; я ут- 
верждаю, что квадрат на А к [квадрату] на В не имеет 
отношения, как квадратное число к квадратному числу. 
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Действительно, если квадрат на Ак [квадрату] на В 
имеет отношение, как квадратное число к квадратному числу, 
то ‘А будет соизмеримым с В. Но оно не будет; значит, 
квадрат на А к [квадрату] на В не имеет отношения, как 
квадратное число к квадратному числу. 

Затем вот пусть квадрат на А к [квадрату] на В не 
имеет отношения, как квадратное число к квадратному чи- 
слу; я утверждаю, что А будет линейно несоизмеримо с В. 

Действительно, если Д соизмеримо с В, то квадрат на А 
к квадрату на В будет иметь отношение, как квадратное 
число к квадратному числу. Он же не имеет; значит, А 
не будет линейно соизмеримо с В. 

Итак, квадраты на линейно соизмеримых и т. д. (13). 


Следствие 


И из доказанного будет ясно, что линейно соизмеримые 
всегда <соизмеримы> и в степени, <соизмеримые> же в сте- 
пени не всегда <соизмеримы> и линейно, [поскольку ква- 
драты на линейно соизмеримых прямых имеют отношение, 
как квадратное число к квадратному числу, имеющие же 
отношение, как число к числу, являются соизмеримыми. 
Так .что линейно соизмеримые прямые соизмеримы не только 
линейно, но и в степенн. 

Далее, поскольку какие квадраты имеют между собой 
отношение, как квадратное число к квадратному числу, <те», 
как доказано, соизмеримы линейно и будут соизмеримыми 
в степени по той причине, что квадраты имеют отношение, как 
число к числу, то значит, какие квадраты не имеют отноше- 
ния, как квадратное число к квадратному числу, но просто как 
число к числу, то эти квадраты будут соизмеримы в сте- 
пени, но никак не линейно; так что линейно соизмеримые 
будут всегда <«соизмеримы> и в степени, <соизмеримые» 
же в степени не всегда ‹<соизмеримы» и линейно, если 
только они не имеют отношения, как квадратное число 
к квадратному числу. 

Тогда я утверждаю, что [и] несоизмеримые линейно не 
всегда будут «несоизмеримыми> и в степени, поскольку 
соизмеримые в степени могут и не иметь отношения, как 
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квадратное число к квадратному числу, и вследствие этого 
соизмеримые в степени будут несоизмеримыми линейно. Так 
что несоизмеримые линейно не всегда ‹несоизмеримы> и 
в степени, но являющиеся несоизмеримыми линейно могут 
в степени быть и несоизмеримыми и соизмеримыми. 

Несоизмеримые же в степени всегда несоизмеримы и 
линейно; действительно, если они линейно соизмеримы, то 
будут соизмеримы и в степени. Предполагаются же они 
несоизмеримыми; это же нелепо. Значит, несоизмеримые 
в степени всегда <несоизмеримы» и линейно] *). 


Лемма (14) 


Доказано в арифметических <книгах>, что подобные 
плоскостные числа имеют между собой отношение, как квад- 
ратное число к квадратному числу (предложение 26 книги УШ), 
и что, если два числа имеют между собой отношение, как 
квадратное число к квадратному числу, то они будут по- 
добными плоскостными числами **). И из этого ясно, что 
неподобные плоскостные числа, то-есть не имеющие про- 
порциональных сторон, не имеют между собой отношения, 
как квадратное число к квадратному числу. Действительно, 
если они будут иметь, то будут подобными плоскостными; 
это же не предполагается. Значит, неподобные плоскостные 
числа не имеют между собой отношения, как квадратное 
число к квадратному числу. 


Предложение 10 


К предложенной прямой приискать две несоизмери- 
мые прямые, одну— только линейно, другую же и 
в степени. 


„ 


+) Почти весь текст следствия за исключением лишь началь- 
ных строк Гейберг считает неподлинным, основываясь и на раз- 
нице в языке с несомненно евклидовыми произведениями, а также 
и на том, что во второй половине следствия (со слов «тогда я 
утверждаю») доказывается болыше того, что было предложено 
в начале. 

**+) По существу эта теорема у Евклида нигде не доказана, но 
она представляет положение, обратное предложению 26 книги УШ. 
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Пусть предложенная прямая будет 4; вот требуется к А 
приискать две несоизмеримые прямые, одну — только ли- 
нейно, другую же — и в степени (черт. 10). 

Возьмём два числа В, С, не имеющих между собой 
отношения, как квадратное число к квадратному числу, 
то-есть неподобные плоскостные (см. лемму), и сделаем, 
чтобы как В к С, так и квадрат на А к квадрату О, ибо 
мы выучились <этому» (предложение 6, следствие); значит, 
«квадрат» на А соизмерим с <квад- 
ратом> на ЛД (предложение 6). и=———— 

И поскольку В к С не имеет „— 
отношения, как квадратное число 


к квадратному числу, та значит, (”``”' 

и «квадрат» на А к «квадрату» Пес 
на /) не имеет отношения, как ро 
квадратное число к квадратному Черт. 10. 


числу; значит. А будет линейно 
несоизмеримо с 0) (предложение 9). 
Возьмём для А, О среднюю пропорциональную Е; значит, 
будет, что как Ак ДО, так и квадрат на А к «квадрату» 
на ЕЁ (определение 9 книги У). Но А линейно несоизмеримо 
с О; значит, и квадрат на А несоизмерим с квадратом на Е*); 
значит, А будет несоизмеримо с Ё в степени. 

Итак, к предложенной прямой А приисканы две несоиз- 
меримые прямые Л, Е, Причём ДР — только линейно, Е же — 
в степени и, конечно, линейно [что и требовалось доказать]. 


Предложение 11 


Если .четыре величины будут пропорциональны, пер- 
вая же соизмерима со второй, то и третья будет со- 
измерима с четвёртой; и если первая несоизмерима со 
второй, то и третья будет несоизмерима с четвёр- 
той (15). 


*) По существу это вытекает из следующего предложения 
(11-го), почему есть серьёзные основания полагать, что это пред- 
ложение вместе с вводящей его леммой не принадлежит к числу 
подлинно евклидовских. 


8 Евклид 
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Пусть четыре величины А, В, С, ОД будут пропорцио- 
нальны: как Ак В, таки Ск); пусть же А будет со- 
измеримой с В; я утверждаю, что и С будет соизмеримой 
с О (черт. 11). 

Действительно, поскольку А соизмерима с В, значит, 
А имеет к В отношение, как число к числу (предложе- 
ние 5). И будет как Ак В, так и Скр); и значит, 
С имеет к ДО отношение, как число к числу; значит, С 
будет соизмерима с Л (предложение 6). 


Ё=——— о мии 


По вот пусть А будет несоизмерима с В; я утвер- 
ждаю, что и С будет несоизмеримой с Г}. Действительно, 
поскольку А несоизмерима с В, то значит, А не имеет 
к В отношения, как число к числу (предложение 7). И бу- 
дет как Ак В, так и Ск О; значит, и С не имеет к О 
отношения, как число к числу; значит, С будет несоизме- 
рима с Д) (поедложение 8). 

Итак, если четыре величины и т. д. 


Предложение 12 


Соизмеримые с одной и той же величиной будут сс- 
измеримы и между собой. 


ь——ч Ё‘——— 7 — 


—{/ 

ыы О 
———/ —/ 
иене [У вины |, 


Черт. 12. 


Пусть каждая из А, В будет соизмеримой с С. Я ут- 
верждаю, что и А будет соизмерима с В (черт. 12). 
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Действительно, поскольку А соизмерима с С, то зна- 
чит, А имеет к С отношение, как число к числу (пред- 
ложение 95). Пусть она имеет ‹отношение» как Д к ЕЁ. 
Затем, поскольку С соизмерима с В, то значит, С имеет 
к В отношение, как число к числу (предложение 5). Пусть 
она имеет <отношение», как / к Л. И для всяких заданных 
отношений, т. е. тех, какие имеют Дк Е и/к Н, возьмём 
последовательно числа в заданных отношениях, <а именно», 
С, К, Г (предложение 4 книги УШ); так, что будет как 
ОР кБ, так и Ск К, как же [к НВ, так и Кк Ё. 

Поскольку теперь будет, что как Ак С, так и Ок, 
но как Ок -Ё, так и Ск К, то значит, будет, что и как 
Ак С, так и Ск К (предложение 11 книги У). Затем, 
поскольку будет как Ск В, так и Гк Н, но как Г к Н, 
[так и] Кк Д, то значит, как Ск В, таки К к Г. Бы- 
ло же и как Ак С, так и Ск К; значит, «по равен- 
ству» (предложение 22 книги У) будет, что как Ак В, так 
и Ск. Значит, А имеет к В отношение, как число @ к чис- 
лу [; значит, А будет соизмерима с В (предложение 6). 

Итак, соизмеримые с одной и той же величиной будут 
соизмеримы и между собой, что и требовалось доказать. 


Предложение 13 


Если будут две соизмеримые величины, одна же из 
них несойзмерима с некоторой величиной, то и остав- 
шаяся будет с ней несоизмерима. 

Пусть будут две соизмеримые величи- Ин 
ны А, В, одна же из них А пусть будет р 
несоизмерима с некоторой другой С; я 
утверждаю, что и оставшаяся В будет с С С 
несоизмерима (черт. 13). Черт. 13 

Действительно, если В соизмерима с С, ре 
но и А соизмерима с В, то значит, А будет соизмерима 
с С (предложение 12). Но она и несоизмерима; это же 
невозможно. Значит, не будет В сС соизмерима; значит, 
несоизмерима. 


пы если будут две соизмеримые величины и т. д. 


8* 
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Лемма 


. Для двух данных неравных прямых найти, чем больше 
в квадратах *) будет большая <по сравнению с»меньшей (16). 
Пусть две данные неравные прямые будут АВ, С, из 
которых большая пусть будет АВ; вот требуется найти, 
чем больше в квадратах будет 

АВ «по сравнению с» С 

2 | (черт. 14). 

Опишем на АВ полукруг 

И Г, АРВ, и в него вставим (опре- 

Черт. 14. деление 7 книги ПУ) равную С 

‹прямую> АД (предложение 

1 книги ГУ), и соединим ОВ. 

Ясно вот, что угол АДВ будет прямым (предложение 31 

книги 11) и что в квадратах АВ будет на ОВ больше АД, 
то-есть С (предложение 47 книги |. 

Подобным же образом и для двух данных прямых 
квадрирующая **) их находится таким образом. 

Пусть данные две прямые будут АО, ОВ и пусть должно 
найти их квадрирующую. Отложим «их» так, чтобы они 
заключали прямой угол, который между АД, ПВ, и со- 
единим АВ; тогда ясно, что квадрирующая АД, ОВ бу- 
дет АВ (предложение 47 книги [), что и требовалось дока- 
зать. 


Предложение 14 


Если будут четыре пропорциональные прямые, в квад- 
ратах же первая будет больше второй на <квадрат» 
на [линейно] с ней соизмеримой, то и третья будет в квад- 
ратах больше четвёртой на квадрат на [линейно] с ней 
соизмеримой. И если в квадратах первая будет больше 
второй на <квадрат» на [линейно] с ней несоизмеримой, 
то и третья будет в квадратах больше четвёртой на 
<ивадрат> на [линейно] с ней несоизмеримой. 


*) В подлиннике т{, иеТбоу д6уата, — чем больше квадрирует, 
т. е. для а>> р находится разность У2—@. 

**) В тексте доуарёут — дающая квадрат, равный сумме квад- 
ратов на заданных прямых, т. е. У. 


КНИГА ДЕСЯТАЯ 114 


Пусть будут четыре пропорциональные прямые А, В, 
С, О, как Ак В, таки Скр, и пусть в квадратах А 
будет больше В на «квадрат» на Е, С же в квадратах 
будет больше Д на «квадрат» на Г; я утверждаю, что 
если А будет соизмерима с Е, то и С будет соизмерима 
с Г, если же несоизмерима будет А с ЕЁ, то несоизмерима 
будет и С СГ (черт. 15). 

Действительно, поскольку как Ак В, так и Ск РВ, 
то значит, будет, что и как «квадрат» на А к <квадрату> 
на В, так и «квадрат» на С к <«квад- 
рату» на ОД (предложение 22 книги У). 

Но «квадрату» на А равны «квадраты» 
на Е, В, «квадрату» же на С равны 
«квадраты» на О, Г. Значит, будет, что 
как <«квадраты> на Е, В к «квадрату» 
на В, так и «квадраты» на 0), Г к <квад- 
рату> на Ш); эначит, «выделяя» (предло- д п 
жение 17 книги \У), будет как <квад- 
рат» на Е к «квадрату» на В, так и 
«квадрат» на /Г к «квадрату> на О; 
значит, будет (предложение 22 книги \!), что и как В 
к В, так и Гк 0; значит, «обращая» (предложение 7 
книги \У, следствие), будет, как Вк БЕ, тки Ок Г. 
Но также и как А.к В, таки Ск ДД; значит, «по 
равенству» (предложение 22 книги У) будет как А к Б, 
таки Ск Г. Если теперь А соизмерима с Ё, тои С 
будет соизмерима с Г; если же А несоизмерима с ЕЁ, то 


и С несоизмерима будет с Г (предложение 11). 
Итак, если и т. д. 


Предложение 15 


Если две соизмеримые велячины составляются «вме- 
сте>, то ц целое будет с каждой из них соизмеримо; 
ц если целое соизмеримо с одной из них, то и первона- 
чальные величины будут соизмеримы (17). 

Составим две соизмеримые величины АВ, ВС; я утвер- 


ждаю, что и целое АС будет с каждой из АВ, ВС соиз- 
меримо (черт. 16), 
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Действительно, поскольку АВ, ВС соизмеримы, то их 
измерит некоторая величина. Пусть она <их> измеряет и 
будет О. Поскольку теперь О измеряет АВ, ВС, то она 
измерит и всю АС. Она же измеряет и АВ, ВС. Зна- 
„„ ЧИТ, измеряет АВ, ВС, АС; 


ИНН ПИН значит, АС будет  соизмерима 

т, с какдой из АВ, ВС (определе- 
ние 1). , 

Черт. 16. Но вот пусть АС будет соиз- 


мерима с АВ; я утверждаю вот, 
что и АВ, ВС будут соизмеримы. 

Действительно, поскольку АС, АВ соизмеримы, то их 
измерит некоторая величина. Пусть она «их» измеряет 
и будет О. Поскольку теперь Д измеряет СА, АВ, то 
она измерит и остаток ВС. Она же измеряет и АВ; значит, 
О измерит АВ, ВС; значит, АВ, ВС соизмеримы. 

Итак, если две соизмеримые величины и т. д. 


Предложение 16 


Если две несоизмеримые велячины составляются <вме- 
сте», то и целое будет с каждой из них несоизмеримо; 
ц если целое несоизмеримо с одной из них, то и 
и первоначальные величины будут несоизме- р 
римы. | 

Составим две несоизмеримые величины АВ, 

ВС; я утверждаю, что и целое АС будет с ка- 
ждой из АВ, ВС несоизмеримо (черт. 17). 6 

Действительно, если не будут несоизмеримы 
СА, АВ, то [их| измерит некоторая величина. 

Пусть она измеряет, если возможно, и будет р. @ 
Поскольку теперь О измеряет СА, АВ, то зна- Черт. 17. 
чит, она измерит и остаток ВС. Ола же изме- 

ряет и АВ; значит, О измеряет АВ, ВС. Значит, АВ, 
ВС соизмеримы; они же предположены и несоизмери- 
мыми; это же невозможно. Значит, никакая величина не 
измерит СА, АВ; значит, СА, АВ несоизмеримы. Подобным 
же вот образом докажем, что и АС, СВ будут несоизмери- 
мы, Значит, АС будет несоизмерима с каждой из АВ, ВС. 
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Но вот пусть АС будет несоизмерима с одной из АВ, 
ВС. Пусть вот сперва с АВ; я утверждаю, что и АВ, ВС 
несоизмеримы. Действительно, если они будут соизмеримы, 
то их измерит некоторая величина. Пусть она измеряет 
и будет О. Поскольку теперь О измеряет АВ, ВС, то 
значит, она измерит и всю АС. Она же измеряет и АВ; 
значит, О измеряет СА, АВ. Значит, СА, АВ соизме- 
римы; они же предположены и несоизмеримыми; это же 
невозможно. Значит, никакая величина не измерит АВ, ВС; 
значит, АВ, ВС несоизмеримы. 

Итак, если две несоизмеримые величаны и Т. д. 


Лемма 


Если к некоторой прямой прилагается *) параллело- 
грамм **) с недостатком в виде квадрата, то приложенный 
<параллелограмм» равен <прямоугольни- 


ку> на отрезках прямой, возникших из И 
приложения. 

Пусть к прямой АВ будет приложен 
параллелограмм АД с недостатком в И р В 


виде квадрата ОВ; я утверждаю, что 
АД: равен ‹прямоугольнику» на АС, 
СВ (черт. 18). 

И это само по себе ясно; ибо поскольку ОВ квадрат, 
то ПС равно будет СВ, и АО есть «<прямоугольник» 
между АС, СО, то-есть «прямоугольник» между АС, СВ. 

Итак, если к некоторой прямой и т. д. 


Черт. 18. 


Предложение 17 


Если будут две неравные прямые, к большей же при- 
ложен с недостатком в виде квадрата <параллелограмм», 
равный четвёртой части «квадрата» на меньшей, и если 


*) пара8)04, параВо\л — знаменитое «приложение» площадей 
(«Начала», 1, 44; П, 5, 6; У[, 27, 28, 29). 

**) Здесь (впервые у Евклида) «параллелограмм» употре- 
бляется в смысле прямоугольника; у Архимеда подобное понима- 
ние термина «параллелограмм» является обычным. 
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«он» разделяет её на соизмеримые линейно «части», то 
в квадратах большая будет больше меньшей на ‹хквад- 
рат» на соизмеримой с собой [линейно] «прямой». И если 
в квадратах большая будет больше меньшей на <квад- 
рат» на соизмеримой с собой [линейно] <прямой>, к боль- 
щей же приложен с недостатком в виде квадрата <па- 
раллелограмм>, равный четверти «квадрата» на меньшей, 
то он разделяет её на соизмеримые линейно отрезки». 
Пусть будут две неравные прямые А, ВС, из которых 
большая ВС; к ВС же пусть будет приложен с недостат-- 
И ком в виде квадрата ‹параллело- 
— грамм», равный четвёртой части 
ПИ «квадрата» на меньшей А, то-есть 

| о «квадрату» на половине А, и пусть 
это будет «прямоугольник» между 

ВР, Ш)С; пусть же ВО будет ли- 
Черт. 19. нейно соизмерима с ОС; я утверждаю, 

что в квадратах ВС будет больше А 

на «квадрат» на соизмеримой с собой <прямой» (черт. 19). 
Действительно, разделим ВС пополам в точке Е и от- 
ложим Е[, равную ДЕ. Значит, остаток ОС будет равен ВУ. 
И поскольку прямая ВС рассечена на равные в Ё, на не- 
равные же в Д «части», то значит, (предложение 5 
книги П) заключающийся между ВО, ОС прямоугольник 
вместе с квадратом на ЕД будет равен квадрату на ЕС; 
«равны также будут» и учетверённые; значит, четырежды 
«прямоугольник» между ВО, ОС вместе с учетверённым 
«квадратом» на РЁ равен четырежды квадрату на ЕС. Но 
учетверённому <«прямоугольнику»> между ВО, ШОС равен 
квадрат на А, учетверённому же ‹<квадрату> на ОЕ равен 
квадрат на ОГ, ибо ОГ есть удвоенная ОЕ. Учетверённому 
же «квадрату» на ЕС равен квадрат на ВС; ибо опять ВС 
будет удвоенной СЁ. Значит, квадраты на А, О/ <вместе» 
равны квадрату на ВС; так что «квадрат» на ВС будет 
«квадратом» на Д/Г больше <квадрата> на А; значит, в 
квадратах ВС больше А на ОГ. Должно показать, что ВС 
будет и соизмерима с ОГ. Действительно, поскольку ВО 
соизмерима с ОС линейно, то значит, и ВС будет соизме- 
рима с СД линейно (предложение 15). Но СР соизмерима 
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линейно с СДО, В, ибо СО равна ВГ. И значит, ВС соиз- 
мерима с В/, СО линейно (предложение 12); так что ВС 
будет соизмерима линейно и с остатком 10); значит, в квад- 
ратах ВС болыние А на «квадрат» на соизмеримой с собой 
«прямой». 

Но вот пусгь ВС в квадратах будет больше А на 
<квадрат> на соизмеримой с собой «прямой», пусть же к 
ВС будет приложен с недостатком в виде квадрата <па- 
раллелограмм>, равный четверти <квадрата> на А, и пусть 
это будет «прямоугольник» между ВО, ОС. Должно дока- 
зать, что ВО соизмерима с ДОС линейно. 

Действительно, приготовив то же самое, подобным же 
образом докажем, что в квадратах ВС больше А на <квад- 
рат> на /7). В квадратах же ВС больше А на «квадрат» 
на соизмеримой с собой <прямой». Значит, ВС будет ли- 
нейно соизмерима с //); так что ВС будет линейно соиз- 
мерима и с остатком — вместе взятыми ВГ, ОС (предложе- 
ние 15). Но вместе взятые В, ОС соизмеримы с ОС [ли- 
нейно]. Так что и ВС будет соизмерима с СД линейно 
(предложение 12); значит, и «выделяя», ВО будет соизме- 
рима с ДС линейно. 


Итак, если будут две неравные прямые и т. д. (18). 


Предложение 18 


Если будут две неравные прямые, к большей же при- 
ложен с недостатком в виде квадрата <параллелограмим >, 
равный четвёртой части «квадрата» на меньшей, и 
если он разделяет её на несоизмеримиые [линейно] <части>, 
то в квадратах большая будет больше меньшей на 
«квадрат» на несоизмеримой с собой «прямой». И если 
в квадратах большая будет больше меньшей на «квадрат» 
на несоизмеримой с собой прямой», к большей же при- 
ложен с недостатком в виде квадрата <параллелограмм», 
равный четверти <квадрата» на меньшей, то он разде- 
ляет её на несоизмеримые [линейно] отрезки». 

Пусть будут две неравные прямые А, ВС, из которых 
большая ВС; к ВС же пусть будет приложен с недостат- 
ком в виде квадрата ‹параллелограмм», равиый четвёртой 
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[части] «квадрата» на меньшей А, и пусть это будет 
«прямоугольник» между ВО, ОС; пусть же ВР будет ли- 
нейно несоизмерима с 0С; я утверждаю, что в квадратах 
ВС будет больше А на <квадрат» на несоизмеримой с собой 
<«прямой> (черт. 20). 

Действительно, приготовив То же самое, что и выше, 
подобным же образом докажем, что в квадратах ВС больше 
А на «квадрат» на ГО. Должно показать [теперь], что ВС 

будет линейно несоизмерима с ДГ. Действи- 

5 тельно, поскольку ВО несоизмерима с ОС ли- 

Л нейно, то значит, и ВС будет несоизмерима с СО 


1 линейно (предложение 16). Но ДОС соизмерима 

Е с вместе взятыми ВГ, ОС (предложение 6); и 

значит, ВС несоизмерима с вместе взятыми Б/, 

] ОС (предложение 13). Так что ВС будет несо- 

измерима линейно и с остатком Г.) (предложе- 

ГА ние 16). И в квадратах ВС больше А на <квад- 

Черт. 20. рат» на ГО); значит, в квадратах ВС больше А 


на «квадрат» на несоизмеримой с собой <пря- 
МОЙ». 

Затем пусть ВС в квадратах будет больше А на <квад- 
рат» на несоизмеримой с собой «прямой»; пусть же к ВС 
будет приложен с недостатком в виде квадрата <паралле- 
лограмм», равный четверти <квадрата> на А, и пусть это 
будет «прямоугольник» между ВО, ОС. Должно показать, 
что ВО несоизмерима с ОДС линейно. 

Действительно, приготовив то же самое, подобным же 
образом докажем, что в квадратах ВС больше А на <квад- 
рат> на /). Но в квадратах ВС больше А на <квадрат» 
на несоизмеримой с собой «прямой». Значит, ВС будет 
линейно несоизмерима с //); так что ВС будет несоизме- 
рима и с остатком — вместе взятыми ВГ, ОС (предложе- 
ние 16). Но вместе взятые В/, ОС соизмеримы с ОС ли- 
нейно (предложение 6); значит, и ВС будет несоизмерима 
с ДС линейно (предложение 13); так что, и «выде- 
ляя», ВШ) будет несоизмерима с ОС линейно (предложе- 
ние 16). 

Итак, если будут две неравные прямые и т. д. (19, 
20, 21, 22). 
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Лемма (23) 


Поскольку доказано (предложение 9, следствие), что 
соизмеримые линейно всегда [будут соизмеримы] и в сте- 
пени, «соизмеримые» же в степени не всегда будут соиз- 
меримыми и линейно, но могут быть линейно и соизмери- 
мыми и несоизмеримыми, то ясно, что если с отложенной 
рациональной «прямой» какая-нибудь прямая будет соизме- 
рима линейно, то она называется рациональной и соизмери- 
мой с ней`не только Линейно, но и в степени, поскольку 
соизмеримые линейно будут всегда <соизмеримы> и в сте- 
пени. Если же с отложенной рациональной какая- -нибудь 
«прямая» будет соизмерима в степени, то, если она <соизме- 
рима> и линейно, она и в таком случае называется рациональной 
и соизмеримой с ней линейно и в степени. Если же какая- 
нибудь «прямая», будучи опять соизмеримой в степени с 
отложенной рациональной, будет с ней несоизмерима ли- 
нейно, то она и в таком случае называется рациональной 
соизмеримой только в степени. 


Предложение 19 


Прямоугольник, заключённый между рациональными 
линейно соизмеримымив каком-нибудь из вышеуказанных 
смыслов прямыми, будет рациональным. 

Пусть прямоугольник АС заключается 
между рациональными линейно соизмеримыми 
прямыми АВ, ВС; я утверждаю, что АС 
будет рациональным (черт. 21). 

Действительно, построим на АВ квадрат и —? 
АД; значит, АД будет рациональным (опре- 
деление 4). И поскольку АВ соизмерима с ВС 
линейно, АВ же равна ВО, то значит, ВО 
будет соизмерима с ВС линейно. И будет, что как ВО 
к ВС, таки ДА к АС (предложение 1 книги У). Зна- 
чит, ОДА будет соизмерим с АС. Но ДА рационален; зна- 
чит, будет рациональным и АС. 

Итак, прямоугольник, заключённый между рациональ- 
ными линейно соизмеримыми и т. д. 


Черт. 21. 
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Предложение 20 


Если рациональная «площадь» прикладывается к ра- 
циональной ‹прямой>,`то производит ширину, рациональ- 
ную и линейно соизмеримую с той, к которой прикла- 
дывается. 

Пусть рациональная «площадь» АС будет приложена 
к рациональной опять в одном из вышеуказанных смыслов 
7 прямой АВ, образуя ширину ВС; я утверждаю, 

что ВС будет рациональна и с ВА линейно 

соизмерима (черт. 22). 
7; 7. Действительно, построим на АВ квадрат АД; 
значит, АР будет рациональным (определение 4). 
Также и АС рационален; значит, ДА будет со- 
измерим с АС. И будет, что как ДАк АС, так 
и ОВк ВС (предложение 1 книги У). Значит, и 
Г ОВ будет соизмерима с ВС (предложение 11); ДВ 
Черт. 22. же равна ВА; значит, и АВ будет соизмерима 

с ВС. Но АВ рациональна; значит, и ВС будет 
рациональной и соизмеримой с АВ линейно. 

Итак, если рациональная «площадь» прикладывается к 
рациональной «прямой» и т. д. 


Предложение 21 


Прямоугольник, заключённый между рациональными 
соизмеримыми только в степени прямыми, будет ирра- 
циональным и его квадрирующая будет ир- 
рациональной; пусть же она называется 
медиалью*). 

Пусть прямоугольник АС заключён между р-— 
рациональными соизмеримыми только в сте- 
пени прямыми АВ, ВС; я утверждаю, что 
АС иррационален и квадрирующая его ирра- 
циональна; пусть же она называется медиалью | 
(черт. 23). г 

Черт. 23. 


*) В подлиннике рёсл — средняя. Латинский термин, употреб- 
лённый Герхардом Кремонским — первым переводчиком Евклида, 
будет ше аз, 
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Действительно, построим на АВ квадрат АО; значит, 
АР будет рациональным (определение 4). И поскольку АВ 
несоизмерима с ВС линейно, ибо они предполагаются соиз- 
меримыми только в степени, АВ же равна ВО, то значит, 
и ОВ будет несоизмерима с ВС линейно. И будет, 
что как ОВ к ВС, так и АД к АС (предложение 1 
книги \]); значит, ДА несоизмерим с АС (предложение 11). 
Но ДА рационален; значит, АС будет иррационален (опре- 
деление 4), так что и квадрирующая АС [то-есть квадри- 
рующая равный ему квадрат] будет иррациональна; пусть 
же она называется медиалью; это и требовалось дока- 
зать (24). 


Лемма 


Если будут две прямые, то как первая ко второй, так 
и <квадрат> на первой к <прямоугольнику> между обеими 
прямыми. 

Пусть будут две прямые ГЕ, ЕН. Я утверждаю, что 
как /Е к ЕН, так и «квадрат» на ГЕ к <прямоугольнику», 
между /Е, ЕН (черт. 24). | Е ы 

Действительно, построим на /Е 
квадрат /)/ и дополним НО. По- 
скольку теперь будет, что как /Е 
к ЕН, так и ГО к РН, и Ш есть Г) 
<квадрат> на 1/Е, ОН’ же <прямо- Черт. 24. 
угольник> между ОЕ, ЕН, то-есть 
между /Е, ЕН, то значит, будет, 
что как /Е к ЕН, так и «квадрат» на [Е к <прямо- 
угольнику> между /Е, ЕН. Подобным же вот образом 
и как ‹прямоугольник> между НЕ, ЕГ к <квадрату> на ЕГ, 


то-есть как НО к [), так и НЕ к ЕГ, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 22 


Квадрат на медиали, приложенный к рациональной 
<ирямой>», производит ширину, рациональную и несоизме- 
римую линейно с той, к которой он прилагается. 

Пусть’ медиаль будет А, рациональная же <прямая> СВ, 
и пусть равная <квадрату» на А прямоугольная площадь ВО 
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будет приложена к ВС, производя ширину СД; я утвер- 
ждаю, что СО будет рациональной и несоизмеримой линейно 
с СВ (черт. 25). 

Действительно, поскольку А — медиаль, то она квадри- 
рует площадь, заключённую между рациональными, соизме- 
римыми только в степени ‹прямыми> (предложение 21). 
Пусть она будет квадрировать РГ. Также она квадрирует 
и ВО; значит, ВО равен НГ. Он же и равноуголен с ним; 
у равных же и равноугольных параллелограммов стороны 

В при равных углах обратно пропорцио- 


й нальны (предложение 14 книги \]}; 
значит, будет пропорция —как ВС 
к ЕН, так и ЕГ к СО. Значит, 
будет и как «квадрат» на ВС к 


«квадрату» на ЕН, так и <квадрат» 
р] Ё ’ на ЕГк «квадрату» на СО (предло- 
жение 20 книги \1!). «Квадрат» же 
на СВ соизмерим с «квадратом» на 
ЕН, ибо каждая из этих ‹прямых>» 
рациональна; значит, и ‹квадрат> на ЕГ будет соизмерим 
с «квадратом» на СД (предложение 11). «Квадрат» же 
на Е/ рационален; значит, рационален и «квадрат» на СО 
(определение 4); значит, будет. рациональна и СД. И по- 
скольку Е/ несоизмерима с ЕН линейно (ибо они соизме- 
римы только в степени), как же ЕГ к ЕН, так и <квад- 
рат> на Е/ к <«прямоугольнику> между /Ё, ЕН (см: лемму), 
то значит, квадрат» на Е/ будет несоизмерим с <прямо- 
угольником> между /Е, ЕН (предложение 11). Но с <квад- 
ратом> на Е/ соизмерим «квадрат» на СД, ибо они 
рациональны в степени; <с прямоугольником» же между 
Е, ЕН соизмерим «прямоугольник» между ШОС, СВ, 
ибо они равны ‹квадрату» на А; значит, и «квадрат» на 
СР будет несоизмерим с <прямоугольником>» между 
ОС, СВ (предложение 13). Как же «квадрат» на СД к 
‹прямоугольнику» между ДОС, СВ, так будет и ОС к 
СВ (см. лемму); значит, ОС будет линейно несоизмери- 
ма с СВ (предложение 11). Значит, СД будет рациональ- 
на и несоизмерима линейно с СВ, что и требовалось 
доказать. 
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Предложение 23 


Соизмеримая с медиалью есть медиаль. 

Пусть будет медиаль А и пусть с А будет соизме- 
рима В; я утверждаю, что и В будет медиалью (черт. 26). 

Действительно, отложим рациональную ‹прямую> СР 
и приложим к СД равную «квадрату» на А прямоуголь- 
ную площадь СЁ, производящую ширину ЕД; значит, ВД 
будет рациональной и несоизмеримой с СО линейно (пред- 
ложение 22). К СО также приложим равную «квадрату» 
на В прямоугольную площадь СГ, производящую ширину ОГ. 
Поскольку теперь А соизмерима с В, то 
и «квадрат» на А будет соизмерим с <квад- Я В 
ратом» на В. Но квадрату на А равен ЕС, А 
«квадрату» же на В равен СГ; значит, ЕС 
соизмерим с С/. И будет, что как ЕС к С/, 
так и ВО к О! (предложение 1 книги \У1); 
значит, ЕД соизмерима с Д/Г линейно 
(предложение 11). Но ЕД рациональна и Е) / 
несоизмерима с ДС линейно; значит, и О/ 
будет рациональна (определение 3) и 
несоизмерима с ДС линейно (предложе- 
ние 13); значит, СО, ОГ будут рациональные, соизмери- 
мые только в степени. Квадрирующая же <прямоугольник» 
между рациональными, сбизмеримыми только в степени, есть 
медиаль (предложение 21). Значит, квадрирующая <прямо- 
угольник> на СО, О/ будет медиалью; и «прямоугольник» 
между СО, ОГ квадрируется В; значит, В есть медиаль. 


Черт. 26. 


Следствие 


Из этого тогда ясно, что «площадь», соизмеримая с ме- 
диальной площадью, есть медиальная [ибо их квадрируют 
прямые, которые будут соизмеримыми в степени и одна из 
которых медиаль; так что и остающаяся будет медиалью] *). 


. +) В тексте [66узутае ур «бла гобетаь, аф = ак доудре обршетроь 
ФУ Ч] ЕтЕра рёст” ФотЕ хо 1 Аоки бот #0]. Слова эти, как не со- 
всем ясные, Гейберг оставил без перевода, считая их неподлин- 
НЫМИ. 
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[Лемма] (25) 


Совершенно так же, как из сказанного относительно 
рациональных (предложение 18, следствие), следует и отно- 
сительно медиалей, <а именно, что прямая», линейно соиз- 
меримая с медиалью, называется медиалью и соизмеримой 
с ней не только линейно, но и в степени, поскольку вообще 
соизмеримые линейно всегда ‹соизмеримы> и в степени. 
Когда же какая-нибудь <«прямая> будет соизмерима с ме- 
диалью в степени, то, если она и линейно <с ней соизме- 
рима>, то в Таком случае <обе прямые» называются медиа- 
лями и соизмеримыми линейно и в степени, если же только 
в степени, то называются медиалями, соизмеримыми только 
в степени. 


Предложение 24 


Прямоугольник, заключённый между медиальными ли- 
нейно соизмеримыми в каком-нибудь из указанных смыс- 
л0в прямыми, будет медиальным. 

Пусть прямоугольник АС заключается между 
медиальными линейно соизмеримыми прямыми 
АВ, ВС; я утверждаю, что АС будет медиаль- 
И 2 ным (черт. 27). 
Действительно, построим на АВ квадрат АД; 
значит, АД будет медиальным. И поскольку АВ 
7 соизмерима с ВС линейно, АВ же равна ВО, 
Черт. 27. то значит, и ОВ соизмерима с ВС линейно; 
так что и ДА будет соизмерим с АС (предло- 
жение 1 книги УГ; предложение 11 книги Х). Но ДА медиа- 
лен; значит, и АС медиален (предложение 23, следствие); 
что и требовалось доказать. 


Предложение 25 


Прямоугольник, заключённый между медиальными 
соизмеримыми только в степени прямыми, будет или 
рациональным или медиальным. 

Пусть прямоугольник АС заключается между медналь- 
ными, соизмеримыми только в степени прямыми АВ, ВС; 
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я утверждаю, что АС будет или рациональным или ме- 
диальным (черт. 28). 

Действительно, построим на АВ, ВС квадраты АД, ВЕ; 
значит, каждый из АД, ВЕ будет медиальным. И отложим 
рациональную «прямую» ГН и приложим к /Н равный АР 
прямоугольный параллелограмм НО, производящий ширину /С; 
к СМ же приложим равный АС прямоугольный параллело- 
грамм МА, производящий ширину СК; и ещё подобным же 
образом к КМ приложим равный ВЕ ‹параллелограмм» МГ, 
производящий ширину АКГ; значит, /а, СК, КЁ будут по 


` / 7 
А 
[1 М 
7 у: [А 
А № 
К Е / 


Черт. 28. 


прямой. Поскольку теперь каждый из АД, БЕ будет ме- 
диальным, и АД равен НО, ВЕ же <равен> №, то значит, 
и каждый из НО, № медиален. И прилежат они к рацио- 
нальной /Н; значит, каждая из [@, КЁ будет рациональной 
и несоизмеримой с /Н линейно (предложение 22). И по- 
скольку АД соизмерим с ВЕ, то значит, и НА соизмерим 
с М. И будет, что как Н@ к МЬ таки 1 к КЕ 
(предложение | книги УГ); значит, /@ будет соизмерима 
с АЁ линейно (предложение 11). Значит, /а, КЁ будут 
рациональными линейно соизмеримыми; значит, <прямоуголь- 
ник> между /С, КГ рационален (предложение 19). И по- 
скольку ОВ равна ВА, ХВ же ‹равна> ВС, то значит, 
будет, что как ОВ к ВС, так и АВ к ВХ. Но как ОВк 
ВС, так и ОА к АС (предложение 1 книги \1); как же 
АВ к ВХ, таки АС к СХ; значит, будет, что как ДАк АС, 
таки АСк СХ. Но АД равея На, АС же МК, СХ же №; 
значит, будет, что как НО к МК, таки МКк №; значит, 
будет, что и как /С к СК, так и СКк КЕ (предложение 1 


9 Евклид 
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книги \1); значит, «прямоугольник» между ГС, КЁ равен <квал- 
рату> на ЯК (предложение 17 книги У!). <«Прямоугольник» 
же между /С, КЁ рационален; значит, будет рациолальным 
и квадрат на СА; значит, СА рациональна. И если она 
соизмерима с /Н линейно, то @М№ будет рациональным 
(предложение 19); если же она несоизмерима с /Н линейно, 
то АС, ОМ будут рациональными соизмеримыми только 
в степени; значит, ОМ будет медиальным (предложение 21). 
Итак, С/М№ будет или рациональным или медиальным. Но @М№. 
равен АС; значит, АС будет или рациональным или ме- 
диальным. 

Итак, прямоугольник, заключённый между медиальными 
соизмеримыми только в степени и т. д. 


Предложение 26 


МеЗиальная медиальную «площадь» не превышает на 
зациональную (черт. 29). 

Действительно, если возможно, пусть медиальная <пло- 

щачь» АВ превышает медиальную АС на рациональную ДВ; 

й и отложим рациональную «прямую» ЕГ ик Е! 

приложим равный АВ прямоугольный паралле- 

лограмм /@, производящий ширину БА, и о0т- 

нимем /Н, равный АС; значит, остаток ВО 

будет равен остатку КА. Но ОВ рационален; 

7 Е Значит, будет рациональным и КО. Посколь- 

ку теперь каждый из АВ, АС медиален, и 

АВ равен /@, АС же равен» ГН, то зна- 

и и Чит, и каждый из Га, [Н будет медиальным. 

И прилежат они к рациональной БЕГ; значит, 

в каждая из СЁ, ЕН будет рациональной и 

Черт. 20. Несоизмеримой с ЁГ линейно (предложе- 

ние 22). И поскольку рационален {ОВ и 

равен АС, то значит, будет рационален и } КС *). И при- 

лежит к рациопальной ЕГ; значит, и На будет рациональной 


и) Г 


*) Слова, поставленпые в фигурных скобках, Гейберг считает 
излишними и, возможно, позднейшей вставкой, хотя и не выделяет 
их особо в тексте. 
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и соизмеримой с Е! линейно (предложение 20). "Но и ЕН 
рациональна и несоизмерима с Е! линейно; значит, ЕН будет 
несоизмерима с НС линейно (предложение 13). И будет, 
что как ЕН к НО, так и «квадрат» на ЕН к <прямоуголь- 
нику» между ЕН, НО (предложение 21, лемма); значит, 
несоизмерим будет <квадрат» на ЕН с <прямоугольником» 
между ЕН, НО (предложение 11). Но с <квадратом> на ЕН 
соизмеримы квадраты на ЕН, НА, ибо оба рациональны; 
с «прямоугольником» же между ЕН, НО соизмерим дважды 
«взятый прямоугольник между» ЕН, НО (предложение 6), 
ибо он вдвое его больше; значит, «квадраты» на ЕН, На 
будут несоизмеримыми с дважды «взятым прямоугольником» 
между ЕН, НС (предложение 13); значит, и вместе взя- 
тые <квадраты> на ЕН, НОА и дважды «прямоугольник» 
между ЕН, НО — это же есть «квадрат» на БО (предло- 
жение 4 книги П) — будут несоизмеримы с <квадратами> 
на ЕН, НО (предложение 16). <Квадраты» же на ЕН, На 
рациональны; значит, «квадрат» на ЕО иррационален (оп- 
ределение 4). Значит, ЕС будет иррациональна. Но она и 
рациональна; это же невозможно. 

Итак, медиальная медиальную «площадь» не превышает 
на рациональную, что и требовалось доказать. 


Предложение 27 


Найти соизмеримые только в степени медиали, за- 
ключающие рациональную «площадь» (26). 

Отложим две рациональные, соизмеримые только в сте- 
пени <прямые» А, В, и возьмём для А, В 
среднюю пропорциональную С (предложение 
13 книги УП), и сделаем, чтобы как Ак В, 
таки Ск О (предложение 12 книги У| ] 
(черт. 30). | 

И поскольку А, В рациональные соизме- д бр 
римые только в степени <прямые», то значит, Ч 

\ ерт. 30. 

‹прямоугольник» между А, В, то-есть <квад- 
рат» на С, будет медиальным (предложение 21). 
Значит, С есть медиаль (предложение 21). И поскольку 
будет, что как Ак В, [так и] Ск О, «прямые» же А, В 


9* 
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соизмеримы только в степени, то значит, и С, ВР будут 
соизмеримыми только в степени (предложение 11). И С есть 
медиаль; значит, и 0) медиаль (предложение 23). Значит, 
С, О будут медиали, соизмеримые только в степени. Я ут- 
верждаю, что они и заключают рациональную «площадь». 
Действительно, поскольку как А к В, так и Ск р, то 
значит, перестановкой (предложение 16 книги У) будет, 
что как Ак С, ‹так и Вк р. Но как Ак С, Стак и» 
Ск В; и значит, как Ск В, таки ВкД (предложение 11 
книги \); значит, «прямоугольник» между С, О равен бу- 
дет <квадрату> на В (предложение 17 книги У]. `<Квад- 
рат» же на В рационален; значит, [будет] рациональным и 
«прямоугольник» между С, О. | 

Итак найдены соизмеримые только в степени медиали, 
заключающие рациональную «площадь», что и требовалось 
доказать. 


Предложение 28 


Найтя соизмеримые только в степени медцали, за- 
ключающче медиальную «площадь». 
Отложим [три] рациональные, соизмеримые только в сте- 
пени «прямые» А, В, С, и возьмём для А, В среднюю 
пропорциональную ДО (пред- 
= р ложение 13 книги \]), и сде- 
= лаем, чтобы как Вк С, так 
Е —Щ и 1) к Е (предложение 12 
книги УГ) (черт. 31). 
Черт. 31. Поскольку А, В рацио- 
нальные, соизмеримые только 
в степени <прямые», то значит, «прямоугольник» между А, В, 
то-есть «квадрат» на ДС) (предложение 21), будет медиаль- 
ным. Значит, 0) медиаль (предложение 21). И поскольку 
В, С соизмеримы только в степени, и как В к С, так 
и Ок БЬ, то значит, и О, Е соизмеримы только в степени 
(предложение 11). Но Д медиаль; значит, и Е медиаль 
(предложение 23); значит, О, Е будут медиалями, соизме- 
римыми только в степени. Вот я утверждаю, что они и 
заключают медиальную ‹площадь». Действительно, по- 
скольку как Вк С, <так и> Ок Е, то значит, переста- 


1—4 
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новкой (предложение 16 книги У), как Вкр, <так и> СкЕ. 
Как же Вк Ш), ‹так и> ОкА; и значит, как О кА, 
«так и> Ск Е; значит, «прямоугольник» между А, С равен 
«прямоугольнику> между О, Е (предложение 16 книги УП. 
«Прямоугольник> же между А, С медиален; значит, медиа- 
лен и <прямоугольник» между /), ЕЁ. 

Итак, найдены соизмеримые только в степени медиали, 
заключающие медиальную ‹площадь>, что и требовалось 
доказать. 


Лемма (27) 


Найти два квадратных числа так, чтобы и «число», со- 
ставленное из них, было квадратным (черт. 32). 

Отложим два числа АВ, ВС, пусть же они будут или 
чётными, или нечётными. И поскольку, когда от чётного 


отнимается чётное и когда от нечётного — нечётное, И 
остаток будет чётным (предложения 24, 26 кни- 
ги [Х), то значит, остаток АС будет чётным. Раз- 7 


делим АС пополам в ШО. Пусть же и АВ, ВС 
будут или подобными плоскостными «числами», р 
или квадратами, которые, конечно, и сами подобные 
плоскостные; значит, «произведение» из АВ, ВС “8 
вместе с квадратом на СД равно будет квадрату Черт. 32. 
на ВО (предложение 6 книги П). И «произведение» 

из АВ, ВС есть квадрат, поскольку уже доказано, что 
когда два подобных плоскостных «числа», умножая друг 
друга, производят что-то, то возникающее будет квадратом 
(предложение 1 книги 1Х). Значит, найдены два квадрат- 
ных числа` «именно, произведение» из АВ, ВС и «квад- 
рат> на СД, которые сложенные производят квадрат 
на А. 

И ясно, что опять найдены два квадрата, «именно» на 
ВР и на СО, так, что разность их — «прямоугольник» 
между АВ, ВС — будет квадратом, если АВ, ВС будут 
подобные плоскостные «числа». Если же они не будут по- 
добными плоскостными, то найдены два квадрата— на ВО 
и на ОС, разность которых — «прямоугольник» между АВ, 
ВС — не будет квадратом, что и требовалось доказать. 
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Лемма 


Найти два квадратных числа так, чтобы «число», со- 
ставленное из них, не было квадратным (черт. 33). 

Пусть «произведение» из АВ, ВС будет, как мы ска- 
зали, квадратным, и пусть СА чётное, и разделим СА по- 
полам <в> О. Ясно вот, что «произведение» из АВ, ВС, 
«являющееся» квадратом, вместе с квадратом на СДО равно 

/ будет квадрату на ВД (см. пред. лемму). Отаимем 

единицу ОЕ; значит, «произведение» из АВ, ВС 

и вместе с «квадратом» на СЕ будет меньше квад- 

рата на ВД. Теперь я утверждаю, что <произве- 

й р  дение» из АВ, ВС, «являющееся» квадратом (пред- 
Е ложение | книги 1Х), вместе с «квадратом» на 

СЕ не будет квадратом. 

Действительно, если оно будет квадратом, то 

р Оно или равно «квадрату» на ВЕ или меньше 
«квадрата» на ВБ, но никоим же образом не бэль- 

ше, для того, чтобы единица не делилась. Пусть, 

В если возможно, сперва «произведение» из АВ, ВС 
Черт. 33. Вместе с <квадратом> на СЕ будет равно ‹<квад- 

рату> на ВЕ, и пусть удвоенная единица будет НА. 
Поскольку теперь вся АС будет вдвое больше всей СО, 
«причём» в них АН вдвое больше ОЕ, то значит, и оста- 
ток НС будет вдвое больше остатка ЕС; значит, НС раз- 
делена в Е пополам. Значит, «произведение» из НВ, ВС 
вместе с «квадратом» на СЁ равно «квадрату» на ВЕ 
(предложение 6 книги П). Но и <произведение» из АВ, ВС 
вместе с «квадратом» на СЁ предполагается равным <квад- 
рату> на ВЕ; значит, «произведение» из НВ, ВС вместе 
с «квадратом» на СЁ равно «произведению» из АВ,.ВС 
с «квадратом» на СЕ. И после отнятия общего «квадрата» 
на СЕ оказывается АВ равным НВ; это же нелечо. Зна- 
чит, «произведение» из АВ, ВС вместе с «квадратом» 
на СЁ не равно <квадрату> на ВЕ. Вот я утверждаю, что 
оно и не меньше <квадрата> на ВЕ. Действительно, если 
возможно, пусть оно будет равно «квадрату» на ВГ, и 
пусть СА будет удвоенной ОГ. И опягь окажется, что @С 
вдвое больше СГ; так что и С@ разделилось пополам в Г, 
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и вследствие этого «произведение» из (В, ВС вместе 
с <квадратом» на /С сделается равным «квадрату» на В/ 
(предложение 6 книги П). Предполагается же, что и <про- 
изведение> из АВ, ВС вместе с «квадратом» на СЁ равно 
<квадрату> на ВГ. Так что и «произведение» из СВ, ВС 
вместе с <квадратом» на СГ равно будет ‹<произведению» 
из АВ, ВС вместе с «квадратом» на СЁ, это же нэлепо. 

Значит, «произведение» из АВ, ВС вместе с <квадра- 
том» на СЁ не будет равно «площади», меньшей «квадрата» 
на ВЕ. Доказано же, что оно не «равно» и [самому] <квад- 
рату> на ВЕ. Значит, «произведение» из АВ, ВС вместе 
с <квадратом» на СЁ не будет квадратом [хотя возможно 
и многими способами выявить вышеуказанные числа, но 
ограничимся вышесказанным, чтобы не растягивать ещё 
больше сочинение, которое и так уже велико|; это и тре- 
бовалось доказать. 


Предложение 29 


Найти две рациональные, соизмеримые только в стс- 
пени <прямые> так, чтобы в квадратах большая была 
больше меньшей на «квадрат» на соизмеримой с ней са- 
мой линейно (28). 

Отложим некоторую рациональную «прямую> АВ и два 
квадратных числа СО, ОЕ так, чтобы их разность СЁ не' 
была квадратом, и опишем на АВ 
полукруг А/В, и сделаем, чтобы как / 

ОС к СЕ, так и квадрат на ВА 
к квадрату на АГ (предложение 6, 


следствие), и соединим /В (черт. 34). 4 5 

Поскольку [теперь] будет, что що 
как «квадрат» на ВА к «квадрату» “7 Ё и 
на АГ, таки ОС к СЕ, то значит, Черт. 34. 


<квадрат> на ВА к «квадрату» на 

АГ имеет отношение как число ОС к числу СЁ; значит, <квад- 
рат> на ВА будет соизмеримым с «квадратом» на А/ (предло- 
жение 6). «Квадрат» же на АВ рационален (определение 4); 
значит, и А/ рациональна. И поскольку ОС не имеет к СЕ 
отношения, как квадратное число к квадратному числу, то 
значит, и <квадрат» на ВА к <квадрату» на АГ не имеет отно- 
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шения, как квадратное число к квадратному числу; значит, 
АВ будет линейно несоизмерима с А/ (предложение 9); зна- 
чит, ВА, АГ будут рациональными, соизмеримыми только 
в степени. И поскольку [будет], что как ОС к СЕ, так и 
«квадрат» на ВА к «квадрату» на АГ, то значит, «перево- 
рачивая» (предложение 19 книги У, следствие), как СБ 
к ОБ, так и «квадрат» на АВ к «квадрату» на ВГ. Но 
СР к ПЕ имеет отношение как квадратное число к квад- 
ратному числу; и значит, «квадрат» на АВ к «квадрату» 
на ВГ имеет отко пенче, как квадратное число к квадрат- 
ному числу; значит, АВ будет соизмерима с ВГ линейно 
(предложение 9). И «квадрат» на АВ равен квадратам 
на АГ, 1/В «вместе» (предложение 31 книги Ш; предложе- 
ние 47 книги [); значит, в квадратах АВ будзт больше 4/ 
на В! — соизмеримую с собой <прямую». 

Итак, найдены две рациональные, соизмеримые только 
в степени <прямые» ВА, АГ, так, что в квадратах большая АВ 
будет больше меньшей 4А/ на «квадрат» на ВГ, соизмери- 
мой с ней самой линейно. 


Предложение 30 


Найти две рациональные, соизмеримые только в сте- 
пени «прямые> так, чтобы в квадратах большая была 
больше меньшей на квадрат на 


7 несоизмеримой с ней самой ли- 
нейно. 

Отложим рациональную АВ и 

И 8 два квадратных числа СЁ, ЕД, 

Ё Е ] так, чтобы составленное из них 

—______ СРВ не было бы квадратом, и опи- 

Черт. 35. шем на АВ полукруг А/В, и сде- 


лаем, чтобы как ОС к СЕ, так 
и <квадрат> на БА к «квадрату» на А/ (предложение 6, 
следствие), и соединим ГВ (черт. 35). 

Подобно же вот предыдущему докажем, что ВА, А! 
будут рациональными, соизмеримыми только в степени 
«прямыми». И поскольку как ОС к СЕ, так и «квадрат» 
на ВА к «квадрату» на АГ, то значит, «переворачивая» 
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(предложение 19 книги У, следствие), как СД к ДЕ, так 
и «квадрат» на АВ к «квадрату» на ВГ (предложение 31 
книги ПШ; предложение 47 книги 1). Но СО к ДЕ не 
имеет отношения, как квадратное число к квадратному 
числу; значит, и «квадрат» на АВ к «квадрату» на В/ не 
имеет отношения, как квадратное число к квадратному 
числу; значит, АВ будет несоизмеримо с БГ линейно (пред- 
ложение 9). И в квадратах АВ болыше А/ на «квадрат» 
на /В, с ней самой несоизмеримой (предложение 31 книги Ш; 
предложение 47 книги Г. 

Итак, АВ, АГ суть рациональные, соизмеримые только 
в степени «прямые», и в квадратах АВ больше Г на 
«квадрат» на /В, несойзмеримой с ней самой линейно, 
что и требовалось доказать. 


Предложение 31 


Найти две медиали, соизмеримые только в степени, 
заключающче рациональную «площадь» так, чтобы в квад- 
ратах большая была больше меньшей на «квадрат» на 
соизмеримой с ней самой линейно (29) (черт. 36). 

Отложим две рациональные, соизмеримые только в сте- 
пени «прямые» А,.В так, чтобы А, будучи большей, была 
в квадратах более меньшей В на «квадрат» 
на соизмеримой с ней самой линейно (предло- 
жение 29). И пусть <прямоугольнику» 
между А, В будет равен <квадрат» на С. 
«Прямоугольник> же между А, В медиален; 
значит, и «квадрат» на С медиален (предло- Я @ © 2 
жение 21); значит, и С медиаль. Пусть же Черт. 36. 
<квадрату> на В будет равен <прямоуголь- 
ник> между С, Л; «квадрат» же на В рационален; рацио- 
нален, значит, и «прямоугольник» между С, Д. И по- 
скольку будет, что как Ак В, так и «прямоугольник» 
между 4, В к «квадрату» на В (предложение 21, лемма), 
но <прямоугольнику> между А, В равен «квадрат» на С, 
«квадрату» же на В равен «прямоугольник» между С, О, 
то значит, как Ак В, так и «квадрат» на С к <прямо- 
угольнику> между С, О. Как же «квадрат» на С к <пря- 
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моугольнзку» между С, О, таки С кр (предложение 21, 
лемма); и значит, как Ак В, таки Ск Ш. Но А соиз- 
мерима с В только в степени; значит, и С соизмерима с О 
только в степени (предложение 11). И С есть медиаль; 
значит, и /) медиаль (предложение 23). И поскольку 
как Ак В, ‹так и> Ск О, в квадратах же А больше В 
на «квадрат» на соизмеримой с ней самой, то значит, и С 
в квадратах больше ГД) на «квадрат» на соизмеримой с ней 
самой. 

Итак, найдены две мсдиали С, О, соизмеримые только 
в степени, заключающие рациональную ‹площадь», и в 
квадратах С больше О на «квадрат» на соизмеримой с ней 
самой линейно. 

Подобным же вот образом докажется и «что в квадра- 
тах С больше О» на «квадрат» на несоизмеримой, когда 
в квадратах А больше В на «квадрат» на несоизмеримой 
с ней самой (предложение 30). 


Предложение 32 


Найти две медиали, соизмеримые только в степени, 
заключающияе медиальную площадь так, чтобы в квад- 
ратах большая была больше меньшей на «квадрат» с ней 
самой соизмеримой (30) (черт. 37). 

Отложим три рациональные «прямые» А, В, С; соиз- 
меримые только в степени, так, чтобы в квадратах А бы- 
ла больше С на «квад- 


й д=————щ рат> с ней самой соиз- 
—м Р | меримой (предложение 29), 
=—— и пусть <прямоугольнику>» 

Черт. 37. между А, В будет равен 


«квадрат» на ДО. Значит, 
«квадрат» на /) медиален; значит, и О) будет медиалью (пред- 
ложение 21). Пусть же <прямоугольнику» между В, С будет 
равен <прямоугольник» между 0), Е. И поскольку будет, что 
как <прямоугольник> между А, В к <прямоугольнику> между 
В, С, таки АкС (предложение 21, лемма), но <прямоуголь- 
нику> между А, В равен «квадрат» на 0), ‹прямоуголь- 
нику> же между В, С равен ‹«прямоугольник> между ДО, Б, 
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то значит, будет, что как Ак С, так и «квадрат» на О 
к <«прямоугольнику> между О, Е. Как же «квадрат» на О 
к <прямоугольнику> между Д, Е, таки Ок Е; (предло- 
жение 21, лемма); и значит, как А к С, тки ОкЕ. 
Но А соизмерима с С [только] в степени. Значит, и О 
соизмерима с Е только в степени (предложение 11). 
Но О — медиаль; значит, и Е медиаль (предложение 23). И 
поскольку будет, что как Ак С,<так и> Ок Б, в квадратах 
же А больше С на «квадрат» с ней самой соизмеримой, 
то значит, и О будет в квадратах больше ЕЁ на <квадрат» 
с ней самой соизмеримой (предложение 24). Вот я утвер- 
ждаю, что «прямоугольник» между О, Е будет медиальным. 
Действительно, поскольку «прямоугольник> между В, С 
равен <прямоугольнику> между О, Е, «прямоугольник» же 
между В, С медиален [ибо В, С суть рациональные, соиз- 
меримые только в степени] (предложение 21), то и <пря- 
моугольник» ‘лежду 0), Е медиален. 

Итак, найдены две медиали 0), Е, соизмеримые только 
в степени, заключающие медиальную < площадь >, так, чго 
в квадратах болыная больше меньшей на < квадрат » с ней 
самой соизмеримой. 

Подобным же вот образом докажется опять, < что в квад- 
ратах 2) больше Е» на <квадрат > несоизмеримой, когда 
А в квадратах болыне С на «квадрат» с ней самой 
несоизмеримой (предложение 30). 


Лемма (31) 


Пусть будет прямоугольный треугольник АВС, имеющий 
«угол» А прямой, и проведём перпендикуляр АР; я 
утверждаю, что < прямоугольник » между СВ, ВО будет 
равен < квадрату > на ВА, < прямоугольник > же между 
ВС, СО равен < квадрату» на СА, и «прямоугольник > 
между ВО, ОС равен <квадрату» на АД, и ещё < пря- 
моугольник > между ВС, АД равен [будет] < прямоуголь- 
нику > между ВА, АС (черт. 38). 

И сперва, что < прямоугольник > между СВ, ВО равен 
[будет] <квадрату >» на ВА. 
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Действительно, поскольку в прямоугольном треуголь- 
нике из прямого угла к основанию проведён перпендику- 
ляр АД, то значит, АВР, АРС будут треугольники, по- 
добные и всему АВС и между собой (предложение 8 
книги \]). 

И поскольку треугольник АВС подобен треугольнику 
АВО, то значит, будет, что как СВ к ВА, так и ВА к ВО 
(предложение 4 книги УГ); значит, < прямоугольник» между 

р СВ, ВР будет равен < квадрату > на 
гие ----——— АВ (предложение 17 книги \!]). 

Вследствие того же вот и < пря- 
моугольник > между ВС, СО будет 
равен < квадрату > на АС. 

И поскольку, когда в прямоуголь- 

`` ном треугольнике из прямого угла 

Черт. 38. проведён перпендикуляр, проведённая 
«прямая» будет средней пропорцио- 

нальной между отрезками основания (предложение 8, след- 
ствие книги \[), то значит, будет, что как ВО к ЛА, так 
и АР к ШОС; значит, < прямоугольник >» между ВО, ОС 
будет равен < квадрату > на ДА (предложение 17 книги УП. 

Я утверждаю, что и < прямоугольник > между ВС, АР 
будет равен < прямоугольнику > между ВА, АС. Действи- 
тельно, поскольку, как мы сказали, АВС будет подо- 
бен АВШ, то значит, будет (предложение 4 книги УП, 
что как ВС к СА, так и ВА к АР [если же четыре пря- 
мые пропорциональны, то < прямоугольник > между крайними 
равен < прямоугольнику > между средними]. Значит, < пря- 
моугольник > между ВС, АР равен < прямоугольнику > 
между ВА, АС (предложение 16 книги У\1), что и требо- 
валось доказать. 


Предложение 33 


Найти две несоизмеримые в степени прямые, образую- 
щие составленную из квадратов на них ‹площадьУ 
рациональную, < прямоугольние > же между ними меди- 
альный. 

Отложим две рациональные < прямые» АВ, ВС, соиз- 
меримые только в степени, так, чтобы в квадратах большая 
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АВ была больше меньшей ВС на < квадрат >» с ней самой 
несоизмеримой (предложение 30), и рассечём ВС пополам 
в Д, и приложим к АВ равный <квадрату» на каждой из 
ВР, ОС параллелограмм с недостатком в виде квадрата 
(предложение 28 книги УГ), и пусть это будет < прямо- 
угольник> между АЕ, ЕБ, и опишем на АВ полукруг А/В, 
и проведём Е] под прямыми < углами >» к АВ, и соединим 
АГ, [В (черт. 39). 

И поскольку будут [две] неравные прямые АВ, ВС, и 
в квадратах АВ более ВС на < квадрат» с ней самой не- 
соизмеримой, и.к АВ приложен равный четверти <квадрата» 


/ 

——— 

я Е р 6 
Черт. 39. 


на ВС, то-есть «квадрату» на её половине, параллелограмм 
с недостатком в виде квадрата, и он образует < прямо- 
угольник > между АЕ, ЕВ, то значит, АЁ будет несоизме- 
римой с ЕВ (предложение 18). И как АБ к ЕВ, так и 
< прямоугольник» между ВА, АЁ к <прямоугольнику> между 
АВ, ВЕ, «прямоугольник > же между ВА, АЕ равен < квад- 
рату> на А/, < прямоугольник» же между АВ, ВЕ < квадрату > 
на ВГ; значит, < квадрат > на 4/ будет несоизмерим с < квад- 
ратом >» на /В; значит, АГ, Г/В будут несоизмеримы в сте- 
пени (предложение 11). И поскольку АВ рациональна, то 
значит, будет рациональным и < квадрат» на АВ; так что 
и составленная из < квадратов» на АГ, [В ‹площадь >» 
будет рациональна (предложение 47 книги Г). И затем, 
поскольку < прямоугольник > между АЕ, ЕВ равен < квад- 
рату > на ЕГ, предполагается же «прямоугольник» между 
АЕ, ЕВ равным и «квадрату > на ВО, то значит, /Е равна 
будет ВД; значит, ВС вдвое больше /Е; так что и <пря- 
моугольник > между АВ, ВС будет соизмерим с <прямо- 
угольником» между АВ, Е! (предложение 6). <Прямоугольник> 
же между АВ, ВС медиален (предложение 21); значит, и 
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«прямоугольник >» между АВ, Е!Г медиален (предложение 
23, следствие). «Прямоугольник > же между АВ, Е! равен 
< прямоугольнику > между АГ, ГВ (лемма); значит, медиален 
и < прямоугольник > между АГ, Г[В. Доказано же, что со- 
ставленная из квадратов на них <площадь будет» и ра- 
циональной. 

Итак, найдены две несоизмеримые в степени прямые АГ, 
[В, образующие составленную из квадратов на них <пло- 
щадь» рациональную, «прямоугольник» же между ними меди- 
альный, что и требовалось доказать (32). 


Предложение 34 


Найти две прямые, несоизмеримые в степени, обра- 
зующие составленную из квадратов на них < площадь >» 
медиальную, < прямоугольник» же между ними рацио- 
нальный (33). 

Отложим две медиали АВ, ВС, соизмеримые только 
в степени, заключающие между собой рациональный < пря- 


1 


/ В Ё 1й 
Черт. 40. 


моугольник ›, так, чтобы в квадратах АВ была больше 
ВС на < квадрат >» с ней самой несоизмеримой (предложе- 
ние 31), и опишем на АВ полукруг АДВ, и рассечём ВС 
пополам в ЕЁ, и приложим к АВ равный < квадрату > на ВЕ 
параллелограмм с недостатком в виде квадрата (предложе- 
ние 28 книги УГ), именно < параллелограмм > между ДГ, [В; 
значит, АГ [будет] несоизмерима с /В линейно (предложе- 
ние 18). И проведём из / под прямыми < углами» к АВ 
< прямую > ГО, и соединим АО, ОВ (черт. 40). 
Поскольку АГ несоизмерима с /В, то значит, и < прямо- 
угольник > между ВА, АГ будет несоизмерим с < прямоуголь- 
ником > между АВ, В/ (предложение 11). < Прямоугольник > же 
между ВА, АГравен < квадрату > на АД, < прямоугольник » же 
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между АВ, ВГ — «квадрату» на ОВ (предложение 32, 
лемма); значит, и «квадрат» на АД будет несоизмерим 
с «квадратом > на ДВ. И поскольку квадрат на АВ медиа- 
лен, то значит, медиальна и составленная из < квадратов » 
на АД, ОВ ‹ площадь » (предложение 31 книги Ш; предло- 
жение 47 книги Г). И поскольку ВС вдвое болыше ПГ, то 
и < прямоугольник > между АВ, ВС вдвое больше < пря- 
моугольника > между АВ, ГО. < Прямоугольник » же между 
АВ, ВС рационален; значит, рационален и < прямоугольник >» 
между АВ, ГО (предложение 6). < Прямоугольник > же между 
АВ, ГО равен < прямоугольнику > между АД, ОВ (предло- 
жение 32, лемма); так что.и < прямоугольник > между АД, 
ОВ будет рационален. 

Итак, найдены две прямые АД, ОВ, несоизмеримые 
в степени, образующие составленную из квадратов на них 
< площадь > медиальную, < прямоугольник > же между ними 
рациональный, что и требовалось доказать. 


Предложение 35 


Найти две прямые, несоизмеримые в степени, образу- 
ющие составленную из квадратов на них < площадь > ме- 
диальную и < прямоугольник > между ними медиальный 
иещё несоизмеримый с составленной из квадратов на них 
< площадью >» (34). 


В Ё ГА 
Черт. 41. 


Отложим две медиали АВ, ВС, соизмеримые только 
в степени, заключающие медиальную < площадь >», так, чтобы 
в квадратах АВ была больше ВС на «квадрат» с ней 
самой несоизмеримой (предложение 32), и опишем на АВ 
полукруг АРВ, и сделаем всё остальное подобно тому как 
выше (черт. 41). 
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И поскольку А/ несоизмерима с /В линейно, и АД будет 
несоизмерима с ДВ в степени (предложение 11). И поскольку 
«квадрат» на АВ медиален, то значит, медиальной будет 
и составленная из < квадратов» на АР, ДВ < площадь » 
(предложение 23, следствие). И поскольку < прямоугольник » 
между АГ, [В равен квадрату на каждой из ВЕ, ГУ, 
то значит, ВЕ будет равна ОГ; значит, ВС вдвое больше [/), 
так что и < прямоугольник > между АВ, ВС будет вдвое 
больше < прямоугольника > межлу АВ, Ш. < Прямоуголь- 
ник > же между АВ, ВС медиален; значит, медиален и 
< прямоугольник > между АБ, Ш. Ион равен < прямоуголь- 
нику > между АД, ОВ (предложение 32, лемма); значит, и 
< прямоугольник > между АР, ОВ медиален. И поскольку АВ 
несоизмерима с ВС линейно, СВ же соизмерима с ВЕ, то 
значит, и АБ несоизмерима с ВЕ линейно (предложение 13); 
так что и < квадрат > на АВ будет несоизмерим с < прямоуголь- 
ником > между АВ, ВЕ (предложение 21, лемма; предложе- 
ние 11). Но < квадрату > на АВравны < квадраты » на АД, ДВ 
(предложение 47 книги Г), < прямоугольнику > же между 
АВ, ВЕ равен < прямоугольник > между АВ, Г), то-есть 
< прямоугольник > между АД, ОВ; значит, составленная из 
«квадратов > на АД, ОВ ‹ площадь > будет несоизмерима 
с < прямоугольником > между АД, ДВ. 

Итак, найдены две прямые АД, ОВ, несоизмеримые 
в степени, образующие ‚составленную из квадратов на них 
«площадь > медиальную, и < прямоугольник > между ними 
медиальный, и ещё несоизмеримый с составленной из квад- 
ратов на них площадью, что и требовалось доказать. 


Предложение 36 


Если составляются две рациональные, соизмеримые 
только в степени прямые, то целая будет иррациональ- 
ной; пусть она называется биномиалью *) (35). 

Пусть составляются две рациональные, соизмеримые 
только в степени < прямые >» АВ, ВС; я утверждаю, что це- 
лая АС будет иррациональной (черт. 42). 


*) Ех 000 оуошалюу — из двух имён; в латинском переложении 
ех аиоБиз пошии$; правильнее было бы название «биноминаль». 
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Действительно, поскольку АВ несоизмерима с ВС ли- 
нейно (ибо они соизмеримы только в степени), как же АВ 
к ВС, так и < прямоугольник > между АВ, ВС к <квад- 
рату > на ВС (предложение 21, лемма), то значит, прямо- 
угольник между АВ, ВС будет несоизмерим с < квадратом >» 
на ВС (предложение 11). Но с < прямоугольником > между 
АВ, ВС соизмерим дважды взятый < прямоугольник > между 


И Г) [А 
————ы—— 
Черт. 42. 


АВ, ВС (предложение 6), с < квадратом > же на ВС соиз- 
меримы < квадраты › на АВ, ВС < вместе»; ибо АВ, ВС 
суть рациональные < прямые ›, соизмеримые только в сте- 
пени (предложение 15); значит, дважды взятый < прямоуголь- 
ник > между АВ, ВС несоизмерим с < квадратами > на АВ, 
ВС (предложение 13). И, «присоединяя», дважды взятый 
< прямоугольник > между АВ, ВС вместе с < квадратами >» 
на АВ, ВС, то-есть квадрат на АС (предложение 4 книги П]), 
несоизмерим будет с составленным из < квадратов» на АВ, ВС 
(предложение 16). Составленное же из < квадратов > на 
АВ, ВС рационально; значит, < квадрат > на АС [будет] 
иррациональным (определение 4); так что и АС будет 
иррациональной; пусть она называется биномиалью, что и 
требовалось доказать. 


Предложение 37 


Если составляются две соизмеримые только в сте- 
пени медиали, заключающие рациональную < площадь >, 
то целая будет иррациональной; пусть она называется 
первой бимедиалью *). 

Пусть составляются две соизмеримые только в степени 
медиали АВ, ВС, заключающие рациональную < площадь » 
(предложение 27); я утверждаю, что целая АС будет ирра- 
циональной (черт. 43). 


*) &х 050 шёсфу пофтт — из двух медиалей первая. 


10 Евклид 
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Действительно, поскольку АВ несоизмерима с ВС 
линейно, то значит, и < квадраты > на АВ, ВС будут несоиз- 
меримы с дважды взятым < прямоугольником > между АВ, 
ВС; и, «присоединяя» < квадраты » на АВ, ВС вместе с дважды 
взятым < прямоугольником > между АВ, ВС (а это будет 


А [1] ГА 
———— 
Черт. 43. 


<квадрат > на АС) (предложение 4 книги П), несоизмеримы 
с «прямоугольником > между АВ, ВС (предложение 16). 
<Прямоугольник > же между АВ, ВС рационален, ибо 
АВ, ВС предполаггются заключающими рациональную 
< площадь »; значит, иррационален < квадрат > на АС; значит, 
иррациональна АС (определение 4); пусть она называется 
первой бимедиалью; что и требовалось доказать. 


Предложение 38 


Если составляются 0ве соизмеримые только в сте- 
пени медиали, заключающие медиальную площадь, то 
целая будет иррациональной; 

ь———/ пусть она называется второй 
я А ^^ бимедиалью *). 

Пусть составляются две со- 
измеримые только в степени 
медиали АВ, БС, заключающие 

Ё / медиальную < площадь» (пред- 
ложение 28); я утверждаю, что 
АС будет иррациональной 
(черт. 44). 

Действительно, отложим рациональную < прямую > ОЕ 
и приложим к ОЕ равный < квадрату > на АС ‹параллело- 
грамм > ОГ, производящий ширину ОН (предложение 44 


Черт. 44. 


+) 2х 650 рёсюу деотёря — из двух медиалей вторая. 
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книги Г). И поскольку < квадрат > на АС равен < квадратам » 
на АВ, ВС и дважды взятому < прямоугольнику > между 
АВ, ВС < вместе» (предложение 4 книги П), то вот при- 
ложим к ОЕ равный < квадратам > на АВ, ВС < параллело- 
грамм > ЕС; значит, остаток @1 будет равен дважды взя- 
`тому < прямоугольнику > между АВ, ВС. И поскольку каждая 
из АВ, ВС медиаль, то значит, будут медиальными и < квад- 
раты > на АВ, ВС. Медиальным же по предположению 
будет и дважды взятый < прямоугольник > между АВ, ВС. 
И <квадратам > на АВ, ВС равен ЕО, дважды же взятому 
< прямоугольнику > между АВ, ВС равен СГ; значит, каж- 
дый из ЕО, СГ будет медиальным. И прилагаются они 
к рациональной ОЕ; значит, каждая из ОО, @Н будет 
рациональной и несоизмеримой с ДЕ линейно (предложе- 
ние 22). Поскольку теперь АВ несоизмерима с ВС линейно, 
и будет, что как АВ к ВС, так и < квадрат > на АВ к < пря- 
моугольнику > между ИВ, ЕС (предложение 21, лемма), 
то значит, < квадрат> на АВ несоизмерим с < прямоуголь- 
ником > между АВ, ВС (предложение 11). Но с <квадра- 
том > на АВ соизмерима составленная из квадратов на 
АВ, ВС < площадь > (предложение 15), с < прямоугольни- 
ком > же между АВ, ВС соизмерим дважды взятый < пря- 
моугольник > между АВ, ВС (предложение 6). Значит, соста- 
вленная из < квадратов > на АВ, ВС < площадь > будет не- 
соизмерима с дважды взятым < прямоугольником > между 
АВ, ВС (предложение 13). Но <квадралам >» на АВ, ВС 
равен Е, дважды же взятому <«прямоугольнику > между 
АВ, ВС равен СГ. Значит, ЕС будет несоизмерим с СГ; 
так что и ОС будет несоизмерима с @Н линейно (предло- 
жение 11; предложение 1 книги УГ). Значит. Да, СН 
будут рациональными соизмеримыми только в степени. Так 
что ОН иррациональна (предложение 36). Но ДЕ рацио- 
нальна; прямоугольник же, заключённый между иррацио- 
нальной и рациональной, будет иррациональным (предложе- 
ние 20); значит, иррациональной будет площадь ОГ, и 
квадрирующая [её] будет иррациональной (определение 4). 
Но ОГ квадрируется ‹прямой> АС; значит, АС будет 
иррациональна, пусль она называется второй бимедиалью. 
что и требовалось доказать. 


10* 
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Предложение 39 


Если составляются две прямые, несоизмеримые в степе- 
ни, делающие составленное из квадратов на них рациональ- 
ным, прямоугольник же между ними медиальным, то целая 
прямая будет иррациональна; пусть она называется большей. 

Пусть составляются две прямые АВ, ВС, несоизмеримые 
в степени, выполняя предложенное (предложение 33); я 
утверждаю, что АС будет иррациональной (черт. 45). 


И В Г 
———_ 
Черт. 45. 


Действительно, поскольку < прямоугольник >» между АВ, 
ВС медиален, то [значит] и дважды взятый < прямоуголь- 
ник > между АВ, ВС будет медиальным (предложения 6, 
23, следствие). Составленное же из < квадратов > на АВ, ВС 
рационально; значит, дважды взятый < прямоугольник > меж- 
ду АВ, ВС несоизмерим с составленным из < квадратов » на 
АВ, ВС (определение 4); так что и < квадраты > на АВ, ВС 
вместе с дважды взятым < прямоугольником > между АВ, ВС— 
это же будет ‹<квадрат>» на АС (предложение 4 книги 
|) — будут несоизмеримы с составленным из < квадратов >» 
на АВ, ВС (предложение 16) [составленное же из «квадратов» 
на АВ, ВС рационально]; значит, < квадрат» на АС иррацио- 
нален. Так что и АС будет иррациональной (определение 4); 
пусть она называется большей; что и требовалось доказать. 


Предложение 40 


Если составляются две прямые, несоизмеримые в сте- 
пени, делающие сумму квадратов на них медиальной, пря- 
моугольник же между ними рациональным, то целая пря- 
мая будет иррациональной; пусть она называется рацио- 
нально и медиально квадрирующей *). 


*) Отсоу хай вЕвоу боуащУТ. 
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Пусть составляются две прямые АВ, ВС, несоизмери- 
мые в степени, выполняя предложенное (предложение 34); 
я утверждаю, что АС будет иррациональной (черт. 46). 

Действительно, поскольку составленное из <квад- 


ратов> на АВ, ВС медиально, дважды же взятый й 
«прямоугольник» между АВ, ВС рационален, то 
значит, составленное из «квадратов» на АВ, ВС 
будет несоизмеримо с дважды взятым <прямоуголь- 7,1 
ником» между АВ, ВС; так что и «квадрат» на 
АС несоизмерим с дважды взятым «прямоуголь- С 


ником> между АВ, ВС (предложение 16). Дважды черт. 46. 
же взятый «прямоугольник» между АВ, ВС рацио- 

нален; значит, «квадрат» на АС иррационален. Значит, АС 
будет иррациональна (определение 4); пусть она называется 
рационально и медиально квадрирующей; что и требовалось 
доказать. 


Предложение 41 


Если составляются две прямые, несоизмеримые в сте- 
пени, делающие сумму квадратов на них медиальной и 
«прямоугольник» между ними медиальным и, кроме того, 

й несоизмеримым с суммой квадратов на 

й них, то целая прямая будет иррацио- 

и 7 нальной; пусть она называется бимедиально 
жвадрирующей. 

Пусть составляются две прямые АВ, 

ВС, несоизмеримые в степени, выполняя 

7 [ предложенное (предложение 35); я утвер- 

И р 6 ждаю, что АС будет иррациональной 

——__ > (черт. 47). 

Черт. 47. Отложим ‚рациональную ДОЁЕ и прило- 

жим к ОЕ <параллелограмм» ОГ, равный 

<квадратам> на АВ, ВС, и <параллелограмм» НО, равный удво- 

енному «прямоугольнику> между АВ, ВС; значит, весь Да 

будет равен квадрату на АС (предложение 4 книги П]). И по- 

скольку составленное из «квадратов» на АВ, ВС медиально и 

равно ДГ, то значит, и ОГ будет медиальным. И ол прила- 

гается к рациональной ДЕ; значит, ОН будет рациональной 

и несоизмеримой с ДЕ линейно (предложение 22). На том же 
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вот основании и НК будет рациональной и несоизмеримой 
линей 1о с НГ, то-есть с ОЕ. И поскольку несоизмеримы <вме- 
сте взятые квадраты» на АВ, ВС с дважды взятым <прямо- 
угольником» между АВ, ВС, то ПОГ будет несоизмерим 
с НО; так что и ОН несоизмерима с НК (предложение 11; 
предложение 1 книги У). И они рациональны; значит, ДН, НК 
будут рациональными, соизмеримыми только в степени; зна- 
чит, ОК будет иррациональной, так называемой биномиалью 
(предложение 36). Но ДЕ рациональна; значит, ОО будет 
иррациональным, и его квадрирующая будет иррациозальной 
(определение 4). Квадрируется же ОО «прямой» АС; зна- 
чит, АС будет иррациональной; пусть она называется 0и- 
медиально квадрирующей; что и требовалось доказать. 


Лемма 


А что упомянутые иррациональности единственным обра- 
зом разделяются на прямые, из которых <как> производя- 
щих складыва‘отся предложенные виды, докажем, предпо- 
слав такую леммочку: 

Отложим прямую АВ и рассечём всю её на неравные 
«части» в каждой из <точек» С, О, предположим АС боль- 
шей, чем ОВ; я утверждаю, что «квадраты» на АС, СВ 
б)тьше «квадратов» на АД, ОВ (черт. 48). 


— 
И ЕС В 
Черт. 48. 


Действительно, рассечём АВ пополам в Е. И поскольку 
АС больше ДВ, то отнимем об:цую «часть» ДОС; значит, 
`остаток АД будет больше остатка СВ. Но АЕ равчно ВВ; 
зтачит, ОЕ меньше ЕС; значит, точки С, О не одинаково 
удалены от делящей пополам. И поскольку «прямоуголь- 
ник> между АС, СВ вместе с «квадратом» на ЕС ра- 
вел «квадрату» на ЕВ, но вместе с тем и «прямоугольник» 
между А), ДВ с «квадратом» на ОЕ равен <квадрату» 
на ЕВ (предложение 5 княги П), то значит, <прямоуголь- 
ник> между АС, СВ вместе с «квадратом» на ЕС равен 
‹прямоугольнику> между АР, ОВ вместе с «квадратом» 
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на ОДЁ; из них «квадрат» на ДЕ меньше <квадрата> на БС; 
и значит, остаощийся «прямоугольник> межлу АС, СВ бу- 
дет меньше «прямоугольника» между АР, ОВ. Так что 
и дважды «прямоугольник» между АС, СВ будет меньше 
дважды «прямоугольника» мэжду АО, ОВ. И значит, оста- 
ток, составленный из «квадратов» на АС, СВ, будет 


больше составленного из «квадратов» на АД, ОВ, что и 
требовалось доказать (36, 37). 


Пр>дложение 42 


Биномиаль разделяется. на рациэналя*) только в 00- 
ной точке (38). 
Пусть будет биномиаль АВ, разделённая на радионали 
в С; значит, АС, СВ будут рациональные ‹<прямые», со- 
измеримые только в степени (предложение 36). р. 
Я утвержзаю, что ДВ в иной точке не разделяется 
на две рациональные, соизмеримые только в степени 
«прямые» (черт. 49). 7 
Действительно, если возможно, то пусть она 
будет разделена. и в Д так, что и АД, ОВ будут 


[А 
рациональными, соизмеримыми только в степени 
«прямыми». Ясно вот, что АС не будет тождествен- 
ной с ОВ. Действительно, если возможно, пусть |. 


будет. Тогда и АД будет тождественной с СВ; и Чеот. 49 
будет, что как АС к СВ, таки ВО к ПА, и рт. >. 
будет АВ ив ДО рассечённой тем же самым сече- 

нием, что в С; этого же не предполагается. Значит, АС не 
будет тождественной с ОВ. Тогда вследствие этого и точ- 
ки С, О не одинаково удалены от делящей пополам (лемма). 
Значит, чем «вместе взятые квадраты» на АС, СВ рэз- 
нятся от «вместе взятых квадратов» на АД, ДВ, тем 
и дважды «прямоугольник» между АД, ОВ разнится от 
дважды «прямоугольняка> между АС, СВ, вследствие того, 
что и «квадраты» на АС, СВ вместе с дважды <прямо 


*) т& дузиала — буквально «имена». Поскольку «имеющий имя» 
по греческой терминологии тождественно с «рациональным», то 


здесь и в дальнейшем мы будем переводить этот термин словом 
«рациональ». 
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угольником> между АС, СВ, и «квадраты» на АД, ОВ 
вместе с дважды <прямоугольником> между АД, ОВ равны 
будут «квадрату» на АВ (предложение 4 книги ИП). Но 
«квадраты» на АС, СВ разнятся от <квадратов> на АД, 
ОВ на рациональную «величину», ибо и те и другие ра- 
циональны; значит, и дважды «прямоугольник» между АД, 
ОВ на рациональную «величину» разнится от дважды <пря- 
моугольника> между АС, СВ, будучи ‹оба> медиальными 
(предложение 21); это же нелепо, ибо медиаль не прево- 
сходит медиали на рациональную «величину» (предложе- 
ние 26). 

Итак, биномиаль в одной и другой точке не разде- 
ляется; значит, только в одной, что и требовалось доказать. 


Предложение 43 


Первая бимедиаль разделяется только в одной точке. 
Пусть будет первая бимедиаль АВ, разделённая в С 
так, что АС, СВ будут медиалями, соизмеримыми только 
в степени, заключающими рациональ- 
ЯР р ную «площадь»; я утверждаю, что 
АВ в иной точке <так» не разде- 
Черт. 50. 

ляется (черт. 50). 

Действительно, пусть, если возможно, она будет раз- 
деляться и в О так, что и АД, ОВ будут медиалями, 
соизмеримыми только в степени, заключающими рациональ- 
ную «площадь». Поскольку теперь, чем дважды <прямо- 
угольник» между АД, ОВ разнится от дважды ‹прямо- 
угольника> между АС, СВ, тем и «вместе взятые квалд- 
раты> на АС, СВ разнятся от <вместе взятых квадратов» 
на АД, ОВ; но дважды «прямоугольник» между АО, ОВ 
разнится рациональным от дважды ‹прямоугольника> между 
АС, СВ, ибо оба рациональны; значит, и «квадраты» на 
АС, СВ рациональным разнятся от «квадратов» на АД, ОВ, 
будучи <сами> медиальными; это же нелепо (предложе- 
ние 26). 

Итак, первая бимедиаль не делится в одной и другой 
точке на рационали; значит, только в одной, что и требо- 
валось доказать. 
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Предложение 44 


Вторая бимедиаль разделяется только в одной точке. 
Пусть будет вторая бимедиаль АВ, разделённая в С 
так, что АС, СВ будут медиалями, соизмеримыми только 
в степени, заключающими 
И р Г 08 

медиальную «площадь» (пред- но 
ложение 38); ясно вот, 


. Е м © № 
что С не будет делящей по- 
не будут линейно соизмери- / дит у) 


мыми. Я утверждаю, что АВ 
в ИНОЙ точке <так» не раз- Черт. 51. 
деляется (черт. 51). 

Действительно, пусть, если возможно, она будет раз- 
деляться и в ДО так, что АС не будет тождественной 
с РВ, но <пусль будет» АС по предположению большей; 
ясно вот, что и «вместе взятые квадраты» на АД, ДВ, 
как мы доказали выше (предложение 41, лемма), меньше 
‹вместе взятых квадратов» на АС, СВ; и АР, ОВ будут 
соизмеримыми только в степени медиалями, заключающими 
медиальную ‹<площадь». И отложим рациональную ЕГ, и 
приложим к Е] равный <квадрату> на АВ прямоугольный 
параллелограмм ЕА, отнимем же ЕН, равный <квадратам» 
на АС, СВ; значит, остаток СК будет равен дважды <пря- 
моугольнику> между АС, СВ (предложение 4 книги ИП). 
Затем, отнимем Е/, равный <квадратам» на АД, ОВ, ко- 
торые по доказанному меньше <квадратов> на АС, СВ; 
значит, и остаток МК равен дважды ‹прямоугольнику>» 
между АД, ОВ. И поскольку «квадраты» на АС, СВ ме-. 
диальны, то значит, медиален [и] ЕН. И он прилагается 
к рациональной ЕГ; значит, ЕС будет рациональной и не- 
соизмеримой с Е{ линейно (предложение 22). Вследствие 
того же вот и СМ будет рациональной и несоизмеримой 
с Е! линейно (предложение 22). И поскольку АС, СВ ме- 
диали, соизмеримые только в степени, то значит, и АС 
будет несоизмерима с СВ линейно. Как же АС к СВ, так 
и <квадрат> па АС к «прямоугольнику» между АС, СВ 
(предложение 21, лемма); значит, «квадрат» на АС несо- 
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измерим будет с «прямоугольником» между АС, СВ (пред- 
ложезие 11). Но с <квадратом» на АС соизмеримы <вме- 
сте взятые квадраты» на АС, СВ; ибо АС, СВ соизмеримы 
в степени. С «прямоугольником» же между АС, СВ соиз- 
мерим дважды «прямоугольник» между АС, СВ (предло- 
жечие 6). И значит, «квадраты» на АС, СВ будут несоиз- 
меримы с дважды «прямоугольником> между АС, СВ 
(предложение 13). Но <квадратам» на АС, СВ равен будет 
ЕН, дважды же «‹прямоугольнику> между АС, СВ равен 
СК; значит, ЕН будет несоизмеримым с СКА; так что и ЕС 
будет линейно несоизмерима с СМ (предложение 1 книги У, 
предложение 11 книги Х). И они рациональны; значит, ЕС, 
СМ будут рациолальные ‹прямые», соизмеримые только 
в степени. Если же составляются две рациональные, соиз- 
меримые только в степени <прямые», то целая будет ир- 
рациональной так называемой биномналью (предложение 36); 
значит, ЕМ№ будет биномиалью, разделённой в @. Тем же 
вот самым образом докажется, что и ЕМ, ММ <являются» 
рациональными, сочзмеримыми только в степени; и ЕМ бу- 
дет биномиалью, разделённой в одной и другой точках — 
С и М, и не будет ЕС тождественной с ММ, потому что 
«квадраты» на АС, СВ будут больше <квадратов> на АД, 
ОВ. Но <квадраты» на АД, ОВ больше дважды <прямо- 
угольника> между АД, ДВ; значит, тем более и <квад- 
раты> на АС, СВ, то-есть ЕН, будут больше дважды 
«прямоугольника» между АР, ОВ, то-есть МК; так что` 
и ЕС будет больше ММ (предложение 1 книги У). Зна- 


чит, ЕО не будет тождественной с ММ, что и требэва- 
лось доказать. 


Предложение 45 


«Большая» «иррациональная» разделяется только 
в Одной и той же точке. 

Пусть будет «большая» иррациональная АВ, разделён- 
ная в С так, что АС, СВ будут несоизмеримыми в сте- 
пени, делающими составленное из квадратов на АС, СВ 
рациональным, «прямоугольник» же между АС, СВ медиаль- 
ным (предложение 39); я утверждаю, что АВ в иной 
точке <так> не разделяется (черт. 52). 
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Дейсгвительно, пусть, если возможно, она будет разде- 
ляться и в ДО так, что АР, ОВ будут несоизмеримыми в 
степени, делающими составленное из <квадратов» на 40), ОВ 
рациональным, «прямоугольник» же между ними медиаль- 
ным. И поскольку чем разнятся «вместе взятые 


квадраты> на АС, СВ от <квадрагов» на АД, ОВ, й 
тем разнится и дважды «прямоугольник» между АД, 
ОВ от дважды ‹прямоугольника> между АС, СВ р 


(предложение 41, лемма), но <вместе взятые квадра- 
ты» на АС, СВ рациональным превосходят <вместе А 
взятые квадраты» на АД, ОВ, ибо оба рациональны; 
значит, и дважды «прямоугольник» между АД, ДВ 
рациональным превосходит дважды «прямоугольник» Г; 
между АС, СВ, будучи <оба> медиальными; это 

же невозможно (предложение 26). Значит, «боль- Черт. 52. 
шая» не разделяется в одной и другой точке; 


ззачит, она разделяется только в одной и той же, что и 
требрвалось доказать. 


Предложение 46 


Рационально и медиально квадрирующая разделяется 
толью) в одной тоцке. 

Пусть будет рационачьно и медиально квадрирующая 
АВ, разделённая в С так, что АС, СВ будут несоизмери- 
мыми в степени, делающими составленное из «квадратов» 

и На АС, СВ медиальным, дважды же <прямоугольник> 

между АС, СВ рациональным (предложение 40); 
я утверждаю, что АВ в иной точке <так> не раз- 

р  деляется (черт. 53). 

Действительно, пусть, если возможно, она будет 

р  разделяться и в О так, что АР, ОВ будут несо- 

измеримыми в степени, делающими составлен ое 

из «квадратов» на АД, ОВ медиальным, дважды 

ий же ‹прямоугольник> между АР, РВ рациональ- 
Черт. 53. НЫМ. Поскольку теперь чем разнится дважды <пря- 
моугольник> между АС, СВ от дважды ‹«прямоуголь- 

ника» между АД, ОВ, тем разнятся и <вместе взятые квад- 
раты> на АД, ОВ от «квадратов» на АС, СВ, дважды 
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же «прямоугольник» между АС, СВ рациональным превос- 
ходит дважды ‹«прямоугольник> между АД, ОВ, значит, и 
«квадраты» на АД, ОВ рациональным превосходят <квадраты» 
на АС, СВ, будучи медиальными; это же невозможно 
(предложение 26). Значит, рационально и медиально квад- 
рирующая не разделяется в одной и другой точке. Зна- 
чит, она разделяется в одной точке, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 47 


Бимедиально квадрирующая разделяется только в од- 
ной точке. 
Пусть будет [бимедиально квадрирующая] АВ, разделён- 
ная в С, так что АС, СВ будут несоизмеримыми в степени, де- 
лающими составленное из <квадратов> 
д Е №5 № на АС, СВ медиальным и <прямо- 
угольник> между АС, СВ медиаль- 
ным и ещё несоизмеримым с соста- 
вленным из ‹<квадратов> на них 
(предложение 41). Я утверждаю, что 
р АВ не разделяется в иной точке, 
выполняя предложенное (черт. 94). 
Действительно, пусть, если воз- 
/ [И К можно, она будет разделяться ив ДО, 
Ч так что, конечно, опять АС не будет 
ерт. 54. . 
тождественнбй с ДВ, но «пусть 
будет> АС по предположению боль- 
шей; и отложим рациональную «прямую> ЕГ, и прило- 
жим к Е[ равную «вместе взятым квадратам» на АС, 
СВ <площадь> ЕН, дважды же ‹прямоугольнику» между. 
АС, СВ равную площадь» СК; значит, весь ЕК будет рав- 
ным квадрату на АВ (предложение 4 книги П). Вот затем 
приложим к Е{ равную «вместе взятым квадратам» на АД, 
ОВ <площадь> ЕГ; значит, остающийся дважды <прямо- 
угольник> между АД, ОВ будет равен остающейся <пло- 
щади> МК. И поскольку составленное из «квадратов» на 
АС, СВ предполагается медиальным, то значит, медиальным бу- 
дет и ЕН. И он прилагается к рациональной ЕГ; значит, 
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СЕ будет рациональной и несоизмеримой с Е/ линейно 
(предложение 22). На основании того же вот и СМ будет 
рациональной и несоизмеримой с Е/ линейно. И поскольку 
составленное из «квадратов» на АС, СВ несоизмеримо 
с дважды «прямоугольником» между АС, СВ, то значит, 
и ЕН будет несоизмерим с НМ; так что и ЕС будет несоизме- 
рима с СМ (предложение 11; предложение 1 книги УГ. И они 
рациональны; значит, Е, О М будуг рациональными, соизмери- 
мыми только в степени <прямыми>; значит, Е/№ будет бино- 
миалью , разделённой в С (предложение 36). Подобным же вот 
образом докажем, что она разделится и в М. И не будет ЕЦ 
тождественной с ИМ; значит, биномиаль разделилась в одной 
и другой точке; это же невозможно (предложение 42). Значит, 
бимедиально квадрирующая не разделяется в одной и другой 
точке; значит, она разделяется в одной только [точке |. 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВТОРЫЕ 


1. Если предложена рациональная «прямая» и биномиаль 
` разделена на две рационали, из которых бблышная рацио- 
наль будет в квадратах более меньшей на «квадрат» на 
линейно с собой соизмеримой <прямой>, то, когда болышая 
рациональ соизмерима будет линейно с отложенной рациональ- 
ной, пусть [вся] «биномиаЛь> называется первой биномиалью. 

2. Когда же меньшая рациональ будет соизмерима ли- 
нейно с отложенной рациональной <прямой>, то пусть наз.- 
вается второй биномиалью. 

3. Если же ни одна из рационалей не будет линейно 
соизмерима с отложенной рациональной <прямой», то пусть 
называется третьей биномиалью. 

4. Затем, когда большая рациональ будет в квадратах 
больше [меньшей] на «квадрат» на несоизмеримой с собой 
линейно «прямой», то когда большая рациональ будет со- 
измерима линейно с отложенной рациональной ‹прямой>, 
пусть называется четвёртой биномиалью. 

5. Когда же меньшая ‹рациональ соизмерима>, то — 
пятой. 

6. Когда же ни та, ни другая, то — шестой (38, 39, 40, 
41, 42). 
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Предложение 48 


Найти первую биномиаль (46) (черт. 55). 

Отложим два числа АС, СВ так, чтобы составленное из 
них АВ имело к ВС отношение, как квадратное число 
к квадратному числу (лемма предложения 28), к СА же не 
имело бы отношения, как квадратное число к квадратному 


А Г 2 


Черт. 55. 


числу, и отложим какую-нибудь рациональную <пря- 
мую> 7), и пусть Е[Г будет линейно соизмерима с ДЛ. 
Значит, и Е] будет рациональной (определение 3). И 
сделаем, чтобы как число ВА к АС, так и «квадрат» на 
ЕТ к «квадрату» на ГН (предложение 6, следствие). Но АВ 
имеет к АС отношение, как число к числу; значит, и <квад- 
рат> на ЕГ имеет к <квадрату» на ГН отношение, как число 
к числу; так что «квадрат» на Е/ соизмерим будет с <квадра- 
том» на/Н (предложение 6). И ЕГ рациональна; значит, рацио- 
нальна и /Н. И поскольку В Ане имеет к АС отношения, как 
квадратное число к квадратному числу, то значит, и <квадрат» 
на Е] не имеет к «квадрату» на /Н отношения, как квад- 
ратное число к квадратному числу; значит, ЕТ будет ли- 
нейно несоизмерима с [Н (предложение 9). Значит, ЕТ, Г/Н 
будут рациональными соизмеримыми только в степени <пря- 
мыми>; значит, ЕН будст биномиалью (предложение 36). 

Я утверждаю, что и первой. 

Действительно, поскольку будет, что как число ВА 
к АС, так и «квадрат» на Е/ к «квадрату» на ГН, и ВА 
больше АС, то значит, и «квадрат» на Е] больше <квад- 
рата> на /Н (предложение 14 книги У). Пусть теперь 
«квадрату» на Е! равны будут «вместе взятые квадраты» 
на ГН, @. И поскольку будет, что как ВА к АС, так и 
«квадрат» на ЕГ к «квадрату» на /Н, то значит, «перево- 
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рачивая» (предложение 19 книги У), будет, что как АВ 
к ВС, так и «квадрат» на Е/ к «квадрату» на С. Но АВ 
имеет к ВС отношение, как квадратное число к квадрат- 
ному числу; значит, и «квадрат» на Е/ имеет к <квадрату>» 
на С отношение, как квадратное число к квадратному числу. 
Значит, Е/ будет линейно соизмерима с С (предложение 
9); значит, в квадратах Е! больше /Н на <квадрат» с собой 
соизмеримой <прямой». И ЕГ‚ ГН будут рациональны, и Е1 
соизмерима с /) линейно. 

Значит, ЕН будет первой биномиалью (определения вто- 
рые, 1), что и требовалось доказать. 


Предложение 49 


Найти вторую биномиаль (черт. 56). 
Отложим два числа АС, СВ так, чтобы составленное из 
них АВ имело к ВС отношение, как квадратное число 
к квадратному числу, к АС же не имело бы отношения, 
как квадратное число к квадратному числу 


(лемма предложения 28), и отложим рацио- Я Е 
нальную ‹грямую> Л), и пусть Е! будет с О р [4 
линейно соизмерима; значит, Е/ будет рацио- [р 

нальна. Сделаем тогда, чтобы как число СА ] 


к АВ, так был бы и „квадрат» на ЕГ к 
<квадрату> на /Н (предложение 6, следствие); 
значит «квадрат» на Е[ соизмерим будет 8 
с «квадратом» на ГН. Значит, рациональной 
будет и ГН. И поскольку число СА не имеет И 
к ЛАВ отношения, как квадратное число Черт. 56. 
к квадратному числу, то и «квадрат» на Е 
не имеет к «квадрату» на /Н отношения, как квадратное 
число к квадратному числу. Значит, Е/Г будет несоизмерима 
с /Л линейно (предложение 9); значит, Е, ГН будут ра- 
циональными соизмеримыми Только в степени <прямымиУ; 
значит, ЕН будет биномиалью (предложение 36). 

Вот следует доказать, Ато и второй. 

Действительно, поскольку «обращая» (предложение 7 
книги \), будет, что как число ВА к АС, так и <квад- 
рат> на Н/ к «квадрату» на ГЕ, но ВА больше АС, зна- 
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чит, [и] «квадрат» на НГ больше «квадрата» на [Е 
(предложение 14 книги У). Пусть <квадрату» на Я! равны 
будут «вместе взятые квадраты» на ЕТ, @; значит, «пере- 
ворачивая» (предложение 19 книги У\У, следствие), будет, 
что как АВ к ВС, так и «квадрат» на Г[Н к «квадрату» 
на С. Но АВ имеет к ВС отношение, как квадратное число 
к квадратному числу, значит, и «квадрат» на /Н к <квад- 
рату> на С имеет отношение, как квадратное число к квад- 
ратному числу. Значит, Г[Н будет соизмерима с С линейно 
(предложение 9), так что ГН в квадратах больше ГЕ на 
‹квадрат> на соизмеримой с собой ‹прямой>. И /Н, ГЕ 
будут рациональными, соизмеримыми только в степени, и 
Е! — меньшая  рациональ — будет линейно соизмерима 
с отложенной рациональной «прямой» О. 

Значит, ЕН будет второй биномиалью (определения 
вторые, 2), что и требовалось доказать. 


Предложение 50 


Найти третью биномиаль (черт. 57). 

Отложим два числа АС, СВ так, чтобы составленное 
из них АВ имело к ВС отношение, как квадратное 
число к квадратному числу, к АС же не имело бы отно- 

шения, как квадратное число 

ОО к квадратному числу. Отло- 

жим же и какое-нибудь дру- 

= АНЯ Пмжщщжжжч гое, не квадратное число О, 

"ЕЛИ и пусть оно к каждому из 
ВА, АС не имеет отношения, 
как квадратное число к квад- 
ратному числу; и отложим 
какую-нибудь рациональную прямую ЁБ, и сделаем, чтобы. 
как Л к АВ, так был бы и «квадрат» на Е к <квадрату>» 
на /Н (предложение 6, следствие); значит, «квадрат» на Е 
соизмерим с «квадратом» на /Н (предложение 6). ИР ра- 
циональна; значит, рациональной будет и /Н. И поскольку 
О не имеет к АВ отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу, то и «квадрат» на Е не имеет к <квадрату» 
на /Н отношения, как квадратное число к квадратному 
числу; значит, Е несоизмерима будет с ГН линейно (пред- 


Черт. 57. 
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ложение 9). Вот сделаем затем, чтобы как число ВАк АС, 
так был бы и «квадрат» на ГН к «квадрату» на НО (пред- 
ложение 6, следствие); значит, «квадрат» на /Н будет 
соизмерим с «квадратом» на НОС (предложение 6). Но /Н 
рациональна; рациональна, значит, и НО. И поскольку ВА 
не имеет к АС отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу, то и «квадрат» на /Н не имеет к <квад- 
рату> на @Н отношения, как квадратное число к квадрат- 
ному числу; значит, /Н несоизмерима будет с НС линейно 
(предложение 9). Значит, /Н, НО будут рациональными, 
соизмеримыми только в степени «прямыми»; значит, Га 
будет биномиалью (предложение 36). 

Вот я утверждаю, что и третьей. 

Действительно, поскольку будет, что как Дк АВ, так 
и «квадрат» на Е к «квадрату» на /Н, как же ВА к АС, 
так и «квадрат» на /Н к «квадрату» на НО, значит, «по 
равенству» (предложение 22 книги У) будет, что как Ор 
к ДС, так и «квадрат» на Е к «квадрату» на На. Но БР 
не имеет к АС отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу; значит, и <квадрат» на Б не имеет к <квад- 
рату> на НО отношения, как квадратное число к квадрат- 
ному числу; значит, Е будет несоизмерима с НО линейно 
(предложение 9). И поскольку будет, что как ВА к АС, 
так и <квадрат> на Г[Н к: «квадрату» на НО, то значит, 
«квадрат» на /Н больше, чем ‹<квадрат» на НО (предло- 
жение 14 книги У). Пусть теперь <квадрату» на /Н будут 
равны «вместе взятые квадраты» на НА, К; значит, «пере- 
ворачивая» (предложение 19 книги У, следствие), [будет], 
что как АВ к ВС, так и «квадрат» на /[Н к «квадрату» 
на К. Но АВ имеет к ВС отношение, как квадратное 
число К квадратному числу; и „значит, «квадрат» на /Н к 
«квадрату» на А имеет отношение, как квадратное число 
к квадратному числу; значит /Н [будет] соизмеримо с К ли- 
нейно. Значит, /Н в квадратах больше НО на <квад- 
рат> на с собой соизмеримой <прямой». И /Н, НО будут 
рациональными, соизмеримыми только в степени «прямыми», 
и никакая из них не будет соизмерима с Б линейно. 


Значит, /@ будет третьей биномиалью (определения 
вторые, 3), что и требовалось доказать. 


11 Евклид 
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Предложение 51 


Найти четвёртую биномиаль (черт. 58). 

Отложим два числа АС, СВ так, чтобы АВ не имело 
ни к ВС, ни также к АС отношения, как квадратное число 
к квадратному числу (предложение 28, лемма). И отложим 
рациональную «прямую» Д, и пусть ЕТ будет линейно со- 
измерима с 0); значит, и Е/Г будет рациональной. И сделаем, 

чтобы как число ВА к АС, так был бы <квад- 


й Е рат» на Е/ к <квадрату> на ГН (предложение 6, 
р, следствие); значит, «квадрат» на Е/ будет 
соизмерим с «квадратом» на ГН (предложение 6); 

р значит, рациональной будет и /Н. И поскольку 
Г ВА не имеет к АС отношения, как квадратное 


Е! не имеет к «квадрату> на /Н отношения, 

как квадратное число к квадратному числу; зна- 
Черт. 58. Чит, Е/ несоизмерима будет с /Н линейно (пред- 

ложение 9). Значит, Е/, Г будут рациональ- 
ными, соизмеримыми только в степени прямыми; значит, ЕН 
будет биномиалью (предложение 36). 

Вот я утверждаю, что и четвёртой. 

Действительно, поскольку будет, что как ВА к АС, 
так и «квадрат» на Е! к «квадрату» на ГН [ВА же больше 
чем АС], то значит, «квадрат» на ЕГ болыше <квадрата> 
на/Н (предложение 14 ‘книги У). Пусть теперь <квадрату> 
на ЕТ равны будут <вместе взятые квадраты» на ГН, @; зна- 
чит , «переворачивая» (предложение 19 книги \, следствие), 
как число АВк ВС, так и «квадрат» на ЕГ к «квадрату» 
на @. Но АВ не имеет к ВС отношения, как квадратное число 
к квадратному числу; значит, и «квадрат» на ЕГ не будет 
иметь к «квадрату» на С отношения, как квадратное чи- 
сло к квадратному числу. Значит, ЕГ будет линейно несо- 
измерима с С (предложение 9); значит, Е] в квадратах 
будет больше Я] на <квадрат» на несоизмеримой с собой 
«прямой». И ЕГ, Г[Н будут рациональными, соизмеримыйи 
только в степени <прямыми», и Е! соизмерима линейно с 2. 

Значит, ЕН будет четвёртой биномиалью (определения 
вторые, 4), что и требовалось доказать. 


число к квадратному числу, то и «квадрат» на 
в | 
Н 
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Предложение 52 


Найти пятую биномиаль (черт. 59). 

Отложим два числа АС, СВ так, чтобы АВ не имело 
к каждому из них отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу (предложение 28, лемма), и отложим ка- 
кую-нибудь рациональную прямую Д, и пусть БГ будет 
соизмерима [линейно] с ДО; значит, ЕТ будет рациональной. 
И сделаем, чтобы как СА к АВ, так был бы «квадрат» 
на ЕГ к «квадрату» на Г/Н (предложение 6, следствие). Но 
СА не имеет к АВ отношения, как квадрат- й Е 
ное число к квадратному числу; значит, и 
«квадрат» на Е/ не имеет <к квадрату» на /Н 7 
отношения, как квадратное число к квадрат- 
ному числу. Значит, ЕТ, [Н будут рациональ - Ар 
ными, соизмеримыми только в степени <пря- 1 
мыми> (предложение 9); значит, ЕН будет 
биномиалью (предложение 36). В | Н 

Вот я утверждаю, что и пятой. 

Действительно, поскольку будет, что как Черт. 59. 
САк АВ, так .и «квадрат» на Е! к <квадрату> 
на /Н, то, «обращая» (предложение 7 книги У, следствие), 
как.ВА к АС, так и «квадрат» на ГН к <квадрату> на ГЕ; 
значит, «квадрат» на НГ больше <квадрата» на /Е (предло- 
жение 14 книги У). Пусть теперь «квадрату» на НГ будуг 
равны «вместе взятые квадраты» на ЕГ, Ц; значит, «перево- 
рачивая» (предложение 19 книги У\У, следствие), будет, что 
как число АВк ВС, так и «квадрат» на Ы! к <квадрату> 
на @. Но АВ не имеет к ВС отношения, как квадратное число 
к квадратному числу; значит, и «квадрат» на /Н не имеет 
к «квадрату» на О отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу. Значит, ГН несоизмерима с @ линейно 
(предложение 9); так что ГН в квадратах больше ГЕ на 
«квадрат» на несоизмеримой с собой <прямой>. И Ш 
ТЕ будут рациональными, соизмеримыми только в степени 
«прямыми», и меньшая рациональ ЁЕГ будет линейно со- 
измерима с отложенной рациональной «прямой» 2. 

Значит, ЕН будет пятой биномиалью (определения вто- 
рые, 5),что и требовалось доказать. 


11* 
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Предложение 53 


Найти шестую биномиаль (черт. 60). 
Отложим два числа АС, СВ так, чтобы АВ не имело 
к каждому из них отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу (предложение 28, лемма); пусть же будет 
и другое число 0), не являющееся квадратом и не имеющее 
к каждому из АВ, ВС отношения, как квадратное число 
к квадратному числу; и отложим некоторую ра- 
и циональную прямую Ё, и сделаем, чтобы как О 
р Е К АВ, так и < квадрат > на Е к «квадрату » на 
[Н (предложение 6, следствие); значит, < квадрат > 
г] на Ё соизмерим с < квадратом >» на /Н (предло- 
жение 6). И Е рациональна; рациональна, зна- 
чиг, и /Н. И поскольку О не имеет к АВ отно- 
вн | шения, как квадратное число к квадратному чис- 
лу, то значит, и < квадрат > на Е не имеет к 
[4 «квадрату > на [Н отношения, как квадратное 
Черт. 60. ЧИСЛО к квадратному числу; значит, Е будет ли- 
нейно несоизмерима с /Н (предложение 9). Вот 
сделаем затем, чтобы как ВАк АС, так и < квад- 
рат » на /Н к < квадрату > на НС (предложение 6, следствие). 
Значит, «квадрат» на /Н соизмерим с «квадратом» на На 
(предложение 6). Значит, < квадрат > на СН рационален; ра- 
циональна, значит, и СН. И поскольку ВА не имеет к АС 
отношения, как квадратное число к квадратному числу, то 
и «квадрат» на Г[Н не имеет к <квадрату> на НО отноше- 
ния, как квадратное число к квадратному числу; значит, /Н 
будет линейно несоизмерима с НО (предложение 9). Значит, 
ГН, НО будут рациональными, соизмеримыми только в степени 
«прямыми»; значит, /@ будет биномиалью. 
Вот следует доказать, что и .шестой. 
Действительно, поскольку будет, что как О к АВ, так 
и <квадрат> на Е к <квадрату » на //, будет также, что 
и как ВА к АС, так и «квадрат» на ГН к «квадрату» на 
НА, то значит, «по равенству» (предложение 22 книги У) 
будет, что как Л) к АС, так и < квадрат » на Е к <квад- 
рату > на НО. Но О не имеет к АС отношения, как квад- 
ратное число к квадратному числу; также, значит, и < квад- 


КНИГА ДЕСЯТАЯ 165 


рат» на Е не имеет к <квадрату> на НО отношения, как 
квадратное число к квадратному числу; значит, Е будет ли- 
нейно несоизмерима с НО (предложение 9). Доказано же, 
что она несоизмерима и с /Н; значит каждая из ГН, НО 
будет линейно несоизмерима с Е. И поскольку будет, что 
как ВА к АС, так и < квадрат» на ГН к < квадрату » на НО, 
то значит, < квадрат > на /Н больше < квадрата» на НА 
(предложение 14 книги У). Пусть теперь < квадрату > на /Я 
равны будут < вместе взятые квадраты» на НО, К; значит, 
«переворачивая» (предложение 19 книги У, следствие), как 
АВ к ВС, так и «квадрат» на /Н к < квадрату > на К. Но 
АВ не имеет" к ВС отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу; так что и «квадрат» на /Н не имеет 
к «квадрату » на К отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу. Значит, [Н будет линейно несоизмерима 
с К (предложение 9); значит, /Н в квадратах больше На 
на < квадрат > на несоизмеримой с собой < прямой >. И /Н, 
НО будут рациональными, соизмеримыми только в степени 
< прямыми >, и ни одна из них не будет линейно соизме- 
рима с отложенной рациональной < прямой» Е. 

Значит, /О ‘будет шестой биномиалью (определения вто- 
рые, 6), что и требовалось доказать. 


Лемма (47) 


Пусть будут два квадрата АВ, ВС, и поместим их так, 
чтобы ОВ была по прямой с ВЕ; значит, и ГВ будет по 
прямой с ВН. И дополним параллелограмм 
АС; я утверждаю, что АС будет квадра- 
том, и что ОН будет средней пропорцио- 
нальной для АВ, ВС, и ещё что ОС будет 
средней пропорциональной для АС, СВ 
(черт. 61). 

Действительно, поскольку ДВ равна 
ВГ, БЕ же ‹равна> ВН, то значит, вся 
ОЕ будет равна всей /Н. Но ДЕ равна Черт. 61. 
каждой из АЦ, КС, а [Н равна каждой 
из АК, СС (предложение 34 книги 1); и значит, каждая 
из АЦ, КС равна каждой из АК, СС. Значит, параллело- 
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грамм АС будет равносторонним; он же и прямоугольный; 
значит, АС будет квадратом. 

И поскольку будет, что как [В к ВН, так и ОВк ВЕ, 
но как /Вк ВН, так и АВк ОН, как же ОВ к ВЕ, так 
и ОНк ВС (предложение 1 книги У), и значит, как АВ 
к ОН, так и ОН к ВС. Значит, для АВ, ВС средней 
пропорциональной будет ДН. 

Вот я утверждаю, что и для АС, СВ средней пропор- 
циональной [будет] ОС. 

Действительно, поскольку будет, что как АД к ДОК, 
так и КН к НС; ибо каждая равна [будет| каждой; и, 
«присоединяя» (предложение 18 книги У), как АК к КД, 
так и КС к СН, но как АК к КО, так и АС к СРО, как 
же АС к СН, так и ОСк СВ, и значит, как АС к ШОС, 
так и ОС к ВС. Значит, для АС, СВ средней пропорцио- 
нальной будет ДС; это и предложено было доказать *). 


Предложение 54 


Если площадь заключается между рациональной ‹пря- 
мой» и первой биномиалью, то квадрирующая эту пло- 
щадь будет иррациональной, так называемой биномиалью. 

Пусть площадь АС заключается между рациональной 
«прямой» АВ и первой биномиалью АД; я утверждаю, что 
квадрирующая площадь АС будет иррациональной, так на- 
зываемой биномиалью (черт. 62). 

Действительно, поскольку АД есть первая биномиаль, то 
разделим её в Е на рационали, и пусть большая рациональ 
будет АЕ. Ясно вот, что АЁ, ЕД будут рациональными, 
соизмеримыми только в степени, и что АЁ в квадратах 
будет больше ЕД на «квадрат» на соизмеримой с собой 
«прямой», и АБ линейно соизмерима с отложенной рацио- 
нальной «прямой» АВ (определения вторые, 1). Разделим вот 
ЕР пополам в точке Г. И поскольку АЕ в квадратах 


*) Необычная форма заключения (& тро:хемо д=а вместо 
Опер 205, ви), а также тот факт, что первая часть этой леммы, 
равносильная пропорции ^2:ху==ху: у, по существу уже была 
доказана в предложении 11 книги УП, заставляют сомневаться в 
подлинности этой леммы (Неа{В), 
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больше ЕД на «квадрат» на соизмеримой с собой, то зна- 
чит, если к ббльшей АЕБ приложить с недостатком в виде 
квадрата площадь», равную четвёртой части «квадрата» 
на меньшей, то-есть «квадрату» на ЕЛ, то она разделит её 
на соизмеримые «части». Приложим теперь к АЕ равный 
«квадрату» на ЕГ ‹«прямоугольник» между АН, НЕ; зна- 
чит, АН соизмерима будет с ЕН линейно. И проведём из 
Н, Б, Г параллельно каждой из АВ, СО <прямые> НО, 
ЕК, Ш; и построим равный <параллелограмму> АС квадрат 
$№, «параллелограмму» же НК рав- 


ный «квадрат» М№Р (предложение 14 7 нЕ 
книги |), и расположим так, чтобы 
ММ была по прямой с М№Х; зна- р 


чит, и ЮМ будет по прямой с №. 
И дополним параллелограмм $Р; зна- 
чит, оР будет квадратом (см. лемму). 
И поскольку «прямоугольник» между 
АН, НЕ равен <квадрату> на ЕТ, то 
значит, будет, что как АНк ЕГ, так 
и Ек ЕН (предложение 17 книги \1); 
и значит, как АС к ЕД, <так и» ЕЁ 
к АН (предложение 1 книги УП); зна- 
чит, ЕЛ будет средним пропорцио- 
нальным для АС, НК. Но АС равен будет $М№, НК же равен 
МР; значит, ЕЁ будет средним пропорциональным для $М, МР. 
Также и МР будет средним пропорциональным тех же са- 
мых 5М№, №Р (см. лемму); значит, ЕЁ равен будет МЮ; 
так что он равен будет и ОХ (предложение 48 книги [). 
Также и АС, НК «вместе» равны будут 5М№, МР; значит, 
весь АС равен будет всему $Р, то-есть «квадрату» на МХ; 
значит, «прямая» МХ будет квадрировать АС. 

Я утверждаю, что МХ будет биномиалью. 

Действительно, поскольку АН соизмерима с НЕ, то и 
АЕБ будет соизмеримой с каждой из АН, НЕЁ (предложе- 
ние 15). Предполагается же и ДЕ соизмеримой с АВ; зна- 
чит, и АН, НЕ будут соизмеримы с АВ (предложение 12). 
И АВ рациональна; рациональной, значит, будет и каждая 
из АН, НЕ (предложение 14); рациональным, значит, будет 
и каждый из А@, НК (предложение 19), и АС будет 
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соизмерим с НК. Но АС равен $М№, НК же №Р; и значит, $М, 
№ Р, то-есть «квадраты» на ММ, МХ, будут рациональны 
и соизмеримы. И поскольку АЕ несоизмерима с ЕД ли- 
нейно, но АБ соизмерима с АН, ОЕ же соизмерима с ЕЛ, 
то значит, и АН несоизмерима с БЕГ (предложение 13); так 
что и АС будет несоизмерима с ЕЁ (предложение 1 кни- 
ги УГ предложение 11 книги Х). Но АС равен $М№, ЕЁ 
же МЮ; значит, и $М№ будет несоизмерим с МКМ. Но как 
53№М к МЮ, <так и прямаях ОМ к № (предложение 1 
книги \1); значит, ОМ будет несоизмерима с № (предло- 
жение 11). Но ОМ равна ММ№ № же МХ; значит, ММ№ 
несоизмерима будет с МХ. И «квадрат» на ММ соизмерим 
с «квадратом» на №Х, и каждый рационален; значит, 
ММ, МХ будут рациональными, соизмеримыми только в 
степени, 

Значит, МХ будет биномиалью (предложение 36) и 
квадрирует АС, что и требовалось доказать. 


Предложение 55 


Если площадь заключается между рациональной <пря- 
мой> и второй биномиалью, то квадрирующая эту пло- 
щадь будет иррациональной, так 
называемой первой бимедиалью.. 

Пусть площадь АВСО заключает- 
ся между рациональной <прямой> АВ 
и второй биномиалью АД; я утвер- 
ждаю, что квадрирующая площадь АС 
будет первой бимедиалью (черт. 63). 

Действительно, поскольку АБ 
есть вторая биномиаль, то разделим 
её в ЕЁ на рационали так, чтобы АЕ 
была большей рациональю; значит, 
АЕ, ЕР будут рациональными, соиз- 
меримыми только в степени, и АЁ в 
квадратах более ЕД на <квадрат> 
на соизмеримой с собой «прямой», и меньшая рацио- 
наль ЕД будет линейно соизмерима с АВ (определения 
вторые, 2). Разделим ЕР пополам в Ги к АЕ при- 


И НЕ 7_ Л 
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ложим с недостатком в виде квадрата равный <квад- 
рату> на ЕГ «прямоугольник» АНЕ *); значит, АН будет 
линейно соизмерима с НЕ (предложение 17). И через НЯ, 
Е, [Г параллельно АВ, СО проведём НО, ЕК, 11, и построим 
равный параллелограмму АС квадрат $, ‹параллелограм- 
му> же НК равный квадрат М№Р, и расположим так, чтобы 
ММ была по прямой с НХ; значит, и ЮМ [будет] по пря- 
мой с №О. И дополним квадрат $Р; тогда ясно из дока- 
занного выше (предложение 53, лемма), что МА будет 
средним пропорциональным для 5№ М№Р и равным ЕЁ и 
что МХ квадрирует площадь АС. Вот следует доказать, 
что МХ будет первой бимедиалью. Поскольку АЁ линейно 
несоизмерима с ЕО, ЕД же соизмерима с АВ, то значит, 
и АБ несоизмерима с АВ (предложение 13). И поскольку 
АН соизмерима с ЕН, то и АЕ будет соизмеримой с каж- 
дой из АН, НЕ (предложение 15). Но АЕ линейно несоиз- 
мерима с АБ; и значит, АН, НЕ будут-несоизмеримы с АВ 
(предложение 13). Значит, ВА, АН, НЕ будут рациональными 
соизмеримыми только в степени; так что каждая из <пло- 
щцадей> АС, НК будет медиальной (предложение 21). Так 
что и каждый‘ из $М№ М№МР будет медиальным. И значит, 
ММ, МХ будут медиалями. И поскольку АН линейно со- 
измерима с НЕ, то и «площадь» АС будет соизмерима с 
НК, то-есть $М с МР, то-есть «квадрат» на ММ с <квад- 
ратом> на МХ (предложение 1 книги УГ; предложение 11 
книги Х) [так что ММ, МХ будут соизмеримыми в степени]. 
И поскольку АЕ линейно несоизмерима с ЕД, но АЕ соиз- 
мерима с АН, ЕД же соизмерима с ЕВГ, то значит, АН 
несоизмерима с ЕГ (предложение 13), так что и АС несо- 
измерима будет с ЕЁ, то-есть $№ с МЮ, то-есть «прямая» 
ОМ с МЮ, то-есть ММ будет: линейно несоизмерима с МХ 
(предложение 1 книги УГ; предложение 11 книги Х). 
Доказано же, что ММ, МХ являются и медиалями, и со- 
измеримыми в степени; значит, ММ, МХ будут медиалями, 
соизмеримыми только в степени. Вот я утверждаю, что 
они и заключают рациональную «площадь». Действительно, 
поскольку ОЕ предполагается соизмеримой с каждой из 


*) Т, е, произведение прямых АН.НЕ. 
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АВ, ЕГ, то значит, и Е! соизмерима с ЕК. И каждая из 
них рациональна; рациональна, значит, и «площадь» ЕЁ, 
то-есть МА (предложение 19); МЮ же есть <прямоуголь- 
ник> между ММ№, МХ. Если же составляются две соизме- 
римые только в степени медиали, заключающие рациональ- 
ную «площадь», то целая будет иррациональной, называется 
же первой бимедиалью (предложение 37). 

Значит, МХ будет первой бимедиалью, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 56 


Если площадь заключается между рациональной 
«прямой> и третьей биномиалью, то квадрирующая эту 
площадь будет иррациональной, так называемой второй 
бимедиалью. 

Пусть площадь АВСО заключается между рациональной 
«прямой» АВ и третьей биномиалью АД, разделённой в Е 
й ИЕ 1 на рационали, из которых большей 
будет АК; я утверждаю, что квадри- 
рующая площадь АС будет иррацио- 
нальной, так пазываемой второй би- 
медиалью (черт. 64). 

Действительно, произведём те же 
самые построения, что и раньше. 
И поскольку АБ третья биномиаль, 
то значит, АБ, ЕД будут рациональ- 
ными, соизмеримыми только в степз- 
ни, и АЁ в квадратах более ЕД на 
«квадрат» на соизмеримой с собой, 
и никакая из АБ, ЕР не [будет] 
соизмеримой с АВ линейно (определе- 
ния вторые, 3). Тогда, подобно вышедоказанному, покажем, 
что МХ будет квадрирующей площадь АС и что ММ, 
М№МХ будут медиалями, соизмеримыми только в степени; 
так что МХ будет бимедиалью. 

Следует вот доказать, что и второй. 

[И] поскольку ОЕ несоизмерима линейно с АВ, то-есть 
с ЕК, ОЕ же соизмерима с ЕГ, то значит, Е] несоизмерима 
будет с ЕК линейно (предложение 13). И они рациональны; 


Черт. 64. 
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значит, /Е, ЕК будут рациональными, соизмеримыми только 
в степени. Значит, «площадь» ЕЁ, то-есть МЮ [будет] 
медиальной (предложение 21); и она заключается между 
ММ, М№Х; значит, «прямоугольник» ММ№МХ*) будет ме- 
диальным. 

Значит, МХ будет второй бимедиалью (предложение 38), 
что и требовалось доказать. 


Предложение 57 


Если площадь заключается между рациональной <пря- 
мой> и четвёртой биномиалью, то квадрирующая эту 
площадь будет иррациональной, так называемой «большей». 

Пусть площадь АС заключается й Е 
между рациональной <прямой» АВ и 7 
четвёртой биномиалью АД, разделён- 
ной в Е на рационали, из которых р 
большей пусть будет АБ; я утвер- 
ждаю, что квадрирующая площадь 
АС будет иррациональной так назы- 
ваемой «большей» (черт. 65). 

Действительно, поскольку АД 
четвёртая биномиаль, то значит, АБ, 
ЕР будут рациональными, соизме- 
римыми только в степени, и АБ в 
квадратах более ЕД на <квадрат» на 
несоизмеримой с собой, и АБ [будет] 
линейно соизмерима с АВ (определения вторые, 4). Разделим 
РЕ пополам в Г и приложим к АЁ равный <квадрату» на ЕТ 
параллелограмм, что между АН, НЕ; значит, АН будет 
линейно несоизмерима с НЕ (предложение 18). Парал- 
лельно АВ проведём НО, ЕК, Ш и сделаем остальное то 
же самое, что пред этим; тогда ясно, что квадрирующей 
площадь АС будет МХ. Следует вот доказать, что МХ 
будет иррациональной, так называемой «болынчей». Поскольку 
АН несоизмерима с ЕН линейно, то и <‹площадь»> АС будет 
несоизмерима с НК, то-есть $№М с МР (предложение 1 


*) То-есть ММ. МХ, 
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книги \У[; предложение 11 книги Х); значит. ММ, МХ 
будут несоизмеримы в степени. И поскольку АБ соиз- 
мерима с АВ линейно, то АК будет рациональной <пло- 
щадью» (предложение 19); и она равна «вместе взятым 
квадратам» на ММ, М№Х; значит, рациональным будет и 
составленное из «квадратов» на ММ, М№Х. И поскольку 
ОЕ [будет] несоизмеримой линейно с АВ, то-есть с ЕК 
(предложение 13), но ДЕ будет соизмерима с Е/, то зна- 
чит, Е[ будет несоизмерима с ЕК линейно (предложение 13). 
Значит, ЕК, Е! будут рациональными, соизмеримыми только 
в степени; значит, «площадь» [Е, то-есть МЮ, медиальна 
(предложение 21). И заключается она между ММ, МХ; 
значит, «прямоугольник» между ММ, №МХ будет медиаль- 
ным. И [составленное] из «квадратов» на ММ, №Х рацио- 
нально и ММ, МХ будут несоизмеримыми в степени. 
Если же составляются две прямые, несоизмеримые в сте- 
пени, делающие составленное из квадратов на них рацио- 
нальным, «прямоугольник» же между ними медиальным, то 
целая ‹прямая> будет иррациональной, называется же 
«большей» (предложение 39). 

Значит, МХ будет иррациональной, так называемой 
«большей», и квадрирует площадь АС, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 58 


Если площадь заключается между рациональной <пря- 
мой> и пятой биномиалью, то квадрирующая эту пло- 
щадь будет иррациональной, так называемой рационально 
и медиально квадрирующей. 

Пусть площадь АС заключается между рациональной 
«прямой> АВ и пятой биномиалью АД, разделённой в ЕЁ на 
рационали так, чтобы большей была АЕ; я утверждаю 
[тогда], что квадрирующая площадь АС будег иррациональ- 
ной, так называемой рационально и медиально квадрирую- 
щей (черт. 66). 

Действительно, произведём те жг самые «построения», 
что и в доказанных выше; тогда ясно, что квадрирующей 
площадь АС будет МХ. Следует вот доказать, что МХ 
будет рационально и медиально квадрирующей. Действи- 


КНИГА ДЕСЯТАЯ 173 


тельно, поскольку АН несоизмерима с НЕ (предложение 18), 
то значит, и «площадь» АС будет несоизмерима с СЁ, 
то-есть «квадрат» на ММ с «квадратом» на №Х (предло- 
жение 1 книги \[; предложение 11 книги Х); значит, ММ, 
М№Х будут несоизмеримыми в степени. И поскольку АБ 
есть пятая биномиаль, и меньшим её отрезком [будет] ЕО, 
то значит, ЕД линейно соизмерима 
А ИЕ] ПЛ 

с АВ (определения вторые, 5). Но 
АЕ несоизмерима с ЕЛ; и значит, 
АВ будет линейно несоизмерима с АЕ 
(предложение 13) [ВА, АЕ будут 8 К 
рациональными, соизмеримыми только п 
в степени]; значит, «площадь» АК, | 
то-есть составленное из <квадратов> М А 
на ММ, МХ будет медиальным (пред- 
ложение 21). И поскольку ДЕ 
будет линейно соизмерима с АВ, то- 
есть с РК, но ОЁ соизмерима с Ё2/, 
значит, и Е/Г будет соизмерима с ЕК Черт. 66. 
(предложение 12). И ЕК рациональ- 
на; рациональна, значит, и «площадь» ЕГ, то-есть МЮ, то- 
есть «прямоугольник» ММХ*) (предложение 19); значит, 
ММ, №Х будут несоизмеримыми в степени, образующими 
составленное из квадратов`на них медиальным, «прямоуголь- 
ник> же между ними рациональным. 

Значит, МХ будет рационально и медиально квадри- 


рующей (предложение 50) и квадрирует площадь АС, что 
и требовалось доказать. 


Предложение 59 


Если площадь заключается между рациональной <пря- 
мой» и шестой биномиалью, то квадрирующая эту пл2- 
щадь будет иррациональной, так называемой бимедиально 
квадрирующей. 

Пусть площадь АВС заключается между рациональ- 
ной «прямой» АВ и шестой биномиалью АД, разделённой 
в Е на рационали, так, чтобы большей рациональю была 


*) Ироизведение ММ. МХ. 
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АЕ; я утверждаю, что квадрирующая АС будет бимеди- 
ально квадрирующей (черт. 67). 

[Действительно], произведём те же самые, что и в выше- 
доказанных, «построения». Тогда ясно, что квадрирующей 
«площадь> АС будет МХ, и что ММ будет несоизмерима 
в степени с МХ. И поскольку ЕА будет линейно несоиз- 
мерима с АВ (определения вторые, 6), то значит, ЕВА, АВ 

будут рациональными соизмеримыми 
И ИЕ / 1) ТОЛЬКО в степени; значит, «площадь» 

АК, то-есть составленное из <квад- 

ратов> на ММ№, МХ, будет медиаль- 
ным (предложение 21). Затем, по- 

скольку ЕД линейно несоизмерима 

с АВ (определения вторые, 6), то 

значит, и /Ё будет несоизмерима с ЕК 

(предложение 13); значит, /Е, ЕК 

будут рациональными, соизмеримыми 

только в степени; значит, «площадь» 

ЕЁ, то-есть МЮ, то-есть ‹<прямо- 

Черт. 67. угольник> ММХ*), будет медиаль- 

ным (предложение 21). И поскольку 

АЕ несоизмерима с Е/, то и «площадь» АК будет несоизме- 

рима с ЕЁ (предложение 1 книги УТ; предложение 11 книги Х). 

Но АК будет составленным из «квадратов» на ИМ, №Х, а ЕЁ 

будет «прямоугольник» МИМХ; несоизмеримы, значит, будут 

составленное из <квадратов> на /ММ№, М№МХ и <прямоуголь- 

ник> /ММ№Х. И каждое из них будет медиальным, и ММ, 
М№МХ будут несоизмеримыми в степени. 

Значит, МХ будет бимедиально квадрирующей (предло- 
жение 51) и квадрирует <площадь> АС, что и требовалось 
доказать. 


[Лемма (48) 


Если прямая линия рассечена на неравные, то квадраты 
на неравных будут больше дважды прямоугольника, заклю- 
чающегося между неравными **). 

*) То-есть ММ. МХ. 

**) Гейберг считает эту лемму неподлинной, поскольку Евклид 


уже молчаливо использовал её при доказательстве предложе- 
ния 44. Она легко получается из предложения 7 книги Ц, 


КНИГА ДЕСЯТАЯ 175 


Пусть прямая будет АВ; рассечём <её> на неравные 
в С, и пусть большей будет АС; я утверждаю, что <квад- 
раты» на АС, СВ будут больше дважды «прямоугольника» 
между АС, СВ (черт. 68). 


- .. д 
Действительно, рассечём АВ пополам в Ш. 
Поскольку теперь прямая линия рассечена на рав- 

ные в Д, на неравные же в С, то значит, <пря- р 


моугольник» между АС, СВ вместе с <квадратом» 
на СД будет равен <квадрату> на АД (предло- [ 
жение 5 книги П); так что «прямоугольник» ме- 

жду АС, СВ будет меньше «квадрата» на АД; В 
значит, дважды <«прямоугольник» между АС, СВ Черт. 68. 
будет меньше удвоенного. «квадрата» на АД. Но 
«вместе взятые квадраты» на АС, СВ вдвое больше [будут] 
«квадратов» на АР, ОС (предложение 9 книги П); ‚значит, 
«квадраты» на АС, СВ будут больше дважды <прямо-. 
угольника» между АС, СВ, что и требовалось доказать]. 


Предложение 60 


«Квадрат» ‘на биномиали, приложенный к рациональ- 
ной «прямой», образует шириной первую биномцаль. 

Пусть будет биномиаль АВ, рассечённая в С на рацио- 

нали так, чтобы большей рациональю была АС; отложим 

рациональную <прямую> ДЕ, и при- 

р КИ М М ложим к ОЕ равный «квадрату» на 

АВ ‹параллелограмм» ДЕГН, обра- 

зующий ширину ОН; я утверждаю, 


Е 1 хх | Что ВН будет первой биномиалью 

р. р в (черт. 69). 
—щ Действительно, приложим к ОЕ 
Черт. 69. равную <квадрату» на АС «площадь» 


ОО, «квадрату» же на ВС равную 
‹площадь> КЁ; остающийся, значит (предложение 4 кни- 
ги 1), дважды «прямоугольник» между АС, СВ равен будет 
‹площади> МГ. Разделими МН пополам в М и проведём 
М№Х параллельно [каждой из МЁ, НП. Значит, каждый из 
МХ, М будет равен один раз «взятому прямоугольнику» 
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АСВ*). И поскольку АВ — биномиаль, рассечённая в С на 
рационали, то значит, АС, СВ будут рациональными, соиз- 
меримыми только в степени (предложение 36); значит, 
«квадраты» на АС, СВ будут рациональны и соизмеримы 
между собой; так что и составленное из «квадратов» на 
АС, СВ [соизмеримо будет с «квадратами» на АС, СВ 
(предложение 15); значит, составленное из «квадратов» на 
АС, СВ будет рациональным]. И равно оно ДГ; значит, 
ОЕ будет рациональным. И прилагается он к рациональ- 
ной ДЕ; значит, ОМ будет рациональна и соизмерима 
с ДЕ линейно (предложение 20). Затем, поскольку АС, 
СВ будут рациональными, соизмеримыми только в степе- 
ни, то значит, дважды «прямоугольник» между АС, СВ, 
то-есть МГ, будет медиальным (предложение 21). И при- 
лагается он к рациональной МГ; значит, и МН будет 
рациональна и линейно несоизмерима с МД, то-есть с 
РЕ (предложение 22). Также и МО рациональна и ли- 
нейно соизмерима с ОЕ; значит. ОМ будет линейно не- 
соизмерима с ИН (предложение 13). И они рациональны; 
значит, 0)/М МН будут рациональными, соизмеримыми 
только в степени; значит, ОН будет биномиалью (пред- 
ложение 36). 

Следует вот доказать, что и первой. 

Поскольку для <квадратов> на АС, СВ средним про- 
порциональным будет <прямоугольник> АСВ *) (лемма пред- 
ложения 21), то значит, и для ОС, КЁ средним пропор- 
циональным будет МХ. Значит, будет, что как ОС к МА, 
так и МХ к КЕ, то-есть (предложение 1 книги \!]!) как 
«прямые» ОДА к ММ, ‹так и> ММ к МК; значит, <пря- 
моугольник> между ДОК, КМ будет равен «квадрату» на 
ММ (предложение 17 книги У\]). И поскольку «квадрат» 
на АС соизмерим с «квадратом» на СВ, то и <площадь» 
ВЦ соизмерима будет с КЁ; так что и «прямая» ОК будет 
соизмерима с КМ (предложение 1 книги УГ; предложе- 
ние 11 книги Хх). И поскольку «вместе взятые квадраты» 
на АС, СВ больше дважды «прямоугольника» между АС, 
СВ (см. лемму), то значит, и «площадь» ОЁ больше МГ; 


*) То-есть АС.СВ. 
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так что и «прямая» ОМ будет больше МН (предложе- 
ние 1 книги УГ; предложение 14 книги У). И <прямо- 
угольник> между ОА, КМ будет равен <квадрату» на ММ, 
то-есть четверти «квадрата» на МН, и ОК соизмерима с 
КМ. Если же будут две неравные прямые, к большей же 
приложен с недостатком в виде квадрата <параллелограмм>, 
равный четвёртой части <квадрата> на меньшей, и если он 
разделяет её на соизмеримые ‹части>, то в квадратах 
большая будет больше меньшей на «квадрат» на соизме- 
римой с собой «прямой» (предложение 17); значит, О.М в 
квадратах будет больше МН на <квадрат» на соизмеримой 
с собой. И ОМ, МН суть рациональные <прямые», и ОМ, 
будучи большей рациональю, соизмерима будет линейно с 
отложенной рациональной «прямой» ДЕ. 

Значит. ОН будет первой биномиалью (определения 
вторые, 1), что и требовалось доказать. 


Предложение 61 


Квадрат на первой бимедиаля, приложенный к рацио- 
нальной «прямой», образует шириной вторую биномциаль. 

Пусть будет первая бимедиаль АВ, разделённая в С 
на медиали, из которых большая АС; отложим рациональ- 
ную <прямую> ДЕ и приложим к ДЕ _ 
равный «квадрату» на АВ паралле- 2 ИМ м И 
лограмм ДГ, образующий  шири- 
ну ОН; я утверждаю, что ДН будет 
второй биномиалью (черт. 70). 


Действительно, произведём те же Е ЕЯ / 
самые ‹построения>, что и выше. ОО ИИ, 
И поскольку АВ — первая бимедиаль, Черт. 70. 


рассечённая в С, то значит, АС, 

СВ будут соизмеримые только в 

степени медиали, заключающие рациональную ‹площадь> 
(предложение 37); так что и <квадраты> на АС, СВ будут 
медиальными (предложение 21). Медиальной, значит, будет 
и «площадь» ОЁ. И прилагается она к рациональной ‹пря- 
мой> 0Е; значит, МО будет рациональна и несоизмерима 
с ОЕ линейно (предложение 22). Затем, поскольку рацио- 


12 Евклид 
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нален дважды «прямоугольник» между АС, СВ, рациональна 
будет и <площадь> МГ. И прилагается она к рациональ- 
ной /МС; рациональной, значит, [будет] и МЛ, и линейно 
соизмеримой с ЛГ, то-есть с ОЕ (предложение 22); зна- 
чит, ОМ несоизмерима будет линейно с МН (предложе- 
ние 13). И они рациональны; значит. ОМ, МН будут 
рациональными, соизмеримыми только в степени; значит, 
ОН будет биномиалью (предложение 36). 

Следует вот доказать, что и второй. 

Действительно, поскольку «вместе взятые квадраты» 
на АС, СВ больше дважды ‹прямоугольника>» между АС, 
СВ, то значит, и «площадь» ДОЁ больше МЕ (предложе- 
ние 9, лемма); так что и ОМ «больше» МН. И поскольку 
«квадрат» на АС соизмерим с «квадратом» на СВ, то и 
«площадь> ОС соизмерима с КГ; так что и <прямая> ОК 
будет соизмерима с АМ (предложение 1 книги УТ; пред- 
ложение 11 книги Х). И ‹<прямоугольник» ОКМ*) равен 
«квадрату» на ММ; значит, ОМ в квадратах больше МН 
на <«квадрат> на соизмеримой с собой (предложение 17). 
И МН линейно соизмерима с ДА. 

Значит. ДОН будет второй биномиалью (определения 
вторые, 2). 


Предложение 62 


«Квадрат» на второй бимедиали, приложенный к ра- 
циональной ‹прямой>, образует шириной третью бино- 
жиаль. 

Пусть будет вторая бимедиаль АВ, разделённая в С на 
медиали так, чтобы большим отрезком был АС, пусть же 
будет какая-нибудь рациональная ОЁ, и приложим к ОЕ 
равный «квадрату» на АВ параллелограмм Г, образующий 
ширину РН; я утверждаю, что ОН будет третьей бино- 
миалью (черт. 71). 

Действительно, произведём те же самые <построения», 
что и в вышедоказанных. И поскольку АВ — вторая биме- 
диаль, разделённая в С, то значит, АС, СВ будут соизме- 
римые только в степени медиали, заключающие медиальную 


*) То-есть ДК. АМ. 
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«площадь» (предложение 38); так что и составленное из 
«квадратов» на АС, СВ будет медиальным. И они равны ОГ; 
медиальной, значит, будет и «площадь» ШОЁ. И прила- 
гается она к рациональной ДЕ; значит, и <прямая» МВ 
будет рациональна и несоизмерима с ДЕ линейно (предло- 
жение 22). На том же вот основании и МН будет 
рациональной и линейно несоизмеримой с МЁ, то-есть с 
ОЕ; значит, каждая из ОМ, МН 

рациональна и линейно несоизме- О ОИСИ ЛИНИИ 
рима с ДЕ. И поскольку АС линейно | 

несоизмерима с СВ, как же АС к СВ, | 

так и <квадрат» на АС к <прямоуголь- 
нику> АСВ*) (предложение 21, лем- 


ма), то значит, и «квадрат» на АС в 
несоизмерим с ‹прямоугольником» 
АСВ *) (предложение 11). Так что Черт. 71. 


и составленное из «квадратов» на АС, 
СВ будет несоизмеримым с дважды <прямоугольником>» 
АСВ*), то-есть площадь» ОЕ с МГ; так что и <прямая> РМ 
будет несоизмерима с МН (предложение 1 книги УГ; пред- 
ложение 11 книги Х). И они рациональны; значит. ОН 
будет биномиалью (предложение 36). 

Следует [вот] доказать, что и третьей. 

Подобно вот предыдущему заключаем, что ОМ будет боль- 
ше МНи ОК соизмерима с КМ. И <прямоугольник> ОКМ **) 
равен «квадрату» на ММ; значит, ОМ в квадратах более 
МН на «квадрат» на соизмеримой с собой (предложение 17). 
И никакая из ОМ, МН не будет линейно соизмеримой 
с ДЕ. , 

Значит, ОН будет третьей биномиалью (вторые опре- 
деления, 3), что и требовалось доказать. 


Предложение 63 


Квадрат на большей <иррациональной>», приложенный 
к рациональной «прямой», образует шириной четвёртую 
биномиаль. 


— *) То-есль АС.СВ. 
**) То-есть ОК.АКМ. 
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Пусть будет «ббльшая» «иррациональная» АВ, разде- 
лённая в С так, чтобы АС была больше СВ, рациональная 
же ‹прямаях ДЕ, и приложим к ДЕ равный «квадрату» 
на АВ параллелограмм ОГ, образующий ширину ДН; я ут- 
верждаю, что ОН будет четвёртой биномиалью (черт. 72). 

Произведём те же самые построения, что и в вышедоказан- 
ных. И поскольку АВ есть «ббльшая» ‹иррациональная», 
разделённая в С, то АС, СВ будут не- 


7 ии соизмеримыми в степени «прямыми», об- 
разующими составленное из квадратов 
на них рациональное, «прямоугольник» 

72 с / х / же между ними медиальный (предложе- 

И г в ние 39). Поскольку теперь составленное 
— из «квадратов» на АС, СВ рационально, 
Черт. 72. то значит, «площадь» ОГ будет рацио- 


нальной; рациональна, значит, и <прямая» 
ОМ и линейно соизмерима с ОЕ (предложение 20). Затем, 
поскольку дважды <прямоугольник» между АС, СВ, то-есть 
МГ, медиален и находится при рациональной МЕ, то зна- 
чит, и МН будет рациональной и линейно несоизмеримой 
с ДЕ (предложение 22); значит, и ОМ будет линейно 
несоизмерима с МН (предложение 13). Значит, ОМ, 
МН будут рациональными, соизмеримыми только в сте- 
пени <прямыми»; значит, РН будет биномиалью (предло- 
жение 36). 

Следует [вот] доказать, что и четвёртой. 

Подобно вот тому, как выше, докажем, что ОМ будет 
больше МН и что «прямоугольник» ОКМ*) равен <квад- 
рату> на И. Поскольку теперь <квадрат» на АС несоиз- 
мерим с «квадратом» на СВ, то значит, и «площадь» Да 
несоизмерима с КД; так что и «прямая» ОК будет несоиз- 
мерима с А/М. Если же будут две неравные прямые и к 
большей приложен с недостатком в виде квадрата равный 
четвёртой части «квадрата» на меньшей параллелограмм и 
если он разделяет её на несоизмеримые <части>, то в ква- 
дратах большая будет больше меньшей на «квадрат» на 
линейно несоизмеримой с собой <прямой» (предложение 18); 


*) То-есть ДА. АКМ. 
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значит, [)/М в квадратах более МН на <квадрат» на несо- 
измеримой с собой <прямой>. И ОМ, МН будут рациональ- 
ными, соизмеримыми только в степени ‹прямыми», и ОМ 
соизмерима с отложенной рациональной ОЕ. 

Значит, ОН будет четвёртой биномиалью (определения 
вторые, 4), что и требовалось доказать. 


Предложение 64 


<Квадрат> на рационально и медиально квадрирующей, 
приложенный к рациональной прямой», образует шири- 
ной пятую биномиаль. 

Пусть будет рационально и медиально квадрирующая 
АВ, разделённая на прямые в С, так, чтобы АС была 
большей; отложим рациональную .. 

«прямую» ОЕ и приложим к ОЕ 2 Ам м и 
равный «квадрату» на АВ <параллело- 
грамм» /)/, образующий ширину ОН; 


я утверждаю, что ОН будет пятой р Д/о / 

биномиалью (черт. 73). й. ев 
Произведём ‘те же самые <по- ——_— 

строения», что и выше. Поскольку Черт. 73. 


теперь АВ есть рационально и ме- 

диально квадрирующая, разделённая в С, то значит, АС, СВ 
будут несоизмеримыми в степени, образующими составленное 
из квадратов на них медиальное, ‹прямоугольник> же 
между ними рациональный (предложение 40). Поскольку 
теперь составленное из «квадратов» на АС, СВ медиально, 
то значит, «площадь» ОЁ будет медиальной; так что ОМ 
будет рациональной и линейно несоизмеримой с ОЕ (пред- 
ложение 22). Затем, поскольку’ рационален дважды <прямо- 
угольник> АСВ *), то-есть МГ, то значит, «прямая» МН 
рациональна и соизмерима с РЁ (предложение 20). Значит, 
ОМ несоизмерима с МН (предложение 13); значит, ОМ, 
МН будут рациональными, соизмеримыми только в степени; 
значит, ОН будет биномиалью (предложение 36). 


+) То-есть АС.СВ. 
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Вот я утверждаю, что и пятой. 

Действительно, подобным же образом докажется, что 
«прямоугольник» ОКМ*) будет равен <квадрату» на ММ 
и ОК несоизмерима с А/М линейно; значит, 0)М в квад- 
ратах более МН на «квадрат» на несоизмеримой с собой 
(предложение 18). И ОМ, МН [рациональные] соизмеримые 
только в степени, и менышая /МН соизмерима с ОЕ ли- 
нейно. 

Значит, ОН будет пятой биномиалью (определения вто- 
рые, 5), что и требовалось доказать. 


Предложение 65 


«Квадрат» на бимедиально квадрирующей, приложен- 
ный к рациональной «прямой», образует шириной шестую 
биномиаль. 

Пусть будет бимедиально квадрирующая АВ, разделён- 
ная в С, рациональная же пусть будет ОЕ, ик ДЕ при- 
ложим равный ‹«квадрату> на АВ ‹<па- 
раллелотрамм» ДГ, образующий шири- 
ну ДН; я утверждаю, что ОН будет 
шестой биномиалью (черт. 74). 

Е в ХК / Действительно, произведём те же 
самые ‹построения», что выше. И по- 

—._——-—— 4 скольку АВ будет бимедиально квадри- 
рующей, разделённой в С, то значит, 

Черт. 74. АС, СВ будут несоизмеримыми в сте- 
пени, образующими составленное из 

квадратов на них медиальное и «прямоугольник» между ними 
медиальный, и ещё составленное из квадратов на них не- 
соизмеримым с <прямоугольником» между ними (предложе- 
ние 41); так что, согласно вышедоказанному, каждая из 
«площадей» ОЕ, МГ будет медиальной. И они прилагаются 
к рациональной ОЕ; значит, каждая из «прямых» ДМ, МН 
будет рациональной и линейно несоизмеримой с ДЕ (прелд- 
ложение 22). И поскольку составленное из <квадратов» на 


7 КМ ИП 


— 


*) То-есть ДА. АМ. 
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АС, СВ несоизмеримо с дважды «прямоугольником» между 
АС, СВ, то значит, и <площадь> ОГ несоизмерима с МГ. 
Значит, и «прямая» О.М несоизмерима с МН (предложе- 
ние 1 книги УГ; предложение 11 книги Х); значит, ОМ, 
МН будут рациональными, соизмеримыми только в степени; 
значит, ОН будет биномиалью (предложение 36). 

Вот я утверждаю, что и шестой. 

Опять вот подобным же образом докажем, что <прямо- 
угольник> ОКМ*) будет равен <квадрату> на ММ и что 
ОК будет линейно несоизмерима с К/И; и вот на том же 
основании ОМ в квадратах больше МН на <квадрат» на 
несоизмеримой с собой линейно (предложение 18). И ни- 
какая из ДМ, МН не будет линейно соизмерима с отло- 
женной рациональной ОБ: 

Значит. ОН будет шестой биномиалью (определения 
вторые, 6), что и требовалось доказать. 


Предложение 66 


Линейно соизмеримая с биномиалью и сама будет 
биномиалью, и той же самой по рангу (49). 

Пусть будет биномиаль АВ и пусть СР будет линейно 
соизмерима с АВ; я утверждаю, что СО будет биномиалью, 
и той же самой по рангу, что АВ (черт. 75). 

Действительно, поскольку АВ биномиаль, то разделим 
её на рационалив Е, и пусть АБ будет большей рациональю; 
значит, АЁ, ЕВ будут рациональными, 
соизмеримыми только в степени <пря- 4 г В 


мыми> (предложение 36). Сделаем (пред- р 1 1 
ложение 12.книги УГ), чтобы как АВ =———щ 
к. СО, так и АЕ к СГ; и значит, оста- Черт. 75. 


ток ЕВ будет к остатку ГО, как АВк СО 

(книга У, предложения 16 и 19, следствие). Но АВ линейно 
соизмерима с СД; значит, и АЁ будет соизмерима с С/, ЕВ 
же — с ГО (предложение 11). И АЕ, ЕВ рациональны; значит, 
и СГ, ГО будут рациональны. И [поскольку] будет, что как 
АЕ к СГ, <так и» ЕВ к Г) (предложение 11 книги У), 


*) То-есть ОА.АМ. 
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то значит, «переставляя» (предложение 16 книги У), 
будет, что как АЕ к ЕВ, <так и> СГк [)..Но АБ, ЕВ 
соизмеримы только в степени; значит, и СГ, ГО будут 
соизмеримы только в степени (предложение 11). И они 
рациональны; значит. СДО будет биномиалью  (предло- 
жение 36). 

Вот я утверждаю, что по рангу она будет той же са- 
мой, что АВ. 

Действительно, АЁ в квадратах будет больше ЕВ или 
на <квадрат> на соизмеримой с собой, или на «квадрат» 
на несоизмеримой. Если теперь АЁ в квадратах больше ЕВ 
на «квадрат» на соизмеримой с собой, то и СГ в квадра- 
тах будет больше Г) на «квадрат» на соизмеримой с со- 
бой (предложение 14). И если АБ соизмерима с отложен- 
ной рациональной «прямой», то и С/ будет с ней соизмерима 
(предложение 12), и вследствие этого каждая из АВ; СО 
будет первой биномиалью (определения вторые, 1), то-есть 
той же самой по рангу. Если же ЕВ соизмерима с отло- 
женной рациональной, то и /)) будет с ней соизмерима 
(предложение 12), и вследствие этого опять будет по рангу 
той же, что АВ; ибо каждая из них будет второй биноми- 
алью (определения вторые, 2). Если же никакая из АБ, 
ЕВ не будет соизмерима с отложенной рациональной, то 
никакая из СГ, ГЛ) не будет с ней соизмеримой (предложе- 
ние 13), и каждая будет третьей (определения вторые, 3). 
Если же АБ в квадратах более ЕВ на <квадрат» на несо- 
измеримой с собой, то и СГ в квадратах больше ГО на 
«квадрат» на несоизмеримой с собой (предложение 14). 
И если АЕ соизмерима с отложенной рациональной, то и 
СТ будет с ней соизмерима (предложение 12), и каждая 
будет четвёртой (определения вторые, 4). Если же ЕВ 
«будет соизмерима», то и /), и каждая будет пятой 
(определения вторые, 9). Если же никакая из АЕ, ЕВ 
<«несоизмерима», то и никакая из СГ, ГО не будет соизме- 
рима с отложенной рациональной, и каждая будет шестой 
(определения вторые, 6). 

Таким образом, линейно соизмеримая с биномиалью 
будет биномиалью, и той же самой по рангу, что и 
требовалось доказать, 
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Предложение 67 


Линейно соизмеримая с бимедиалью и сама будет 
бимедиалью, и той же самой по рангу. 

Пусть будет бимедиаль АВ, и пусть СР будет линейно 
соизмерима с АВ; я утверждаю, что СДО будет бимедиалью, 
и ТОЙ же самой по рангу, что АВ (черт. 76). 

Действительно, поскольку АВ бимедиаль, то разделим 
её на медиали в Е; значит, АЕ, ЕВ будут медиалями, со- 
измеримыми только в степени. И сделаем, чтобы как АВ 
к СРО, <так и» АЕБ к СТ (предложение 12 
книги \]); и значит (книга У, предложения ОНИ <АИИИ) 
16 и 19, следствие), остаток ЕВ к остатку 
Ш будет как АВ к СО. Но АВ линейно р 1 р 
соизмерима с СД; значит, и каждая из АБ, 
ЕВ будет соизмерима с каждой из С/, р 
(предложение 11). Но АБ, ЕВ медиали; 
медиали, значит, и СГ, ГО (предложение 23). И поскольку 
будет, что как АЕ к ЕВ, ‹<так и> СГк О, и АБ, ЕВ 
соизмеримы только в степени, то [значит] и СГ, ГО бу- 
дут соизмеримы только в степени (предложение 11). До- 
казано же, что они и медиали; значит, СДО будет 
бимедиалью. 

Вот я утверждаю, что и цо рангу она будет той же самой, 
что АВ. 

Действительно, поскольку будет, что как АБ к БВ, 
«так и» СГк ГО, то значит (предложение 21, лемма), и 
как «квадрат» на АЁ к «прямоугольнику> АЁЕВ*), так и 
«квадрат» на С/ к <прямоугольнику» СГД **); «переста- 
вляя» (предложение 16 книги \У), как «квадрат» на АЕ 
к «квадрату» на С/, так и «прямоугольник» АЕВ*) к 
«прямоугольнику> СГД **). «Квадрат» же на АЁ соизмерим 
с «квадратом» на СГ; значит, и «прямоугольник> АЕВ*) 
соизмерим с «прямоугольником» С/О**) (предложение 11). 
Если теперь «прямоугольник» АЕВ*) рационален, то и 
«прямоугольник» СГО**) будет рационален [и вследствие 


Черт. 76. 


*) То-есть АЕ.ЕВ. 
*#) То-есть СГ.ГО. 


186 НАЧАЛА ЕВКЛИДА 


этого будет первая бимедиаль]. Если же медиален <пер- 
вый>, то медиален <и второй» (предложение 23, слелд- 
ствие) и каждая будет второй «бимедиалью» (предло- 
жения 37, 38). 

И вследствие этого СД будет той же самой по рангу, 
что и АБ, что и требовалось доказать. 


Предложение 68 


Соизмеримая с «большей» иррациональной и сама бу- 
дет «большей». 

Пусть будет «ббльшая» «иррациональная> АВ, и пусть. 
СР будет соизмерима с АВ; я утверждаю, что СО будет 
«большей» <иррациональной» (черт. 77). 

Разделим АВ в Е; значит, АЕ, ЕВ будут несоизмери- 
мыми в степени, образующими составленное из квадратов 

на них рациональное, произведение же из них 


й ’ медиальное (предложение 39); и сделаем то же 
самое, что и выше. И поскольку будет, что как 

АВк СО, так и АЕ к СГ, и ЕВ к ГШЮ, и зна- 

Е ! чит, как АЕ к СГ, так и ЕВ к Ш (предложе- 
Г ние 11 книги У). Но АВ соизмерима с СО; 

й значит, и каждая из АБ, ЕВ соизмерима с ка- 


Черт. 77. ждой из СГ, ГО (предложение 11). И поскольку 

будет, что как АЕк СГ, таки ЕВк Г), и ‹переста- 
вляя» (предложение 16 книги \), как АЕк ЕВ, так и Ск 
1), и значит, «присоединяя» (поедложение 18 книги У), 
будет, что как АВ к ВЕ, таки СО к ОГ; и значит, как 
«квадрат» на АВ к «квадрату> на ВЕ, так и «квадрат» 
на СД к <квадрату> на ОГ (предложение 20 книги У]. 
Подобным вот образом докажем, что икак <квадрат» на АВ к 
квадрату на АБ, так и «квадрат» на СО к <квадрату» на С/. И 
значит, как <квадрат> на АВ к «вместе взятым квадратам» 
на АБ, ЕВ, так и «квадрат» на СДО к <квадратам» на СГ, 
ГО} и ‹переставляя» (предложение 16 книги \), значит, бу- 
дет, что как «квадрат» на АВ к «квадрату» на СО, так 
и «квадраты» на АБ, ЕВ к <квадратам» на СГ, Г). «Квадрат» же 
на АВ соизмерим с <квадратом> на СО); значит, и <квадраты» на 
АБ, ЕВ соизмеримы с «квадратами» на СГ, ГО (предло- 
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жение 11). И «квадраты» на АБ, ЕВ вместе будут рацио- 
нальны, «значит», и «квадраты» на СТ, ГО вместе будут 
рациональны. Подобным же образом и дважды «прямо- 
угольник> между АЕ, ЕВ будет соизмерим с дважды 
«прямоугольником» между СЛ, Ш. И дважды <«прямоуголь- 
ник> между АЕ, ЕВ медиален; медиален, значит, и дважды 
«прямоугольник» между СГ, ГО (предложение 23, следст- 
вие). Значит, СГ, /[Ш будут несоизмеримыми в степени 
(предложение 13), образующими составленное из квадра- 
тов на них вместе рациональное, дважды же <прямоуголь- 
ник> между ними медиальный; значит, вся СДО будет 
иррациональной, так называемой «большей» (предложе- 
ние 39). 

Итак, соизмеримая с «большей» будет «большей», что 
н требовалось доказать. 


Предложение 69 


Соизмеримая с рационально и медиально квадрирующей 
[4 сама] будет рационально и медиально квадрирующей. 

Пусть будет рационально и медиально квадрирующая 
АВ, и пусть СР будет соизмерима с АВ; сле- И с 
дует доказать, что и СД будет рационально и 
медиально квадрирующей (черт. 78). 

Разделим АВ на прямые в Б; значит, АБ, 7 
ЕВ будут несоизмеримыми в степени, образую- Ё 
щими составленное из квадратов на них меди- 
альное, «прямоугольник» же между ними рацио- @ 
нальный (предложение 40); и устроим то же Черт. 78. 
самое, что и’раньше. Вот подобным же образом 
докажем, что и СЛ, Г) будут несоизмеримыми в степени, 
и составленное из «квадратов» на АБ, ЕВ соизмеримо с 
составленным из «квадратов» на СЛ, Г), «прямоугольник» 
же между АЕ, ЕВ <соизмерим»> с <прямоугольником> ме- 
жду СГ, ГО; так что и составленное из квадратов на СГ, 
[Р будет медиальным, «прямоугольник» же между СГ 
[О — рациональным. 

Значит, СД будет рационально и медиально квадриру- 
ющей, что и требовалось доказать, 
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Предложение 70 


Соизмеримая с бимедиально квадрирующей будет би- 
медиально квадрирующей. 

Пусть будет бимедиально квадрирующая АВ, и СО 
соизмерима с АВ; следует доказать, что и СО будет би- 
медиально квадрирующей (черт. 79). 

Действительно, поскольку АВ бимедиально квадриру- 
ющая, то разделим её на прямые в Е; значит, АЕ, ЕВ 

И г будут несоизмеримыми в степени, образующими 

составленное из [квадратов] на них медиальное, 

и «прямоугольник> между ними медиальный, и 

ещё составленное из квадратов на АЁ, ЕВ несо- 

Е ›  Измеримое с «прямоугольником» между АЕ, ЕВ 

(предложение 41); и устроим то же самое, что и 

Черт, 79 Раньше. Вот подобным же образом докажем, 

’ что и СР ГО будут несоизмеримы в степени, и 

составленное из «квадратов» на АЕ, ЕВ соизме- 

римо с составленным из «квадратов» на СГ, Г), <прямо- 

угольник> же между АЕ, ЕВ <соизмерим» с <прямоуголь- 

ником» между СГ, ГО; так что и составленное из квад- 

ратов на СЛ, Г) будет медиально и «прямоугольник» 

между СГ, [/) медиален, и ещё составленное из квадратов 

на СГ, /) несоизмеримо с «прямоугольником» между 
СТ, ЮР. 

Значит, СО будет бимедиально квадрирующей, что и 
требовалось доказать. 


Предложение 71 


При соединении рационального и медиального возникают 
четыре иррациональных — или биномиаль, или первая би- 
медиаль, или «большая» «иррациональная», или рацио- 
нально и медиально квадрирующая (50). 

Пусть рациональное будет <площадь> АВ, медиальное 
же СО; я утверждаю, что квадрирующая площадь АД бу- 
дет или биномиалью, или первой бимедиалью, или «боль- 
шей» «иррациональной>, или рационально и медиально 
квадрирующей (черт. 80). 
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Действительно, АВ будет или больше, или меньше СО. 
Пусть она сначала будет больше; и отложим рациональ- 
ную Е/, и приложим к Е! равную АВ ‹площадь> ЕН, 
образующую ширину ЕС; приложим к Е[Г и равную ВЭС 
«площадь» СЛ, образующую ширину СК. И поскольку <пло- 
щадь> АВ рациональна и равна ЕН, то рациональной будет 
и БН. И она прилагается к [рациональной] ЕТ, образуя ши- 
рину Е@, значит, Е@ будет рациональна и соизмерима с Е/ 
линейно (предложение 20). Затем, поскольку СДО медиальна и 
равна С.Л, то значит, медиальной будет и С.Л. И она прила- 
гается к рациональной ЕГ, образуя р р р р 
ширину СК; значит, ЯК будет 
рациональна и несоизмерима с ЕГ 
линейно (предложение 22). И по- 
скольку СР медиальна, АВ же 
рациональна, то значит, АВ будет 
несоизмерима с С/); так что и ЕН / и 4 
будет несоизмерима с С.Л. Как же В ] 

«площадь» ЕН к СУ, так будет и Черт. 80 

«прямая» ЕС к СК (предложение рт. © 
1 книги \1); значит, и ЕС будет 
несоизмерима с СК линейно (предложение 11). И обе 
они рациональны; значит, ЕС, СК будут рациональными, 
соизмеримыми только в степени <прямыми»; значит, ЕК 
будет биномиалью, разделённой в С (предложение 36). 
И поскольку «площадь» АВ больше СОШ и АВ равна 
ЕН, СО же СЛ, то значит, и ЕН болыше СТ; и зна- 
чит, ЕС будет больше СК (предложение 14 книги У). 
Теперь ЕС в квадратах больше СК или на <квадрат» на 
соизмеримой с собой линейно, или на <квадрат> на не- 
соизмеримой. Пусть сначала будет в квадратах больше на 
«квадрат» на соизмеримой; и большая СЕ будет соизмерима 
с отложенной рациональной ЕГ; значит, ЕК будет первой 
биномиалью (определения вторые, 1). Но ЕГ рациональна; 
если же площадь заключается между рациональной и пер- 
вой биномиалью, то квадрирующая эту площадь будет бино- 
миалью (предложение 54). Значит, квадрирующая <пло- 
щадь> Е/] будет биномиалью; так что и квадрирующая 
<«площадь> АР будет биномиалью. Но вот пусть ЕС будет 
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в квадратах больше СК на «квадрат» на несоизмери- 
мой с собой; и большая ЕС будет соизмерима линейно 
с отложенной рациональной ЕГ; значит, ЕК будет четвёр- 
той биномиалью (определения вторые; 4). Но ЕГ рацио- 
нальна; если же площадь заключается между рациональ- 
ной и четвёртой биномиалью, то квадрирующая эту пло- 
щадь будет иррациональная, так называемая «ббльшая» 
(предложение 57). Значит, квадрирующая площадь ЕУ 
будет «большей», так что и квадрирующая АД будет 
«большей». 
Но вот пусть АВ будет меньше СО; и значит, ЕН бу- 
дет меньше С. (черт. 81); так что и <прямая>» ЕС будет 
меньше СК (предложение 1 книги УТ; 
И предложение 14 книги У). В квадратах 
же СК будет больше ЕС или на <квад- 
рат» на соизмеримой с собой, или же 
й ) на «квадрат» на несоизмеримой. Пусть 
сперва в квадратах она будет больше 


/ на «квадрат» на соизмеримой с собой 
м линейно; и меньшая ЕС будет линейно 
и у соизмерима с отложенной рациональной 


ЕГ; значит, ЕК будет второй бино- 
миалью (определения вторые, 2). Но 
ЕГ рациональна; если же площадь 
заключается между рациональной и второй биномиалью, то 
квадрирующая эту площадь будет первой бимедиалью (пред- 
ложение 55). Значит, квадрирующая площадь ЁЕ/ будет 
первой бимедиалью; так что и квадрирующая АД будет пер- 
вой бимедиалью. Но вот пусть СК в квадратах будет больше 
СЕна <квадрат» на несоизмеримой с собой. И меньшая ЕС бу- 
дет соизмерима с отложенной рациональной ЕГ; значит, ЕЛА бу- 
дет пятой биномиалью (определения вторые, 5). Но Е! рацио- 
нальна; если же площадь заключается между рациональ- 
ной и пятой биномиалью, то квадрирующая эту площадь 
будет рационально и медиально квадрирующей (предложе- 
ние 58). Значит, квадрирующая площадь Е./ будет рацио- 
нально и медиально квадрирующей; так что и квадрирую- 
щая площадь АД будет рационально и медиально ква- 


дрирующей. 


Ч гы 


Черт. 81. 
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Итак, при соединении рационального и медиального воз- 
никают четыре иррациональных — или биномиаль, или первая 
бимедиаль, или «большая» «иррациональная>», или рацио- 
нально и медиально квадрирующая, что и требовалось до- 
казать. 


Предложение 72 


При соединении двух несоизмеримих между собой 
медцальных возникают остальные две иррациональные — 
или вторая бимедиаль, или бимедиально квадрирующая. 

Соединим две медиальных несоизмеримых между собой 
‹площади> АВ, СР; я утверждаю, что квадрирующая пло- 
щадь АД будет или второй бимеди- 
алью, или бимедиально квадрирующей ый Я 
(черт. 82). 

Действительно, АВ будет или боль- 
ше или меньше СО. Пусть, если слу- в ] 
чится, сначала АВ будет больше СО; 

и отложим рациональую Е/, и приложим Ё 

к Е! равную АВ ‹площадь» ЕН, обра- р И 
зующую ширину ЕС, а также равную СО / 7 
«площадь» ОЛ, образующую ширину 
СК..И поскольку каждая из АВ, СО 
будет медиальной, медиальна, значит, и 
каждая из ЕН, СЛ. И они прилагаются к рациональной /ЁБ, 
образуя ширины ЕС, СК; значит, каждая из а, СК будет 
рациональной и несоизмеримой с Е/ линейно (предложение 22). 
И поскольку «площадь» АВ несоизмерима с СД, и будут АВ 
равна ЕН, СО же СУ, то несоизмерима, значит, будет и 
«площадьУ ЕН с С. Как же ЕН к ОХ, так будет и <прямая> 
БО к СК (предложение | книги \1); значит, ЕС будет несо- 
измерима с СК’ линейно (предложение 11). Значит, ЕЦ, СК 
будут рациональными, соизмеримыми только в степени пря- 
мыми; значит, ЕК будет биномиалью (предложение 36). 
В квадратах же ЕС будет больше СК или на <квадрат> 
на соизмеримой с собой, или на «квадрат» на несоизмери- 
мой. Пусть сначала в квадратах «она будет больше» на 
<квадрат> на соизмеримой с собой линейно; и никакая из 
ЕО, ЦК не будет линейно соизмерима с отложенной рацио- 


Черт. 82. 
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нальной ЕГ; значит, ЕК будет третьей биномиалью (опреде- 
ления вторые, 3). Но ЕГ рациональна; если же площадь 
заключается между рациональной и третьей биномиалью, 
то квадрирующая эту площадь будет второй бимедиалью 
(предложение 956); значит, квадрирующая «площадь» ЕУ, 
то-есть АР, будет второй бимедиалью. Но вот пусть ЕС 
будет в квадратах больше СК на <квадрат» на несоизмери- 
мой с собой линейно; и каждая из ЕС, СК будет несоиз- 
мерима с Е! линейно; значит, ЕК будет шестой биноми- 
алью (определения вторые, 6). Если же площадь заключается 
между рациональной и шестой биномиалью, то квадрирую- 
щая эту площадь будет бимедиально квадрирующей (пред- 
ложение 99), так что и квадрирующая площадь АД будет 
бимедиально квадрирующей. 

[Подобным же вот образом докажем, что и если АВ будет 
меньше СД, то квадрирующая площадь АД будет или 
вторая бимедиаль или бимедиально квадрирующая. | 

Итак, при соединении двух несоизмеримых между собой 
медиальных возникают остальные две иррациональные — 
или вторая бимедиаль, или бимедиально квадрирующая. 


— 


Биномиаль и <получающиеся» после неё иррациональные 
не будут тождественными ни с медиалью, ни друг с другом. 
Действительно, «квадрат» на медиали, приложенный к рацио- 
нальной, образует ширину рациональную и линейно ‘несо- 
измеримую с той, к которой прилагается (предложение 22). 
«Квадрат» же на биномиали, приложенный к рациональной, 
образует шириной первую биномиаль (предложение 60). 
«Квадрат» же на первой бимедиали, приложенный к рацио- 
нальной, образует шириной вторую биномиаль (предложе- 
ние 61). «Квадрат» же на второй бимедиали, приложенный 
к рациональной, образует шириной третью биномиаль (пред- 
ложение 62). «Квадрат» же на «большей» <иррациональ- 
ной>, приложенный к рациональной, образует шириной 
четвёртую биномиаль (предложение 653). «Квадрат» же на 
рационально и медиально квадрирующей, приложенный к ра- 
циональной, образует шириной пятую биномиаль (предложе- 
ние 64). «Квадрат» же на бимедиально квадрирующей, при- 
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ложенный к рациональной, образует шириной шестую 
биномиаль (предложение 65). Вышеупомянутые же ширины 
отличаются от первой и между собой, от первой — потому 
что она рациональна, между собой же — потому что по 
рангу они не будут теми же самыми; так что и сами эти 
иррациональные различаются между собой (51, 52, 53, 
54, 55). 


Предложение 73 


Если от рациональной отнимается рациональная, 
только в степени соизмеримая с целой, то остающаяся 
будет иррациональной; пусть называется она выче- 
том *) (56). 

Пусть от рациональной АВ отнимается рациональная ВС, 
только в степени соизмеримая с целой; я утверждаю, что 
остающаяся АС будет иррациональной — так называемым 
вычетом (черт. 83). 


д 
И Г Г 
Черт. 88. 


Действительно, поскольку АВ линейно несоизмерима 
с ВС и как АВ к ВС, так и <квадрат> на АВ к <прямо- 
угольнику> между АВ, ВС (предложение 21, лемма), то 
значит, «квадрат» на АВ будет несоизмерим © <прямоуголь- 
ником» между АВ, ВС (предложение 11). Но с <квадратом> 
на АВ соизмеримы <вмесле взятые квадраты» на АВ, БС (пред- 
ложение 15), с «прямоугольником» же между АВ, ВС соизме- 
рим будет дважды «прямоугольник» между АВ, ВС (пред- 
ложение 6). И поскольку «квадраты» на АВ, ВС равны 
дважды <прямоугольнику» между В, БС вместе с <квадратом> 
на СА, то значит, «вместе взятые квадраты» на АВ, ВС 
будут несоизмеримы и с остатком — «квадратом» на АС 
(предложения 13, 16). «Квадраты>» же на АВ, ВС рацио- 
нальны; значит, АС будет иррациональной; пусть называется 
она вычетом; что и требовалось доказать. 


*) Другое название: апотома (71 &лоторл). 


13 Евклид 
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Предложение 74 


Если от медиали отнимается медиаль, только в сте- 
пени соизмеримая с целой, вместе же с целой заключаю- 
щая рациональную «площадь», то остающаяся будет 
иррациональной; пусть называется она первым медиаль- 
ным вычетом. 
Пусть от медиали АВ отнимается медиаль ВС, только 
в степени соизмеримая с АВ, образующая же вместе с АВ 
р  Рациональную «площадь — прямоугольник» между 
АВ, ВС; я утверждаю, что остающаяся АС будет 
иррациональной; пусть называется она первым меди- 
альным вычетом (черт. 84). 

Г Действительно, поскольку АВ, ВС — медиали, 
то и «квадраты» на АВ, ВС будут медиальными. 

” Дважды же <прямоугольник» между АВ, ВС рацио- 
Черт. 84. нален; значит, «вместе взятые квадраты» на АВ, ВС 

несоизмеримы с дважды <прямоугольником> между 
АВ, БС; значит, дважды ‹прямоугольник>» между АВ, 
ВС (предложение 7 книги П) будет несоизмерим и с 0с- 
тающимся «квадратом» на АС, поскольку если и целое 
с одной из них несоизмеримо, то и первоначальные вели- 
чины будут несоизмеримыми (предложение 16). Дважды же 
<прямоугольник> между АВ, ВС рационален; значит, <квад- 
рат> на АС иррационален; иррациональна, значит, и АС 
(определение 4); пусть она называется первым медиальным 
вычетом. 


Предложение 75 


Если от медиали отнимается медиаль, только в сте- 
пени соизмеримая с целой, вместе же с целой заключаю- 
щая медиальную «площадь», то остающаяся будет ир- 
рациональной; пусть она называется вторым медиальным 
вычетом. 

Пусть от медиали АВ отнимается медиаль СВ, только 
в степени соизмеримая с целой АВ, вместе же с целой АВ 
заключающая медиальную ‹площадь — прямоугольник» ме- 
жду АВ, ВС (предложение 28); я утверждаю, что остаю- 
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щаяся АС будет иррациональной; пусть она называется 
вторым медиальным вычетом (черт. 85). 

Действительно, отложим рациональную «прямую» О/ и 
приложим к ОГ равную <вместе взятым квадратам» на АВ, 
ВС «площадь» ДЕ, образующую ширину ДОН, к ЛГ же 
приложим равную дважды <прямоугольнику> между АВ, ВС 
«площадь» ОО, образующую ширину 07; значит, остаток 
<площадь> (Е равен будет <квадрату> на АС (предложе- 
ние 7 книги ИП). И поскольку «квадраты» на АВ, ВС 
медиальны и соизмеримы, то значит, 
медиальна и <площадь> ОЕ. И при- 


лагается она к рациональной ДГ, 7 2 и 
образуя ширину ДЛ; значит. ОН 
будет рациональной и несоизмеримой 
с Ш/Г линейно (предложение 22). 
Затем, поскольку «прямоугольник» 7 я : 


между АВ, ВС медиален, то значит, 
и дважды «прямоугольник» между АВ, Черт. 55. 

ВС будет медиальным (предложе- 

ние 23, следствие). И он равен ОО; значит, и Ра 
будет медиальным. И он приложен к рациональной ОГ, 
образуя ширину 17; значит О будет рациональной и 
несоизмеримой с ДГ линейно (предложение 22). И по- 
скольку АВ, ВС соизмеримы только в степени, то значит, АВ 
будет несоизмеримой линейно с ВС; значит, и квадрат на АВ 
несоизмерим с <прямоугольником> между АВ, ВС (предло- 
жение 21, лемма; предложение 11). Но с <квадратом> на АВ 
соизмеримы «вместе взятые квадраты» на АБ, ВС (предло- 
жение 15), с «прямоугольником» же между АВ, ВС со- 
измерим дважды ‹прямоугольник> между АВ, ВС (пред- 
ложение 6); значит, дважды «прямоугольник» между АВ, 
ВС будет несоизмерим с <вместе взятыми квадратами» 
на АВ, БС (предложение 13). <Квадратам» же на АВ, ВС 
равна <площадь» ОЕ, дважды же ‹прямоугольнику» ме- 
жду АВ, ВС — «площадь» РОО; значит, ОЕ [будет] несо- 
измерима с ОЗ. Как же ДЕк ПО, таки НО к 0) 
(предложение | книги УГ); значит, НО будет несоизме- 
рима с ОС (предложение 11). И обе они будут рациональ- 
ными; значит. НО, ОИ будут рациональными, соизмери- 


13* 
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мыми только в степени; значит, 2Н будет вычетом (предло- 
жение 73). «Прямая» же ШГ рациональна; «площадь» 
же, заключающаяся между рациональной и иррациональной, 
будет иррациональной (предложение 20), и квадрирующая 
её будет иррациональна. И ‹площадь> ДЕ квадрируется 
«прямой» АС; значит, АС будет иррациональна (определе- 
ние 4); пусть она называется вторым медиальным вычетом; 
что и требовалось доказать. 


Предложение 76 


Если от прямой отнимается прямая, несоизмеримая 
в степени с целой, образующая же с целой —<ива- 
драты> на них вместе «взятые» рациональные, <прямо- 
угольние» же между ними медиальный, то остающаяся 
будет иррациональной; пусть она называется «меньшей» 
‹иррациональной>. 


я 
й Г Й 
Черт. 86. 


Пусть от прямой АВ отнимается прямая ВС, несоиз- 
меримая в степени с целой и образующая предложен - 
ное (предложение 33). Я утверждаю, что остающаяся 
АС будет иррациональной так называемой «меньшей» 
(черт. 86). 

Действительно, поскольку составленное из квадратов 
на АВ, ВС будет рациональным, дважды же ‹ирямоуголь- 
ник> между АБ, ВС медиальным, то значит, «вместе взя- 
тые квадраты> на АВ, ВС будут несоизмеримы с дваж- 
ды «прямоугольником» между АВ, ВС; и, «переворачи- 
вая», с остатком (предложение 7 книги П) — <квад- 
ратом> на АС — будут несоизмеримы «вместе взятые квад- 
раты» на АВ, ВС (предложение 16). «Квадраты» же на 
АВ, ВС рациональны; значит, АС будет иррациональна; 
пусть она называется «меньшей»; что и требовалось до- 
казать. 
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Предложение 77 


Есля от прямой отнимается прямая, несоизмеримая 
в степеня с целой, вместе же с целой образующая со- 
ставленное из квадратов на них медиальное, дважды же 
«прямоугольник» между ними рациональный, то остаю- 
щаяся будет иррациональной; пусть она назы- 


вается образующей с рациональным целое ме- А 
диальное. 

Пусть от прямой АВ отнимается прямая ВС, 
несоизмеримая в степени с АВ и образующая прел- [ 
ложенное (предложение 34); я утверждаю, что 
остающаяся АС будет вышеупомянутой иррацио- 9 


нальной (черт. 87). 

Действительно, поскольку составленное из квад- 
ратов на АВ, ВС медиально, дважды же <прямо- 
угольник> между АВ, ВС рациональный, то значит, «вместе 
взятые квадраты» на АВ, ВС будут несоизмеримыми с два- 
жды «прямоугольником» между АВ, ВС; значит, и остао- 
щийся (предложение 7 книги П) «квадрат» на АС будет 
несоизмерим с дважды <прямоугольником> между АВ, ВС 
(предложение 16). И двакды «прямоугольник» между АВ, 
ВС рационален; значит, «квадрат» на АС иррационален; 
иррациональна, значит, и.АС; пусть она называется обра- 
зующей с рациональным целое медиальное; что и требо- 
вапось доказать. 


Черт. 87. 


Предложение 78 


Есл1 от прямой отнимается прямая, не`оизмеримая 
в степени с целой, вместе же с целой образующая со- 
ставленное из квадратов на них медиальное, дважды же 
прямоугольнике между ними медиальный и ещё квадраты 
на них, несоизмеримые с дважды прямоугольником между 
ними, то остающаяся будет иррачиональной; пусть она 
называется образующей с медиальным целое медиальное. 

Пусть от прямой АВ отнимается прямая ВС, несоизме- 
римая в степени с АВ и образующая предложенное; я ут- 
верждаю, что остающаяся АС будет иррациональной, назы- 
ваемой образующей с медиальным целое медиальное (черт. 88). 
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Действительно, отложим рациональную 0/ и приложим 
к [Г равную «вместе взятым квадрагам» на АВ, ВС 
«площадь» ДЕ, образующую ширину ДОН, отнимем же 
«площадь» ОО, равную дважды ‹«прямоугольнику» между 
АВ, ВС [образующую ширину 07]. Значит, остающаяся 
‹площадь> ГЕ будет равна квадрату на АС (предложе- 
ние 7 книги П); так что АС квадрирует «площадь» ДЕ. 
И поскольку составленное из квадратов на АВ, ВС меди- 
ально и равно «площади» ОЕ, то зна- 
чит. и ОЕ [будет] медиальна. И она 
прилагается к рациональной ДОГ, образуя 
ширину ОН; значит, ОН будет рацио- 
нальной и несоизмеримой с ДГ линейно 


А (предложение 22). Затем, поскольку 
Я Г Й дважды ‹прямоугольник» между АВ, 
Черт. 88. ВС медиален и равен «площади» ОС, 


то значит, ОС будет медиальна. И при- 
лагается ола к рациональной ОГ, образуя ширину 07; значит, 
и ОЕ будет рациональной и несоизмеримой с ОГ линейно 
(предложение 22). И поскольку <вместе взятые квадраты» на 
АВ, ВС несоизмеримы с дважды «прямоугольником» между 
АВ, ВС, то значит, и «площадь» ОЕ несоизмерима с ООД. 
Как же ДЕ к ООД, так будет и <прямая> ОНк ДА (пред- 
ложение 1 книги УГ); значит, ОН будет несоизмерима 
с РЕ (предложение 11). И обе они рациональны; значит, 
НР, БЕ будут рациональными, соизмеримыми только в сте- 
пени. Значит, ДН будет вычетом (предложение 73); 24 
же рациональна. [Прямоугольная] же «площадь», заключа- 
ющаяся между рациональной и вычетом, будет иррацио- 
нальной (предложение 20), и квадрирующая её будет ирра- 
циональной. И «площадь» ГЕ квадрируется ‹прямой» АС; 
значит, АС будет иррациональна; пусть она называется 


образующей с медиальным целое медиальное; что и тре- 
бовалось доказать. 


Предложение 79 


С вычетом сочетается *) одна [только] рациональная 
прямая, только в степени соизмезимая с целой. 


——=——. 


*) В подлиннике просарио(е, — прилаживается. 
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Пусть вычет будет АВ, сочетающаяся же с ним <пря- 
мая› ВС; значит, АС, СВ будут рациональными, соиз- 
меримыми только в степени (предложение 73); я утверждаю, 
что с АВ не сочетается другая рациональная <прямая>, 
только в степени соизмеримая с целой (черт. 89). 

Действительно, пусть, если возможно, <с ней» будет 
«так» сочетаться ВО; и АР, ОВ, значит, будут рацио- 
нальными, соизмеримыми только в степени (предло- й 
жение 73). И поскольку, чем «вместе взятые 
квадраты» на 40), ОВ превышают дважды <пря- 


Г) 
моугольник> между АД, ОВ, тем и «вместе взя- 
тые квадраты» на АС, СВ превышают дважды <пря- 
моугольник> между АС, СВ, ибо оба они превы- Г 


шают одним и тем эке «квадратом» на АВ (пред- 
ложение 7 книги П); значит, «перестановкой», чем р 
«квадраты> на АД, ОВ превышают «квадраты» Черт. 89. 
на АС, СВ, тем ги] дважды <прямоугольник» между 
АР, ОВ превышает дважды ‹<прямоугольник» между АС, 
СВ. <«Квадраты> же на АД, ОВ рациональным превышают 
«квадраты» на АС, СВ, ибо оба рациональны. Значит, и 
дважды <прямоугольник> между АД, ОВ рациональным пре- 
вышазт дважды «прямоугольник» между АС, СВ; это же 
невозможно; ибо оба они медиальны (предложение 21), ме- 
диальное же медиальное ‚не превышает рациональным (пред- 
ложение 26). Значит, с АВ не сочетается другая рацио- 
нальная прямая, только в степени соизмеримая с целой. 
Итак, с вычетом сочетается только одна рациональная 
«прямая», только в степени соизмеримая с целой, что и 
требовалось доказать. 


Пр-дложение 80 


С первым медиальным вычетом сочетается только 
одна медиальная прямая, только в степени соизмеримая 
с целой, вместе же с целой заключающая рациональную 
<«площадьх. 

Пусть первый медиальный вычет будет АВ и пусть 
с АВ будет сочетаться ВС; значит, АС, СВ будут медиали, 
соизмеримые только в степени, заключающие рациональный 
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«прямоугольник» между АС, СВ (предложение 74); я ут- 
верждаю, что с АВ не сочетается другая медиальная <пря- 
мая», только в степени соизмеримая с целой, вместе же 
с целой заключающая рациональную «площадь» (черт. 90). 
Действительно, пусть, если возможно, <с ней» будет 
«так» сочетаться и ОВ; значит, АД, ОВ будут медиали, 
соизмеримые только в степени, заключающие рациональный 
<«прямоугольник» между АД, ОВ (предложение 74). И по- 
„ скольку, чем <вместе взятые квадраты» на АД, 
ОВ превыша от дважды «прямоугольник» между АД, 
ОВ, тем и <вместе взятые квадраты» на АС, СВ 
превышают дважды ‹прямоугольник>» между АС, 
СВ, ибо [опять] оли превосходят тем же самым 
‚  Сквадратом> на АВ (предложение 7 книги П}; 
значит, «терестановкой», чем <квадраты> на АД, 
’ ШВ превышают <квадраты»на АС, СВ, тем и дважды 
Черт. 90. «прямоугольник» между АР, ДВ превышает дваж- 
ды «прямоугольник» между АС, СВ. Дважды же 
«прямоугольник» между АД, ОВ рациональным превышает 
дважды «прямоугольник» между АС, СВ, ибо оба рацио- 
нальны. Значит, и «квадраты» на АД, ДВ рациональным 
превышают [квадраты] на АС, СВ; это же невозможно, ибо 
оба медиальны (предложение 24); медиальное же медиа- 
льное не превышает рациональным (предложение 26). 
Итак, с первым медиальным вычетом сочетается только 
одна медиальная прямая, только в степени соизмеримая 
с целой, вместе же с целой заключающая рациональную 
«площадь», что и требовалось доказать. 


р 


Предложение 81 


Со вторым медиальным вычетом сочетается только 
одна медиальная прямая, только в степени соизмеримая 
с целой, вместе же с целой заключающая медиальную 
«площадь». 

Пусть булуг второй медиальный вычет АВ и сочетаю- 
щаяся с АВ «прямая» ВС; значит, АС, СВ будут медиали, 
соизмеримые только в степени, заключающие медиальный 
«прямоугольник» между АС, СВ (предложение 75); я ут- 
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верждаю, что с АВ не сочетается другая медиальная прямая, 
только в степени соизмеримая с целой, вместе же с целой 
заключающая медиальную <площадь» (черт. 91). 

Действительно, пусть, если возможно, <с ней» будет 
«так» сочетаться ВО; и, значит, АД, ОБ будут медиаль- 
ными, соизмеримыми только в степени «прямыми», заклю- 
чающими медиальный «прямоугольник» между АД, ОВ 
(предложение 75). И отложим рациолальную Ей, и прило- 
жим к ЕЙ равную <вместе взятым квадратам> на АС, СВ 
«площадь> ЕН, образующую шири- 


ну ЕМ; отнимем же равную дважды ^_ 4__ 1 
<«прямоугольнику> между АС, СВ <пло- 

щадь> ОН, образующую ширину СМ; 2 

значит, остаток ЕЁ будет равен <квад- / 


рату> на АВ (предложение 7 книги 1), 
так что АВ квадрирует «площадь» БГ. 
Затем вот прилсжим к Е равную 
<«квадратам» на АД, ОВ «площадь» ЕТ, 


образующую ширину ЕМ; также и й М 
<‹площадь> ЕЁ будет равна квадрату 

на АВ; значит, остаток С! будет равен / м 
дважды «прямоугольнику» между АД, Черт. 91. 


ОВ (предложение 7 книги ПП). И по- 

скольку «прямые» АС, СВ медиальны, то значит, ме- 
диальными будут и “к’адраты> на АС, СВ. И равны они 
«площади» ЕН; зчачил, медиальной будет и ЕН. И при- 
лагается она к рациональной Ей, образуя ширину ЕМ; 
значит, Е/ЛМ будет рациональной и несоизмеримой с ЕЙ 
линейно (предложение 22). Затем, поскольку медиален 
<прямоугольник» между АС, СВ, то и дважды <«прямоуголь- 
ник> между АС, СВ будет медиальным (предложение 23, 
следствие). И равен он «площади» СИМ; значит, и СН 
будет медиальным. И прилагается он к рациональной ЕЙ, 
образуя ширину @/; значит, рациональной будет и СМ 
и несоизмеримой с ЕХ линейно (предложение 22). И по- 
скольку АС, СВ соизмеримы только в степени, то значит, 
АС будет несоизмеримой с СВ линейно. Как же АС к СВ, 
так будет и «квадрат» на АС к «прямоугольнику>» между 
АС, СВ (предложение 21, следствие); значит, «квадрат» 
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на АС несоизмерим будет с «прямоугольником» между 
АС, СВ (предложение 11). Но с «квадратом» на АС со- 
измеримы <вместе взятые квадраты» на АС, СВ, с ‹<пря- 
моугольником» же между АС, СВ соизмерим дважды ‹<пря- 
моугольник» между АС, СВ; значит, и «квадраты» на АС, 
СВ будут несоизмеримы с дважды  <прямоугольником> 
между АС, СВ (предложение 13). И <квадратам> на АС, 
СВ равна ‹площадь> ЕН, дважды же «прямоугольнику> 
между АС, СВ равна «площадь» НО; значит, ЕН несоиз- 
мерима с СН. Как же ЕН к СН, так будет и <прямая> 
ЕМ к СМ (предложение 1 книги УТ); значит, ЕМ будет 
несоизмерима с МС линейно (предложение 11). И обе они 
рациональны; значит, Е/М, МС будут рациональными соиз- 
меримыми только в степени «прямыми»; значит, ЕС будет 
вычетом (предложение 73), ОМ же — сочетающейся с ним 
‹прямой». Подобным же вот образом докажем, что с ним 
сочетается и СМ; значит, с вычетом сочетаются одна и 
другая прямая, только в степени соизмеримые с целой; это 
же невозможно (предложение 79). 

Итак, со вторым медиальным вычетом сочетается только 
одна медиальная прямая, только в степени соизмеримая 
с целой, вместе же с целой заключающая медиальную 
«площадь», что и требовалось доказать. 


Предложение 82 


С «меньшей» «иррацчональной> сочетается только 
одна прямая, несоизмеримая в степени с целой, вместе 
же с целой образующая «составленное» из квадратов 
на них рациональное, дважды же «прямоугольник» между 
ними медиальный. 

Пусть будет «меньшая» <иррациональная» АВ и пусть 
сочетающаяся с АВ будет ВС; значит, АС, СВ будут 
несоизмеримыми в степени, образующими составленное из 
квадратов на них рациональное, дважды же «прямоугольник» 
между ними медиальный (предложение 76); я утверждаю, 
что с АВ не сочетается другая прямая, образующая то же 
самое (черт. 92), 
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Действительно, пусть, если возможно, <с ней» будет 
«так> сочетаться ВО; и значит, АД, ВР будут несоизме- 
римые в степени ‹прямые», образующие вышесказанное. 
И поскольку, чем ‹вместе взятые квадраты» на АР, ОВ 
превышают «вместе взятые квадраты» на АС, СВ, тем 
и дважды «прямоугольник» между АД, ОВ превышает 


й В с! р 
——ы—ы———. 
Черт. 92. 


дважды «прямоугольник» между АС, СВ, квадраты же на 
АД, ОВ рациональным превышают квадраты на АС, СВ, 
ибо оба рациональны; значит, и дважды «прямоугольник» 
между АД, ОВ рациональным превышает дважды <прямо- 
угольник> между АС, СВ; это же невозможно (предложе- 
ние 26), ибо оба медиальны. 

Итак, с «меньшей» сочетается только одна прямая, 
несоизмеримая в степени с целой и образующая квадраты 
на них вместе рациональными, дважды же «прямоугольник» 
между ними медиальный, что и требовалось доказать. 


Пргдложение 83 


С «прямой», образующей с рациональным целое мед\- 
альное, сочетается только одна прямая, несоизмеримая 
в степеня с целой, вместе же с целой образующая со- 
ставленное из квадратов на них медиальное, дважды 
же «прямоугольник» между ними рациональный. 


И В р 2 
——— 


Черт. `93. 


Пусть образующая с рациональным целое медиальное 
будет АВ и пусть с АВ будет сочетаться ВС; значит, АС, 
СВ будут несоизмеримые в степени <прямые>, образующие 
предложенное (предложение 77); я утверждаю, что с АВ 


не сочетается другая «прямая», образующая то же самое 
(черт. 93). 
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Действительно, пусть, если возможно, <с ней> будет 
«так» сочетаться ВО; и значит, АР, ОВ будут прямые, 
несоизмеримые в степечи, образующие предложенное (пред- 
ложение 77). Поскольку теперь, чем «вместе взятые квад- 
раты> на АД, ОВ превышают «вместе взятые квадраты» 
на АС, СВ, тем и дважды «прямоугольник» между АД, 
ОВ превышает дважды «прямоугольник» между АС, СВ, 
в соответствии с тем, что выше; дважды же <прямоуголь- 
ник> между АД, ОВ рациональным превышает дважды 
«прямоугольник» между АС, СВ, ибо оба они рациональны; 
и значит, «квадраты» на АД, ОВ рациональным превышают 
«квадраты» на АС, СВ; это же невозможно, ибо оба они 
медиальны (предложение 26). Значит, с АВ не сочетается 
другая прямая, несоизмеримая в степени с целой, вместе 
же с целой образующая вышесказанное; значит, только 
одна сочетается, что и требовалось доказать. 


Предложение 84 


С «прямой», образующей с медиальным целое медцальз- 
ное, сочетается только одна прямая, несоизмеримая 
в степени с целой, вместе же с целой образующая 

и В Гр составленное из квадратов 
на них медцальное, дважды 
же «прямоугольник» между 
ними медиальный и ешё нес)- 
измеримый с составленным из 
«квадратов» на них. 

Пусть образующая с меди- 

7 г ^/  альным целое медиальное бу- 

дет АВ, сочетающаяся же с 

Черт. 94. ней ВС; значит, АС, СВ будут 

несоизмеримыми в степени, 

образующими вышесказанное (поедложение 78). Я утзер- 

ждаю, что с АВ Н% сочетается другая прямая, образующая 
вышесказанное (черт. 94). 

Действительно, пусть, если возможно, <с ней» будет 
«так> сочетаться ВО, так что АР, ОВ будут несоизмерн- 
мыми в степени, образующими квадраты на АР, ДВ вместе 


Ё [9 м м. 
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медиальные и дважды «прямоугольник» между АО, ОВ 
медиальный и ещё <вместе взятые квадраты» на АО, ОВ, 
несоизмеримые с дважды «прямоугольником» между АД, 
ОВ (предложение 78); и отложим рациональную ЕЙ и 
приложим ‘к ЕЁ равную «вместе взятым квадратам» на 
АС, СВ <площадь> ЕН, образующую ширину ЕМ, к ЕЁ 
же приложим равную дважды «прямоугольнику> между АС, 
СВ «площадь> СН, образующую ширину @М; значит, 
остаток -— «квадрат» на АБ (предяожение 7 книги П) — будет 
равен <плсщади> ЕД; значит, АВ квадрирует ЕЁ. Затем, 
приложим к ЕЁ равную «квадратам> на АД, ОВ <пло- 
щадь> ЕГ, образующую ширину ЕМ№. Также и <квадрат» 
на АВ равен Е; значит, сстаток (предложение 7 книги П) — 
дважды «прямоугольник» между АД, ОВ — равен [будет] 
«площади» СГ. И поскольку составленное из <квадратов>» 
на АС, СВ медиально и равно «площади» ЕН, то медиаль- 
ной, значит, будет и ЕН. И прилагается она к рациональ- 
ной ЕЙ, образуя ширину ЕМ; значит, ЕМ будет рацио- 
нальна и несоизмерима с ЕЙ линейно (предложение 22). 
Затем, поскольку дважды «прямоугольник» между АС, СВ 
медиален и равен «площади» @Н, то медиальна, значит, 
и СН. И прилагается она к рациональной Ей, образуя 
ширину СМ; значит, @/М будет рациональна и несоизмерима 
с ЕЙ линейно (предложение 22). И поскольку «вместе 
взятые квадраты» на АС, СВ несоизмеримы с дважды 
«прямоугольником» между АС, СВ, то и «площадь» ЕН 
несоизмерима будет с СН; значит, и «прямая» ЕМ будет 
линейно несоизмерима с МС (предложение 1 книги УГ; 
предложение 11 книги Х). И обе они рациональны; значит, 
ЕМ, МО будут рациональные, соизмеримые только в сте- 
пени «прямые»; значит, ЕС будет вычетом (предложение 73), 
СОМ же— сочетающейся с ним «прямой». Подобным же 
вот образом докажем, что ЕО опять будет вычетом, @№ 
же— с ним сочетающейся. Значит, с вычетом сочетаются 
одна и другая рациональные ‹«прямые>», только в степени 
соизмеримые с целой; это же по доказанному невозможно 
(предложение 79). Зпачит, с АБ не сочетается другая прямая. 

Итак, с АВ сочетается только одна прямая, несоизме- 
римая в степени с целой, вместе же с целой образующая 
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квадраты на них вместе медиальные и дважды <прямоуголь- 
ник» между ними медиальный и ещё квадраты на них, 
несоизмеримые с дважды «прямоугольником» между ними, 
что и требовалось доказать. 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТРЕТЬИ 


1. Если при отложении рациональной <прямой» и вычета 
целая в квадратах будет болыше сочетающейся на <квад- 
рат» на соизмеримой с собой линейно и целая будет ли- 
нейно соизмерима с отложенной рациональной <прямой», то 
пусть <вычет> называется первым вычетом. 

2. Если же сочетающаяся будет линейно соизмерима 
с отложенной прямой и целая в квадратах будет больше 
сочетающейся на «квадрат» на соизмеримой с собой, то 
пусть <вычет> называется вторым вычетом. 

3. Если же никакая не будет линейно соизмерима с от- 
ложенной рациональной и целая в квадратах будет больше 
сочетающейся на <квадрат» на соизмеримой с собой, то 
пусть <вычет> называется третьим вычетом. 

4. Опять, если целая в квадратах будет больше соче- 
тающейся на квадрат на несоизмеримой с собой [линейнф], 
то если целая будет линейно соизмерима с отложенной 
рациональной, пусть <вычет> называется четвёртым вы- 
четом. | 

5. Если же <соизмерима будет» сочетающаяся, то — 
пятым. 


6. Если же никакая <не будет соизмерима», то — шестым 
(57). 


Предложение 85 


Найти первый вычет (черт. 95). 

Отложим рациональную «прямую» А и пусть ВН будет 
соизмерима с А линейно; рациональной, значит, будет и ВН. 
И отложим два квадратных числа ОЕ, ЕГ, разность ГО 
которых пусть не будет квадратом (предложение 28, лемма); 
значит, и ЕД не будет иметь к ОГ отношения, как квад- 
ратное число к квадратному числу. И сделаем, чтобы как 
ЕР к ГГ, так «был бы и» квадрат на БН к квадрату 
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на НС (предложение 6, следствие); значит, квадрат на ВН 
соизмерим будет с квадратом на НС (предложение 6). 
«Квадрат» же на ВН рационален; рационален, значит, и 
«квадрат» на НС; рациональной, значит, будет и НС. И 
поскольку ЕД не имеет к Д/ отношения, как квадратное 
число к квадратному числу, то 


значит, и <квадрат> на ВН п ся 
к «квадрату» на НС не имеет 

отношения, как квадратное бр 
число к квадратному числу; 

значит, ВН будет несоизме- Черт. 95. 


рима с НС линейно. И обе они 

рациональны; значит, ВН, НС будут рациональными, соиз- 
меримыми только в степени; значит, ВС будет вычетом 
(предложение 73). 

Вот я утверждгю, что и первым. 

Действительно, пусть то, чем <квадрат» на ВН больше 
«квадрата» на НС (предложение 13, лемма), будет квадрат 
на С. И поскольку будет, что как ЕД к ГО, так и <квад- 
рат» на ВН к «квадрату» на НС, то значит, «перевора- 
чивая» (предложение 19 книги У, следствие), будет, что 
как 0Е к ЕГ, так и «квадрат» на НВ к <квадрату» на СЦ. 
Но ОЕ имеет к Е! отношение, как квадратное число 
к квадратному числу, ибо каждое из них квадрат; и зна- 
чит, «квадрат» на НВ к «квадрату> на С имеет отноше- 
ние, как квадратное число к квадратному числу; значит, 
ВН будет соизмерима с С линейно (предложение 9). И ВН 
в квадратах больше НС на «квадрат» на @; значит, ВН 
в квадратах . больше НС на «квадрат» на соизмеримой 
с собой линейно. И целая ВН будет линейно соизмерима 
с отложелной рациональной А. `Значит, ВС будет первым 
вычетом (определения третьи, 1). 

Итак, найден первый вычет ВС, что и требовалось найти. 


Предложение 86 


Найти второй вычет (черт. 96). 
Отложим рациональную А и соизмеримую с А линей- 
но НС. Значит, НС будет рациональной. И отложим два 
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квадратных числа ОЕ, ЕГ, разность ОГ которых пусть 
квадратом не будет (предложение 78, лемма 1). И сделаем, 
чтобы как ГО к ОЕ, так «был бы и» квадрат на СН 
к квадрату на НВ (предложение 6, следствие). Значит, 
квадрат на СН будет соизмерим с квадратом на НВ (прелд- 
ложение 6). «Квадрат» же на СН ра- 


-—__^ —_  ционален. Рациональным, значит, [будет] 

И Й И и «квадрат» на НВ; значит, ВН будет 
р рациональна. И поскольку квадрат на 
Е | 7 НС не имеет к «квадрату» на НВ отно- 
= шения, как квадратное число к квадрат- 
Черт. 96. ному числу, то СН будет несоизмерима 


с НВ линейно (предложение 9). И обе 
они рациональны; значит, СН, НВ будут рациональными, 
соизмеримыми голько в степени; значит, ВС будет вычетом 
(предложение 73). 

Вот я утверждаю, что и вторым. 

Действительно, пусть то, чем «квадрат» на ВН больше 
«квадрата» на НС, будет «квадрат» на С (предложение 13, 
лемма). Поскольку теперь будет, что как <квадраг» на ВН 
к «квадрату» на НС, так и число ЕД к числу ГЛ, то, 
«переворачивая» (предложение 19 книги У, следствие), будет, 
значит, что как <квадрат> на ВН к «квадрату» на @, так 
и ДЕк Е!Г. И каждое из ОЕ, ЕГ квадрат; значит, <Квад- 
рат» на ВН имеет к «квадрату» на @ отношение, как квад- 
ратное число к квадратному числу; значит, ВН будет ли- 
нейно соизмерима с С (предложение 9). И в квадратах ВН 
более НС на «квадрат» на @; значит, ВН в квадратах 
более НС на «квадрат» на соизмеримой с собой линейно. 
И сочетающаяся СН будет соизмерима с отложенной раци- 
ональной А. Значит, ВС будет вторым вычетом (определе- 
ния третьи, 2). 

Итак, найден второй вычет ВС, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 87 
Найти третий вычет (черт. 97). 


Отложим рациональную А и отложим три числа ЕЁ, ВС, 
Ср, не имеющие между собой отношения, как квадратное 
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число к квадратному числу; пусть же СВ будет иметь 
к ВО отношение, как квадратное число к квадратному числу, 
и сделаем, чтобы как Е к ВС, так ‹<был бы и» квадрат 
на А к квадрату на ГН (предложение 28, лемма 1), как 
же ВС к СР, так «был бы и» квадрат на ГН к квадрату 
на НО. Поскольку теперь будет, что как Е к ВС, так и 
квадрат на А к квадрату на ГН, то значит, соизмеримым 
будет квадрат на А с квадратом на ГН (предложение 6). 
Квадрат же на А рационален. Рациона- 
лен, значит, и «квадрат» на /Н; значит, НЧ 
[Н будет рациональна. И поскольху Е "И ИИА, 
не имеет к ВС отношения, как квадрат- 
ное число к квадратному числу, то 
значит, и квадрат на А не имеет к [квад- ро й 
рату] на /Н отношения, как квадрат- +————— 
ное число к квадратному числу; значит, 
А будет линейно несоизмерима с /Н 
(предложение 9). Затем, поскольку будет, 
что как ВС к СРО, так и квадрат на /Н к <квадрату» на НС, 
то значит, «квадрат» на /Н будет соизмерим с <квадратом> на 
НО (предложение 6). «Квадрат» же на /Н рационален; раци- 
онален, значит, и <квадрат> на НО; рациональной, значит, 
будет и. НЦ. И поскольку ВС не имеет к СД отношения, 
как квадратное число к квадратному числу, то значит, и 
«квадрат» на /Н не имеет к <квадрату» на НЯ отношения, 
как квадратное число к квадратному числу; значит, /Н будет 
линейно несоизмерима с НО (предложение 9). И обе они 
рациональны; значит, /Н, НОС будут рациональными, соиз- 
меримыми только в степени; значит, /С будет вычетом (пред- 
ложение 73). _ 

Вот я утверждаю, что и третьим. 

Действительно, поскольку будет, что как Е к ВС, так 
и квадрат на А к «квадрату» на /Н, как же ВС к СР, 
так и <квадрат» на ГН к <квадрату» на СН, то «по равен- 
ству» (предложение 22 книги У), значит, будет, что как Е 
к СД, так и «квадрат» на А к «квадрату» на ЧН. Но Е 
не имеет к СД отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу; значит, и «квадрат» на А не имеет к <квад- 
рату> на НО отношения, как квадратное число к квадрат- 


Черт. 97. 


14 Евклид 
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ному числу; значит, Д несоизмерима будет с НО линейно 
(предложение 9). Значит, никакая из /Н, НО не будет 
линейно соизмерима с отложенной рациональной А. Пусть 
теперь то, чем <квадрат» на /Н больше <квадрата> на НО, 
будет «квадрат» на К (предложение 13, лемма). Поскольку 
теперь будет, что как ВС к СРО, так и «квадрат» на /Н 
к «квадрату> на НА, то, «переворачивая» (предложение 19 
книги У, следствие), значит, будет, что как ВС к ВО, так 
и квадрат на /Н к «квадрату» на К. Но ВС имеет к ВО 
отношение, как квадратное число к квадратному числу; зна- 
чит, и «квадрат» на /Н к «квадрату» на К имеет отноше- 
ние, как квадратное число к квадратному числу. Значит, 
[Н будет линейно соизмерима с К (предложение 9), и в квад- 
ратах /Н более НА на «квадрат» на соизмеримой с собой 
«прямой». И никакая из /Н, НО не будет линейно соизме- 
рима с отложенной рациональной А; значит, ГО будет третьим 
вычетом (определения третьи, 3). 


Итак, найден третий вычет /@, что и требовалось до- 
казать. 


Предложение 88 


Найти четвёртый вычет (черт. 98). 

Отложим рациональную А и соизмеримую с А линей- 
но ВН; рациональной, значит, будет и ВН. И отложим два 
числа ДОГ, [Е так, чтобы вся ОЕ не имела к каждой 

из 0, Е! отношения, как квад- 

И "ОИСИ ратное число к квадрагному числу. 
И сделаем, чтобы как ОЕ к ЕГ, 

=—— ‚—_/ р так <был бы и> квадрат на ВН 
° К «квадрату» на НС (предложе- 

Черт. 98. ние 6, следствие); значит, <квад- 

рат> на БН будет соизмерим 

с «квадратом» на НС (предложение 6). «Квадрат» же на ВН 
рационален; рационален, значит, и «квадрат» на НС; раци- 
ональна, значит, и НС. И поскольку ДЕ не имеет к Е/ 
отношения, как квадратное число к квадратному числу, то 
значит, и «квадрат» на ВН не имеет к <квадрату> на НС 
отношения, как квадратное число к квадратному числу; 
значит, ВН будет линейно несоизмерима с НС (предложе- 
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ние 9). И обе’ они рациональны; значит, ВН, НС будут 
рациональными, соизмеримыми только в степени; значит, 
ВС будет вычетом (предложение 73). 

[Вот я утверждаю, что и четвёртым]. 

Пусть теперь то, чем «квадрат» на ВН болыше <квад- 
рата> на НС, будет «квадрат» на @ (предложение 13, 
лемма). Поскольку теперь будет, что как ОЕ к ЕГ, так и 
«квадрат» на ВН к «квадрату» на НС, то значит, и «пере- 
ворачивая» (предложение 19 книги У, следствие), будет, 
что как ЕД к ОГ, так и «квадрат» на НВ к «квадрату» 
на @. Но ЕД не имеет к О/ отношения, как квадратное 
число к квадратному числу; значит, и ‹квадрат» на НВ 
не имеет к «квадрату» на @ отношения, как квадратное 
число к квадратному числу; значит, ВН несоизмерима будет 
с С линейно (предложение 9). И в квадратах ВН более НС 
на <квадрат> на С; значит, ВН в квадратах более НС на 
«квадрат» на несоизмеримой с собой. И вся ВН соизмерима 
линейно с отложенной рациональной 4. Значит, ВС будет 
четвёртым вычетом (определения третьи, 4). 

Итак, найден четвёртый вычет, что и требовалось до- 
казать. 


Предложение 89 


Найти пятый вычет (черт. 99). 
Отложим рациональную А, и пусть СН будет линейно 
соизмерима с А; значит, СН [будет] рациональна. И отло- 
жим два числа ОГ, [Е так, чтобы ДЕ опять 


не имела к каждой из ОГ, /Е отноше- В 12 
ния, как квадратное число к квадратному 

числу; и сделаем, чтобы как [Е к ЕД, так ДГ 
«был бы и квадрат» на СН к «квадрату» 1 
на НВ. Рациолален, значит, и «квадрат» на Н 
НВ (предложение 6); рациональна, значит, Е 
будет и ВН. И поскольку будет, что как ДЕ [ 

к Е[, так и «квадрат» на ВН к <квадрату> 


на НС, ОЕ же не имеет к Е/ отношения, Черт. 99. 
как квадратное число к квадратному числу, 

то значит, и «квадрат» на ВН не имеет к «квадрату» 
на НС отношения, как квадратное число к квадратному 


14* 
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числу; значит, ВН несоизмерима будет с НС линейно (пред- 
ложение 9). И обе они рациональны; значит, ВН, НС 
будут рациональными, соизмеримыми только в степени; зна- 
чит, ВС будет вычетом (предложение 73). 

Вот я утверждаю, что и пятым. 

Пусть, действительно, то, чем «квадрат» на ВН более 
«квадрата» на НС, будет «квадрат» на С (предложение 13, 
лемма). Поскольку теперь будет, что как «квадрат» на ВН 
к «квадрату» на НС, так и ДЕ к ЕГ, то, «переворачивая» 
(предложение 19 книги У, следствие), значит, будет, что 
как ЕД к ОГ, так и «квадрат» на ВН к <квадрату> на С. 
Но ЕД не имеет к ОГ отношения, как квадратное число 
к квадратному числу; значит, и «квадрат» на ВН не имеет 
к «квадрату» на С отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу; значит, ВН несоизмерима будет с С линейно 
(предложение 9). И в квадратах ВН более НС на <квад- 
рат> на Ц; значит, НВ в квадратах более НС на <квадрат>» 
на несоизмеримой с собой линейно. И сочетающаяся СН 
будет линейно соизмеримой с отложенной рациональной’ 4; 
значит, ВС будет пятым вычетом (определения третьи, 5). 

Итак, найден пятый вычет ВС, что и требовалось до- 
казать. 


Предложение 90 


Найти шестой вычет’ (черт. 100). 

Отложим рациональную А и три числа Е, ВС, СО, не 
имеющие между собой отношения, как квадратное число 
к квадратному числу; ещё же пусть и 
СВ не будет иметь к ВР отношения, 
Г „р как квадратное число к квадратному 
числу; и сделаем, чтобы как Е к БС, 


Ии——— 


/ так «был бы и квадрат» на А к <квад- 
Ё рату> на /Н, как же ВС к СРО, так 
я «был бы и квадрат» на ГН к <квадра- 
й р ий ту» на НО. 
Черт. 100. Поскольку теперь будет, что как Е 


к ВС, так и «квадрат» на А к <квад- 
рату> на /Н, то значит, «<квадрат> на А соизмерим 
с «квадратом» на /Н (предложение 6). <Квадрат» же 
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на А рационален; рационален, значит, и «квадрат» на /Н; 
рациональной, значит, будет и /Н. И поскольку Е 
не имеет к ВС отношения, как квадратное число к квад- 
ратному числу, то значит, и «квадрат» на А не будет 
иметь к «квадрату» на /Н отношения, как квадратное 
число к крадратному числу; значит, А будет несоизмерима 
с ГН линейно (предложение 9). Затем, поскольку будет, 
что как ВС к СО, так и «квадрат» на [Н к «квадрату» 
на НО, то значит, «квадрат» на ГН соизмерим с <квадра- 
том» на НА (предложение 6). «Квадрат» же на /Н раци- 
онален; рационален, значит, и «квадрат» на НО; раци- 
ональна, значит, и НО. И поскольку ВС не имеет к СО 
отношения, как квадратное число к квадратному числу, то 
значит, и «квадрат» на ГН не имеет к «квадрату» на НО 
отношения, как квадратное число к квадратному числу; 
значит, /Н будет несоизмерима с НОА линейно (предложе- 
ние 9). И обе они рациональны; значит, /Н, НО будут 
рациональными, соизмеримыми только в степени; значит, 
[А будет вычетом (предложение 73). 

Вот я утверждаю, что и шестым. 

Действительно, поскольку будет, что как Е к ВС, так 
и «квадрат» на А к «квадрату» на ГН, как же ВС к СО, 
так и «квадрат» на ГН к «квадрату» на НОА, то значит, 
«по равенству» (предложение 22 книги У) будет, что как 
Е к СР, так и «квадрат» на А к «квадрату» на НО. Но Е 
не имеет к СД отношения, как квадратное число к квалд- 
ратному числу; значит, и «квадрат» на А не будет иметь 
к «квадрату> на НО отношения, как квадратное число 
к квадратному числу; значит, А будет линейно несоизмерима 
с НА (предложение 9); значит, никакая из ГН, НО не будет 
линейно соизмерима с рациональной А. Пусть теперь то, 
чем «квадрат» на /Н больше ‹<квадрата» на НО, будет 
«квадрат» на К (предложение 13, лемма). Поскольку теперь 
будет, что как ВС к СО, так и «квадрат» на /Н к <квад- 
рату> на НУ, то, «переворачивая» (предложение 19 книги 
\, следствие), значит, будет, что как СВ к ВО, так и 
«квадрат» на /Н к «квадрату» на К. Но СВ не имеет 
к ВО отношения, как квадратное число к квадратному числу; 
значит, и «квадрат» на /Н не имеег к «квадрату» на К 
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отношения, как квадратное число к квадратному числу; 
значит, /Н будет несоизмерима с К линейно (предложе- 
ние 9). И в квадратах /Н более НО на «квадрат» на К; 
значит, /Н в квадратах более НО на <квадрат» на несоиз- 
меримой с собой линейно. И никакая из /Н, НОЯ не будет 
линейно соизмерима с отложенной рациональной А. Значит, 
ГА будет шестым вычетом (определения третьи, 6). 

Итак, найден шестой вычет /@, что и требовалось до- 
казать (58). 


Предложение 91 


Если площадь заключается между рациональной и 
первым вычетом, то квадрирующая эту площадь будет 
вычетом. 

Пусть площадь АВ заключается между рациональной АС 
и первым вычетом АД; я утверждаю, что квадрирующая 
площадь АВ будет вычетом (черт. 101). 

Действительно, поскольку АД есть первый вычет, то 
пусть сочетающаяся с ним будет ОН; значит, АН, НО 

будут рациональные, соизмеримые 

И И Е 2 Я 
‘только в степени «прямые» (предло- 
‚жение 73). И вся АН соизмерима 
с отложенной рациональной АС, ив 
й 8 $ / К ‘квадратах АН более НО на <квад- 
[рату на линейно соизмеримой с собой 
‘(определения третьи, 1); значит, если 
приложить к АН с недостатком в 
иле квадрата ‹площадь>, равную 
«квадрату» на ОН, то она разделит 
эту <прямую> на соизмеримые <ча- 
‚сти> (предложение 17). Рассечём ОН 
Черт. 101. пополам в Е и приложим к АН с не- 
достатком в виде квадрата площадь», 
равную <квадрату> на ЕН, и пусть это будет <прямо- 
угольник> между Аб, 2Н; значит, АГ будет соизмерима 
с Н. И через точки Е, 2, Н параллельно АС проведём 

ЕС, 71, НК. 

И поскольку АД будет соизмерима с Н линейно, то 

значит, и АН будет линейно, соизмерима с каждой из АА, 
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#Н (предложение 15). Но АН соизмерима с АС; значит, и 
каждая из АЙ, ЁН будет линейно соизмерима с АС (пред- 
ложение 12). И АС рациональна; рациональна, значит, и 
каждая из АЙ, (Н; так что и каждая из «площадей» ДГ, 
ЕК будет рациональной (предложение 1 книги УГ; пред- 
ложение 11 книги Х). И поскольку ОЕ будет соизмерима 
с ЕН линейно, то значит, и ОН будет линейно соизмерима 
с каждой из ОЕ, ЕН (предложение 15). Но ДН раци- 
ональна и несоизмерима с АС линейно; значит, и каждая 
из ДЕ, ЕН будет рациональна и несоизмерима с АС ли- 
нейзо (предложение 13); значит, каждая из «площадей» 
ра, ЕК будет медиальной (предложение 20). 

Тогда положим равный «площали»> АГ квадрат 2 М, рав- 
ный же <площади» (К квадрат УХ, имеющий с ним общий 
угол ОМ, отнимем; значит, квадраты 2/М, №МХ, будут на 
одном И том же диаметре (предложение 26 книги У]. Пусть 
их диаметр будет ОЮ, и достроим «известный» чертёж 
(см. предложения 4, 7, 8 книги П). Поскольку теперь 
заключающийся между АЙ, (Н прямоугольник равен квад- 
рату на ЕН, то значит (предложение 17 книги УП), будет, 
что как АЙ к БН, таки ЕН к #Н. Но как АЙ к ЕН, 
так и «площадь» АГ к ЕК, как же ЕН к #Н, так будет 
и <площадь> ЕК к КЕ (предложение | книги УГ); значит, 
для «площадей» АГ, К& средней пропорциочальной бу- 
дет ЕК. Также и для «площадей» [/М, М№МХ средней про- 
порциональной будет ММ, как это доказано в предыдущих 
(предложение 53, лемма), и ‹«площадь> АГ равна квад- 
рату Ё/М, «площадь» же КИ ‹равна» №МХ; значит, и <пло- 
щадь> /ММ равна будет ЕК. Но ЕК равна Да, ММ 
же — /.Х (предложение 43 книги [); значит, ОК равна бу- 
дет гномону УРИ и ещё <квадрату» №МХ. Так же и <пло- 
щадь> АК равна квадратам Г.М, №МХ; значит, остаток АВ 
будет равен «площади» $Т. Но ЭТ будет квадратом на 2; 
значит, квадрат на Г/М будет равен «площади» АВ; зна- 
чит, [М квадрирует «площадь» АВ. 

Вот я утверждаю, что СМ будет вычетом. 

Действительно, поскольку каждая из «площадей» А/, 
ЕК рациональна и равна «соответственно» 2./М, №Х, то зна- 
чит, будет рациональна и каждая из «площадей» 2/М, М№Х, 
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то-есть «квадратов» на каждой из ДО, ОМ; значит, и каж- 
дая из ГО, ОМ будет рациональной. Затем, поскольку 
«площадь» ОС медиальна и равна ЁХ, то медиальной, зна- 
чит, будет и Ё2Х. Поскольку теперь «площадь» ЁХ меди- 
альна, МХ же рациональна, то значит, Г.Х будет несоиз- 
мерима с МХ; как же СХ к МХ, так будет и <прямая» ГО 
к ОМ (предложение 1 книги УГ; значит, ГО будет ли- 
нейно несоизмерима с ОМ (предложение 11). И обе они 
рациональны; значит, [О0О, ОМ будут рациональными, соиз- 
меримыми только в степени; значит, Г будет вычетом 
(предложение 73). И он квадрирует площадь АВ; значит, 
квадрирующая площадь АВ будет вычетом. 


Итак, если площадь заключается между рациональной 
ит. д. 


Предложение 92 


Если площадь заключается между рациональной и 
вторым вычетом, то квадрирующая эту площадь будет 
первым медиальным вычетом. 

Пусть площадь АВ заключается между рациональной АС 
и вторым вычетом АО; я утверждаю, что квадрирующая 
площадь АВ будет первым медиаль- 
ным вычетом (черт. 102). 

Действительно, пусть .сочетаю- 
щаяся с АД будет ОН; значит, АН, 
ГА В $ { К НО будут рациональными, соизмери- 
мыми Только в степени (предложе- 
ние 73), и сочетающаяся ОН будет 
соизмеримой с отложенной рациональ- 
ной АС, целая же АН в квадратах 
будет больше сочетающейся ДОН на 
«квадрат» на соизмеримой с собой 
линейно (определения третьи, 2). 

Черт. 102. Поскольку теперь АН в квадратах 
больше НО на «квадрат» на соиз- 

меримой с собой, то значит, если приложить к АН <пло- 
шадь>, равную четвёртой части <квадрата> на НО, с не- 
достатком в виде квадрата, то она разделит эту <пря- 
мую» на соизмеримые части (предложение 17). Рассечём 


И И, Е_2 
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теперь ОН пополам в Е; и приложим к АН равную <квад- 
рату> на ЕН «площадь» с недостатком в виде квадрата, и 
пусть это будет «прямоугольник» между АЙ, ГН; значит, 
АХ будет соизмерима с (Н линейно. И, значит, АН будет 
линейно соизмерима с каждой из АЙ, ЁН (предложение 15). 
Но АН рациональна и несоизмерима с АС линейно; и зна- 
чит, каждая из АЙ, (Н будет рациональной и несоизмери- 
мой с АС линейно (предложение 13); значит, каждая из 
«площадей» АГ, К будет медиальной (предложение 20). 
Затем, поскольку ОЕ соизмерима с ЕН, то значит, и ОН 
будет соизмеримой с каждой из ДЕ, ЕН (предложение 15). 
Но ОН соизмерима с АС линейно [значит, и каждая из 
РЕ, ЕН будет рациональной и линейно соизмеримой с АС]. 
Значит, каждая из «площадей» 0С, ЕК будет рациональной. 

Построим теперь равный «площади» А/ квадрат Г, 
равный же «площади» К «квадрат» М№МХ, «находящийся» 
при том же самом, что и Г.М, угле, <а именно», угле ДОМ, 
отнимем; значит, квадраты М, №МХ будут на одном и том 
же диаметре (предложение 26 книги У). Пусть их диаметр 
будет ОЮ, и достроим «известный» чертёж. Поскольку 
теперь «площади» АГ, ДК медиальны и равны <соответ- 
ственно квадратам» на О, ОМ, то и <квадраты» на ЁО, ОМ 
будут [значит] медиальными; значит, и <прямые>» ГО, ОМ 
будут медиальными, соизмеримыми только в степени. И по- 
скольку «прямоугольник» между Ай, ЁН равен <квадрату» 
на ЕН, то значит, будет (предложение 17 книги \]), что 
как АЙ к ЕН, так и ЕН к НН; но как АЁ к ЕН, так и 
‹площадь> АГ к ЕК (предложение | книги \1); как же ЕН 
к 7Н, так [будет] и «площадь» ЕК к СК; значит, для 
«площадей» `АГ, ГК средней пропорциональной будет ЕК. 
Также и для квадратов 2/М, МХ средней пропорциональ- 
ной будет ММ (предложение 53, лемма); и <площадь> А/ 
равна 2./М, (К же ‹равна» МХ; значиг, и «площадь» ММ 
равна будет ЕК. Но «площади» ЕК равна [будет] ДО, 
«площади» же ММ равна ЁХ (предложение 43 книги 1); 
значит, вся «площадь» ОК равна будет гномону УРИ и 
«ещё квадрату» №МХ. Поскольку теперь вся «площадь» АК 
равна «вместе взятым» [М №МХ, из которых ОК равна 
гномону УРО и «ещё квадрату> №Х, то значит, остаток, 
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«площадь» АВ равна будет Т5. Но ТФ будет <квадратом» 
на М; значит, «квадрат» на [М будет равен площади АВ; 
значит, «прямая> 2 квадрирует площадь АВ. 

[Вот] я утверждаю, что [М будет первым медиальным 
вычетом. 

Действительно, поскольку <площадь> ЕК рациональна 
и равна СХ, то значит, рациональна будет и Г.Х, то-есть 
«прямоугольник» между [О, ОМ. Доказано же, что МХ 
медиален; значит 2Х будет несоизмерим с МХ; как же [Х 
к МХ, так будет и ‹прямая> ГО к ОМ (предложение 1 
книги \1); значит, СО, ОМ будут линейно несоизмеримыми 
(предложение 11). Значит, 20, ОМ будут медиалями, со- 
измеримыми только в степени, заключающими рациональную 
«площадь»; значит, СМ будет первым медиальным вычетом 
(предложение 74); и она квадрирует площадь АВ. 

Итак, квадрируюшая площадь АВ будет первым меди- 
альным вычетом, что и требовалось доказать. 


Предложение 93 


Если площадь заключается между рациональной и 
третьим вычетом, то квадригующая эту площадь будет 
вторым медиальным вычетом. 
Ил р 


- ШИ Пусть площадь АВ заключается 


между рац олальной АС и третьим 
ГА В р ГК 


вычетом 40; я утверждаю, что квад- 
рирующая площадь АВ будет вторым 
медиальным вычетом (черт. 103). 
Действительно, пусть сочетаю- 
щаяся с СО будет ОН; значит, АЯ, 
НР будут рациональными, соизмери- 
мыми только в степени, и никакая 
из АН, НР не будет линейно соиз- 
меримой с отложенной рациональной 
Черт. 103. АС, целая же АН в квадратах будет 
больше сочетающейся ДОЛЯ на <квад- 
рат» на соизмеримой с собой (определения третьи, 3). Посколь- 
ку теперь АН в квадратах больше НО на <квадрат> на соиз- 
меримой с собой, то значит, если приложить к АН равную 
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четвёртой части «квадратах на ДН ‹площадь» с недостат- 
ком в виде квадрата, то она разделяет эту «прямую» на 
соизмеримые <части» (предложение 17). Рассечём теперь ОН 
пополам в Е и приложим к АН равную «квадрату» на ЕН 
«площадь» с недостатком в виде квадрата, и пусть это бу- 
дет «прямоугольник» между 4, ЕН. И проведём через 
точки Е, 2, Н параллельно АС «прямые» ЕЦ, Г, НК; 
значит, соизмеримыми будут <прямые>» 47, ИН; соизмери- 
ма, значит, и «площадь» А/[с ГК (предложение 1 книги УГ 
предложение 11| книги Х). И поскольку АЙ, ЁН линейно 
соизмеримы, то значит, и АН будет линейно соизмеримой 
с каждой из АЙ, 7Н (предложение 15). Но АН рациональна 
и несоизмерима с АС линейно, так что и «прямые» 47, Н 
«будут несоизмеримы с АС линейно» (предложение 13). 
Значит, каждая из «площадей» АГ, ГК будет медиальной. 
Затем, поскольку ОЕ линейно соизмерима с ЕН, то значит, 
и ОН будет линейно соизмерима с каждой из ОЕ, ЕН 
(предложение 15). Но НШ рациональна и линейно несоиз- 
мерима с АС; значит, и каждая из ОЕ, ЕН рациональ- 
на и линейно несоизмерима с АС (предложение 13); зна- 
чит, и каждая из «площадей» ОО, ЕК будет медиальной 
(предложение 20). И поскольку АН, НР соизмеримы 
только ‘в степени, то значит, АН будет линейно несоизме- 
рима с НО. Но АН будет линейно соизмеримой с АХ, 
ОН же с ЕН; значит, АЙ будет линейно несоизмери- 
ма с ЕН (предложение 13). Как же А к ЕН, так бу- 
дет и <площадь> АГ к ЕК (предложение 1 книги У1; 
значит, «площадь» АГ будет несоизмеримой с ЕК (пред- 
ложение 11). 

Построим теперь равный ‹площади>» АГ квадрат 2, 
равный же <площади> ДК <квадрат» МХ, находящийся при 
том же самом угле, что и ЁМ, отнимем; значит «площади» 
ГМ, МХ будут на одном и том же диаметре (предложе- 
ние 26 книги \У1. Пусть их диаметр будет ОЮ, и достроим 
<«известный> чертёж. Поскольку теперь ‹прямоугольник> 
между А, {Н равен <квадрату» на ЕН, то значит, будет, 
что как АЙ к ЕН, таки ЕН кН (предложение 17 кни- 
ги \1. Но как АЁ к ЕН, так будет и «площадь» АГк ЕК 
(предложение 1 книги \1); как же ЕН к ЕН, так будет 
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и «площадь» ЕК к ЕК; и значит, как «площадь» А/к ЕК, 
так и ЕК к ДК; значит, для АГ, ХК средней пропорцио- 
нальной будет ЕК. Также и для квадратов [М, МХ сред- 
ней пропорциональной будет <площадь» /ИМ (предложение 53, 
лемма); и «площадь» АГ равна будет 2М, К же МХ; и 
значит, ЕК равна будет ММ№. Но ММ равна ЁХ (предложе- 
ние 43 книги 1), ЕК же равна [будет] ОО; значит, и вся 
«площадь> ДОК равна будет гномону УРОИ и <ещё квадра- 
ту> МХ. Также и «площадь» АК равна «вместе взятым» 
[М, МХ; значит, остаток — «площадь» АВ —- равен 
будет 5Т, то-есть квадрату на М; значит, [М квадрирует 
площадь АВ. 

Я утверждаю, что Г/Л будет вторым медиальным вы- 
четом. 

Действительно, поскольку доказано, что «площади» А/, 
ЕК медиальны, и они равны ‹<соответственно квадратам» на 
ГО, ОМ, то значит, и каждый из «квадратов» на ГО, ОМ 
медиален; медиальна, значит, каждая из «прямых» ГО, ОМ. 
И поскольку «площадь» АГ соизмерима с К (предложе- 
ние 1 книги УГ; предложение 11 книги Х), то значит, и 
«квадрат» на ГО соизмерим с <квадратом> на ОМ. Затем, 
поскольку «площадь» А/ оказалась несоизмеримой с БК, 
то значит, и «площадь» [Г/М несоизмерима будет с ММ, 
то-есть «квадрат» на ГО с «прямоугольником» между ГО, 
М№ О; так что и «прямая» СО будет линейно несоизмерима 
с ОМ (предложение 1 книги УГ; предложение 11 книги Х); 
значит, ГО, ОМ будут медиалями, соизмеримыми только в 
степени. 

Вот я утверждаю, что они заключают медиальную <пло- 
щадь». 

Действительно, поскольку доказано, что «площадь> ЕК 
медиальна и она равна <прямоугольнику> между [О, ОМ, 
то медиальным, значит, будет и «прямоугольник» между 
ГО, ОМ; так что ГО, ОМ будут медиалями, соизмеримыми 
только в степени, заключающими медиальную ‹площадь». 
Значит, СМ будет вторым медиальным вычетом (предложе- 
ние 75); и она квадрирует площадь АВ. 

Итак, квадрирующая площадь АВ будет вторым мели- 
альным вычетом, что и требовалось доказать. 
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Предложение 94 


Если площадь заключается между рациональной и 
четвёртым вычетом, то квадрирующая эту площадь бу- 
дет «меньшей» <иррациональной>. 

Пусть площадь АВ заключается между рациональной 
АС и четвёртым вычетом АД; я утверждаю, что квадри- 
рующая площадь АВ будет «меньшей» «иррациональной» 
(черт. 104). 

Действительно, пусть сочетающаяся с АД будет ОН; 
значит, АН, НО будут рациональными, соизмеримыми только 
в степени, и АН будет линейно / р, 


. ЕР И 
соизмерима с отложенной рацио- 
нальной АС, целая же АН в квад- 
атах будет больше сочет ейся 
р У четающ р 7. #8 АК 


ОН на <квадрат> на несоизмери- 
мой с собой линейно (определе- 
ния третьи, 4). Поскольку теперь 
АН в квадратах более НШ на 
<квадрат> на несоизмеримой с со- 
бой линейно, то значит, если при- 
ложить к АН равную четвёртой 
части «квадрата» на ДН «площадь» 
с недостатком в виде квадрата, то Черт. 104. 

она разделяет эту <прямую> на не- 

соизмеримые ‹<части» (предложение 18). Рассечём теперь ДН 
пополам в Е, и приложим к АН равную <квадрату> на ЕН 
«площадь» с недостатком в виде квадрата, и пусть это бу- 
дет «прямоугольник» между АЙ, Н; значит, АЙ будет 
несоизмеримой линейно с ЙН. Проведём теперь через Б, 
й, Н параллельно АС, ВО «прямые> Е@, 7Т, НК. По- 
скольку теперь АН рациональна и линейно соизмерима с АС, 
то значит, вся «площадь» АК будет рациональна. Затем, 
поскольку ОН линейно несоизмерима с АС и обе они ра- 
циональны, то значит, «площадь» ОЖ будет медиальной 
(предложение 21). Затем, поскольку АЙ линейно несоизме- 
рима с СН, то значит, и «площадь» А/ будет несоизмери- 
мой с СК (предложение 1 книги \У[; предложение 11 кни- 
ги Х). Построим теперь равный «площади» А/ квадрат СМ, 
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равный же «площади» ДК при том же самом угле ОМ 
«квадрат» №АХ отнимем. Значит, квадраты 2/М, МХ будут 
на одном и том же диаметре (предложение 26 книги \|). 
Пусть их диаметр будет ОК, и достроим <известный» чер- 
тёж. Поскольку теперь «прямоугольник» между АЙ, ЁН равен 
«квадрату» на ЕН, то значит, будет пропорция — как Ай к 
ЕН, так и ЕН к ЕН (предложение 17 книги УП). Но как 
Айк ЕН, так будет и «площадь» АГк ЕК, как же ЕН 
к ДН, так будет и «площадь» ЕК к ХК (предложение 1 
книги \1[); значит, для АГ, ГК средней пропорциональ- 
ной будет ЕК. Также и для квадратов 2/М, №МХ средней 
пропорциональной будет «площадь» ММ (предложение 93, 
лемма), и «площадь» АГ равна будет Г.М, ГК же ‹равна» 
№Х; и, значит, ЕК равна будет ММ№. Но <площади> ЕК 
равна ДО, «площади» же ММ равна ЁХ (предложение 43 
книги [); значит, вся ДОК равна будет гномону УРИ и 
«ещё» квадрату МХ. Поскольку теперь вся АК равна <взя- 
тым вместе» квадратам [., М№Х, у которых ДК равна 
гномону УРО и квадрату №МХ, то значит, остаток, — <пло- 
щадь> АБ — равен будет $Т, то-есть квадрату на Г.М; зна- 
чит, 2 квадрирует площадь АВ. 

Я утверждаю, что 2 будег иррациональной, так назы- 
ваемой «меньшей». 

Действительно, поскольку «площадь> АК рациональна 
и равна квадратам на СО, ОМ, го значит, составленное из 
«квадратов» на СО, ОМ будет рационально. Затем, поскольку 
«площадь» ОК медиальна и ОК будет равна дважды 
«прямоугольнику> между ГО, ОМ, то значит, дважды <пря- 
моугольник> между ГО, ОМ будет медиален. И посколь- 
ку «площадь» АГ оказалась несоизмеримой с К, то зна- 
чит, и квадрат на ГО несоизмерим будет с квадратом 
на ОМ. Значит, ГО, ОМ будут несоизмеримыми в степе- 
ни, образующими составленное из квадратов на них 
рациональное, дважды же «прямоугольник» между ними ме- 
диальный. Значиг, СМ будет иррациональной, так назы- 
ваемой «меньшей» (предложение 76). И она квадрирует 
площадь АВ. 

Итак, квадрирующая площадь АВ будет «меньшей» ир- 
рациональной, что и требовалось доказать. 
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Предложение 95 


Если площадь заключается между рациональной и 
пятым вычетом, то квадрирующая эту площадь будет 
«образующей с рациональным целое медиальное». 

Пусть площадь АВ заключается между рациональной АС 
и пятым вычетом АД; я утверждаю, что квадрирующая 
площадь АБ будет «образующей с рациональным целое 
медиальное» (черт. 105). 

Действительно, пусть сочетающаяся с АД будет ОН; 
значит АН, НО будут рациональными, соизмеримыми только 
в степени, и сочетающаяся НО будет 
линейно соизмерима с отложенной 4 р Е 
рациональной АС, целая же АН в 
квадратах будет больше сочетающей- 
ся ОН на «квадрат» на несоизмери- 6 В в ГА 
мой с собой (определения третьи, 5). 
Значит, если приложить к АН равную 
четвёртой части «квадрата» на ОН 
«площадь> с недостатком в виде 
квадрата, то она ‚разделит эту <пря- 
мую> на несоизмеримые ‹части» 
(предложение 18). Рассечём теперь 
РОН пополам в точке Е и .приложим 
к АН равную «квадрату» на ЕН 
«площадь» с недостатком в виде 
квадрата, и пусть это будет <«прямэугольник> между АЛ, 
СН; значит, АЙ будет линейно несоизмерима с ЁН. И по- 
скольку АН линейно несоизмерима с СА и обе они раци- 
ональны, то ‘значит, «площадь> АК будет медиальной (пред- 
ложение 21). Затем, поскольку ОН рациональна и линейно 
соизмерима с АС, то <площадь> ДК рациональна (пред- 
ложение 19). Построим теперь равный «площади» АГ квад- 
рат 2./М, равный же площади» (К квадрат МХ при том же 
угле [ОМ отнимем; значит, квадраты 2[/М, МХ будут на 
одном и том же диаметре (предложение 26 книги \]). 
Пусть их диаметр будет ОЮ, и достроим <известный» чер- 
тёж. Подобным же вот образом докажем, что [М квадри- 
рует площадь АВ. 


Черт. 105. 
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Я утверждаю, что 2 будет «образующей с рациональ- 
ным целое медиальное». 

Действительно, поскольку «площадь» АК оказалась ме- 
диальной и она равна <«квадратам» на ГО, ОМ, то значит, 
составленное из «квадратов» на [О, ОМ медиально. Затем 
поскольку «площадь» ДА’ рациональна и равна дважды. 
«прямоугольнику» между СО, ОМ, то и он будет рационален. 
И поскольку «площадь» АГ несоизмерима с ГК, то значит, 
и «квадрат» на СО будет несоизмерим с «квадратом» на ОМ; 
значит, ГО, ОМ будут несоизмеримыми в степени, образую- 
щими составленное из квадратов на них медиальное, дважды 
же «прямоугольник» между ними рациональный. Значит, 
остающаяся «прямая» Г/Л будет иррациональной, так назы- 
ваемой «образующей с рациональным целое медиальное» 
(предложение 77); и она квадрирует «площадь» АВ. 

Итак, квадрирующая площадь АВ будет «образующей 
с рациональным целое медиальное»; что и требовалось до- 
казать. 


Предложение 96 


Если площадь заключается между рациональной и 
шестым вычетом, то квадрирующая эту площадь будет 
. образующей с медиальным целое ме- 
И ти Е 2 Я диальное. 

Пусть площадь АВ заключается 
между рациональной АС и шестым 
7 Г. г ГХК вычетом АД; я утверждаю, что квад- 
рирующая площадь АВ будет обра- 
зующей с медиальным целое меди- 

альное (черт. 106). 

Действительно, пусть сочетаю- 
щаяся с АД будет ОН; значит, АН, 
НО будут рациональными, соизмери- 
мыми только в степени, и никакая из 

Черт. 10 них не будет линейно соизмерима с 

рт. 106. . 
отложенной рациональной АС, целая 
же АН в квадратах будет больше 
сочетающейся ДН на «квадрат» на линейно с собой не- 
соизмеримой (определения третьи, 6). Поскольку теперь 
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АН в квадратах больше НО на «квадрат» на линейно 
с собой несоизмеримой, то значит, если приложить 
к АН равную четвёртой части <квадрата> на ДН <площадь» 
с недостатком в виде квадрата, то она разделит эту ‹пря- 
мую» на несоизмеримые «части» (предложение 18). Разде- 
лим теперь ОН пополам в [точке] Е, и приложим к АН 
равную «квадрату» на ЕН «площадь» с недостатком в виде 
квадрата, и пусть это будет «прямоугольник» между АС, 
ЕН; значит, АЙ будет несоизмеримой с Н линейно. Как 
же Аб к ЁН, так будет и «прямоугольник» А/к СК (предложе- 
ние 1 книги У\!]); значит, АГ будет несоизмерим с СК (пред- 
ложение 11). И поскольку АН, АС будут рациональными, 
соизмеримыми только в степени, «площадь» АК будет ме- 
диальной (предложение 21). Затем, поскольку АС, ЭН ра- 
циональны и линейно несоизмеримы, то и «площадь> ОК 
будет медиальной. Поскольку теперь АН, НР соизмеримы 
только в степени, то значит, АН будет несоизмерима с НО 
линейно. Как же АН к НО, так будет и «площадь» АК к 
КР (предложение 1 книги УТ); значит, АК будет несоиз- 
мерима с КО (предложение 11). Построим теперь равный 
«площади» АГ квадрат Г.М, равный же <площади>» (К при 
том же самом угле «квадрат» №МХ отнимем; значит, квад- 
раты Г.М, МХ будут на одном и том же диаметре (предложе- 
ние 26 книги У\1). Пусть их диаметр будет ОК, и достроим 
«известную» фигуру. Подобно вот тому, как выше, докажем, 
что [М квадрирует площадь АВ. , 

Я утверждаю, что ГМ будет образующей с медиальным 
целое медиальное. 

- Действительно, поскольку «площадь» АК оказалась ме- 
диальной, и она равна <квадратам> на ГО, ОМ, то значит, 
составленное из <квадратов> на ГО, ОМ будет медиальным. 
Затем, поскольку оказалась медиальной «площадь» ДК, и 
она равна дважды «прямоугольнику» между [О, ОМ, то и 
дважды «прямоугольник» между ГО, ОМ будет медиальным. 
И поскольку АК оказалась несоизмеримой с ОК, то [зна- 
чит| несоизмеримы будут и «вместе взятые> квадраты на 
ГО, ОМ с дважды «прямоугольником» между ГО, ОМ. 
И поскольку «площадь> АГ будет несоизмерима с 2К, то 
значит, и «квадраг> на [О несоизмерим с <квадратом> на 
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ОМ; значит, ГО, ОМ будут несоизмеримыми в степени, 
образующими составленное из квадратов на них медиальное 
и дважды «прямоугольник» на них медиальный, и ещё 
квадраты на них <вместе взятые», несоизмеримые с дважды 
<прямоугольником» между ними. Значит, СМ будет ирраци- 
ональной, так называемой образующей с медиальным целое 
медиальное (предложение 78); и она квадрирует площадь АВ. 

Итак, квадрирующая эту площадь будет образующей 
с медиальным целое медиальное, что и требовалось доказать. 


Предложение 97 


«Квадрат» на вычете, праложенный к рациональной 
образует шириной первый вычет (60). 
Пусть будет вычет АВ, рациональная же СО, и приложим 
к СО равную «квадрату» на АВ <площадь> СЕ, образую- 
щую ширину СГ; я утверждаю, что С/ 
ОИ НИ будет первым вычетом (черт. 107). 
Действительно, пусть сочетающаяся 
р 7 ух мс АВ будет ВН; значит, АН, НВ бу- 
дут рациональными, соизмеримыми толь- 
ко в степени (предложение 73). И при- 
ложим к СО равную <квадрату>» на АН 
2 Е ХФ [ «площадь> СС и равную «квадрату» 
Черт. 107. на ВН ‹площадь» К/.. Зьачит, вся <пло- 
щадь» СЁ равна будет <вместе взятым 
квадратам> на АН, НВ; из них ‹площадь> СЕ равна 
будет «квадрату» на АВ; значит, остаток — «площадь» 
П.—- равен будет дважды «прямоугольнику> между АН, НВ 
(предложение 7 книги П). Разделим //М пополам в точке № и 
проведём через № параллельно СО <прямую» МХ; значит, каж- 
дая из «площадей» 1/Х, ЁМ равна будет ‹<прямоугольнику> 
между АН, НВ. И поскольку «квадраты» на АН, НВ <вме- 
сте» рациональны, и «квадратами» на АН, НВ равна ‹<пло- 
щадь> ОМ, то значит, рациональной будет и «площадь» ОМ. 
И приложена она к рациональной СДО, образуя ширину СМ; 
значит, СМ будет рациональной и линейно соизмеримой 
с СО (предложение 20). Затем, поскольку дважды <пря- 
моугольник> между АН, НВ медиален, и дважды «прямо- 
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угольник> между АН, НВ равен <площади» 1Г., то значит, 
медиальна и /Ё. И она прилагается к рациональной СО, 
образуя ширину //[; значит, //М будет рациональна и несо- 
измерима с СО линейно (предложение 22). И поскольку 
«квадраты» на АН, НВ «вместе» рациональны, дважды же 
«прямоугольник» между АН, НВ медиален, то значит, 
<«квадраты> на АН, НВ «вместе» будут несоизмеримы с 
дважды «прямоугольником» между АН, НВ. И «вместе взя- 
тым квадратам» на АН, НВ равна <площадь» СЁ, дважды 
же «прямоугольнику> между АН, НВ — <площадь» [[; 
значит, ДМ будет несоизмерима с /[Г. Как же <площадь> 
ОМ к Ш. так будет и ‹<прямаях СМ к ГМ (предложение 
1 книги У]. Значит, СМ будет несоизмерима с /М 
линейно (предложение 11). И обе они рациональны; значит, 
СМ, МГ будут рациональными, соизмеримыми только в сте- 
пени; значит, С/ будет вычегом (предложение 73). 

Вот я утверждаю, что и первым. 

Действительно, поскольку для «квадратов» на АН, НВ 
средним пропорциональным будет ‹прямоугольник> между 
АН, НВ (предложение 21, лемма), и «квадрату» на АН 
равна «площадь» СО, «квадрату» же на ВН равна <пло- 
щадь> АГ, <«прямоугольнику> же между АН, НВ — <пло- 
щадь> №, то значит, для СС, КЁ средней пропорциональ- 
ной будет «площадь» №; значит, будет, что как СС к №, 
таки №МЁ к КЁ. Но как <площадь> СС к М, так будет 
и «прямая» СА к ММ (предложение 1 книги \1); как же 
«площадь» №2 к КЁ, так будет и <прямая> ММ к КМ; 
значит, «прямоугольник» между СА, КМ равен будет <ква- 
драту> на №М (предложение 17 книги \!]), то-есть четвёр- 
той части «квадрата» на //М. И поскольку «квадрат» на АН 
соизмерим с «квадратом» на НВ, то соизмерима [будет] и 
«площадь» СО с КЁ. Как же СС к КЁ, так и <прямая» 
СК к КМ (предложение 1 книги УГ); значит, СК будет 
соизмерима с А/Л[ (предложение 11). Поскольку теперь 
будут две неравные прямые СМ, ЛИ, ик СМ приложена 
равная четвёртой части «квадрата» на //М <площадь» с не- 
достатком в виде квадрата, «именно прямоугольник» между 
СК, КМ, и СК соизмерима с КМ, то значит, СМ в квад- 
ратах будет больше МГ на «квадрат» на соизмеримой 
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с собой линейно (предложение 17). И СМ линейно соиз- 
мерима с отложенной рациональной СДО; значит, СГ будет 
первым вычетом. , 

Итак, «квадрат» на вычете, приложенный к рациональ- 
ной, образует шириной первый вычет, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 98 


«Квадрат» на первом медиальном вычете, приложен- 
ный к рациональной, образует шириной второй вычет. 
Пусть будет первый медиальный вычет АВ, рациональ- 
ная же СДО, и приложим к СО равную «квадрату» на АВ 
И вн «площадь> СЁ, образующую шири- 
о ну СГ; я утверждаю, что СГ будет 
вторым вычетом (черт. 108). 
ГА / МА м Действительно, пусть сочетаю- 
щаяся с АВ будег ВН; значит, АН, 
НВ будут медиалями, соизмеримыми 
только в степени, заключающими 
рациональную «площадь» (предложе- 
Черт. 108. ние 74). И приложим к СО равную 
«квадрату> на АН ‹площадь» СС, 
образующую ширину СК, и равную «квадрату» на НВ 
‹площадь> КЁ, образующую ширину КМ; значит, вся 
‹площадь> СЁ равна будет <вместе взятым квадратам» 
на АЯ, НВ; значит, медиальной будет и СЕ. И прила- 
гается она к рациональной СД, образуя ширину СМ; 
значит. СМ будет рациональной и несоизмеримой с СО 
линейно (предложение 22). И поскольку «площадь» СЁ равна 
<квадратам> на АН, НВ, из которых «квадрат» на АВ равен 
‹площади> СЁ, то значит, остаток — дважды «прямоуголь- 
ник> между АН, НВ — равен будет «площади» ГГ (пред- 
ложение 7 книги П). Дважды же «прямоугольник» между 
АН, НВ [будет] рационален; значит, «площадь» /[ рацио- 
нальна. И прилагазтся ола к рациозальной /Е, образуя ши- 
рину Г/М; рациолальной, значит, будет и ГМ и соизмеримой 
с СР линейзо (предложение 20). Поскольку теперь «вместе 
взятые квадраты> на АН, НВ, то-есть «площадь» СГ, меди- 
альны, дважды же <прямоугольник> между АН, НВ, то-есть 


и Е Хо Ё 
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«площадь» //, рационален, то значит, СЁ несоизмерима 
будет с /[. Как же «площадь» СЁ к (Ш, так будет и <пря- 
мая» СМ к ГМ (предложение 1 книги У\У[); значит, СМ 
будет несоизмерима с //М линейно (предложение 11). И обе 
они рациональны; значит, СМ, МГ будут рациональными, 
соизмеримыми только в степени; значиг, С] будет вычетом 
(предложение 73). 

Вот я утверждаю, что и вторым. 

Действительно, разделим [М пополам в № и проведём 
через Л параллельно СД «прямую» М№Х; значит, каждая 
из «площадей» /Х, МГ равна будет <прямоугольнику> между 
АН, НВ. И поскольку для квадратов на АН, НВ средним 
пропорциональным будет <прямоугольник> между АН, НВ 
(предложение 21, лемма), и <квадрат> на АН равен <пло- 
щади> СО, «прямоугольник» же между АН, НВ — <пло- 
щади> №, «квадрат» же на ВН—<площади» КЁ, то значит, 
для С@, КЁ средним пропорциональным будет «площадь» 
МГ; значит, будет, что как СС к № так и № к КЕ. 
Но как «площадь» СС к МГ, так будет и «прямая» СК 
к №ММ, как же <площадь> № к КЁ, так будет и <прямая> 
№ММ к МК (предложение 1 книги У]); значит, как СК к 
№М, так будет и №ММ к КМ; значит ‹прямоугольник» 
между СК, КМ равен будет «квадрату» на ММ (предло- 
жение 17 книги УГ), то-есть четвёртой части «квадрата» 
на /М [и поскольку «квадрат» на АН соизмерим с <квад- 
рагом> на ВН, то и «площадь» СС соизмерима будет с АХ, 
то-есть «прямая» СК с КМ]. Поскольку теперь будут две 
неравные прямые СМ, МЕ, и к большей СМ приложена 
равная четзёртой части «квадрата» на МГ «площадь» с’не- 
достатком в виде квадрата, именно прямоугольник> между 
СК, КМ, и разделяет её на соизмеримые ‹<части>, то зна- 
чит, СМ в квадратах будет больше М1 на <квадрат> на 
соизмеримой с собой линейно (предложение 17). И соче- 
тающаяся //М будет линейчо соизмеримой с отложенной 
рациональной СД; значит, СГ будет вторым вычетом (опре- 
деления третьи, 2). 

Итак, «квадрат» на первом медиальном вычете, прило- 
женный к рациональной, образует шириной второй вычет, 
что и требовалось доказать. 
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Предложение 99 


«Квадрат» на втором медиальном вычете, приложен- 
ный к рациональной, образует ишриной третий вычет. 
Пусть будет второй медиальный вычет АВ, рациональ- 
ная же СО, и приложим к СР равную «квадрату» на АВ 
«плошадь» СЁ, образующую ширину СГ; я утверждаю, 

что СГ будет третьим вычетом (черт. 109). 
Действительно, пусть сочетающаяся с АВ будет ВН; 
значит, АН, НВ будут медиалями, соизмеримыми только 
в степени, заключающими медиальную 
по я «площадь» (предложение 75). И прило- 
жим к СО равную «квадрату» на АН 
«площадь» СЦ, образующую ширину СК, 
к КО же приложим равную <квадрату» 
на ВН «площадь» КЁ, образующую 
ширину АМ; значит, вся «площадь» СЁ 
2 Е Хб { равна будет «вместе взятым квадратам» 
Черт. 1 на АН, НВ [и <квадраты> на АН, НВ 

рт. 109. 

медиальны]; медиальна, значит, и СГ. 
И она приложена к рациональной СО, образуя ширину СМ; 
рациональной, значит, будет и СМ и несоизмеримой с СО 
линейно (предложение 22). И поскольку вся «площадь» СЁ 
равна <вместе взятым квадратам» на АН, НВ, у которых 
«площадь» СЁ равна ‹<квадрату» на АВ, то значит, оста- 
ток — <площадь> // — равен будет дважды <прямоуголь- 
нику> между АН, НВ (предложение 7 книги ПП). Разделим 
теперь //М пополам в точке № и параллельно СО проведём 
М№Х; значит, каждая из «площадей» 1/Х, М. равла будет <пря- 
моугольнику> между АН, НВ. <Прямоугольник» же между 
АН, НВ медиален; медиальной, значит, будет и площадь» 
Г.. И прилагается она к рациональной ЕТ, образуя ширину 
М; рациональна, значит, и /М и несоизмерима с СО 
линейно (предложение 22). И поскольку АН, НВ будут 
соизмеримы только в степени, то значит, АН [будет] ли- 
нейно несоизмерима с НВ; значит, и «квадрат» на АН 
будет несоизмерим с <прямоугольником> между АН, НВ 
(предложение 21, лемма; предложение 11). Но с <квадра- 
том> на АН соизмеримы <квадраты> на АН, НВ, с <прямо- 


КНИГА ДЕСЯТАЯ 231 


угольником> же между АН, НВ — дважды <прямоугольник» 
между АН, НВ; значит, «вместе взятые квадраты» на АН, 
НВ будут несоизмеримы с дважды <прямоугольником>» между 
АН, НВ (предложение 13). Но «вместе взятым квадратам» 
на АН, НВ равна «площадь» СЁ, дважды же <прямоуголь- 
нику> между АН, НВ равна ‹<площадь» [[; значит, <пло- 
щадь> СЁ будет несоизмерима с 1/Ё. Как же СЁ к ГГ, 
так будет и <прямая>» СМ к [М (предложение 1 книги \!]); 
значит, СМ будет несоизмерима с //М линейно (предложе- 
ние 11). И обе они рациональны; значит, СМ, МГ будут 
рациональными, соизмеримыми только в степени; значит, С/ 
будет вычетом (предложение 73). 

Вот я утверждаю, что и третьим. 

Действительно, поскольку «квадрат» на АН соизмерим 
с «квадратом» на НВ, то значит, и «площадь» СО соиз- 
мерима с АКС; так что и <прямая> СА с КМ (предложение 
1 книги УГ; предложение 11 книги Х). И поскольку для 
<квадратов> на АН, НВ средним пропорциональным будет 
‹прямоугольник> между АН, НВ (предложение 21, лемма), 
и «квадрату» на АН равна будет «площадь» СО, <ква- 
драту> же на НВ равна «площадь» КЁ, <прямоугольнику» 
же межлу АН, НВ равна «площадь» МГ, то значит, для 
Са, КЁ средним пропорциональным будет №; значит, 
будет, что как СС к №, так и М№Ё к КЁ. Но как <пло- 
щадь> СО к №, так будет и «прямая» СК к ММ (пред- 
ложение 1 книги УГ), как же ‹«площадь> № к АЁ, так 
будет и ‹прямая»х №ММ к КМ; значит, как <прямая> СК 
к ММ, так будет и ММ№М к КМ; значит, (предложение 17 
книги \У[) «прямоугольник» между СК, КМ равен будет 
[<квадрату» на /ММ, то-есть] четвёртой части «квадрата» 
на //М. Поскольку теперь будут две неравные прямые С, 
МГ, и к СМ приложена равная четвёртой части <квад- 
рата» на /[/М «площадь» с недостатком в виде квад- 
рата и разделяет её на соизмеримые <части», то зна- 
чит. СМ в квадратах будет больше МГ на «квадрат» 
на соизмеримой с собой ‹прямой». И никакая из СМ, 
МГ не будет линейно соизмерима с отложенной рацио- 
нальной СО); значит, С/ будет третьим вычетом (опреде- 
ления третьи, 3). 
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Итак, «квадрат» на втором медиальном вычете, прило- 
женный к рациональной, образует шириной третий вычет, 
что и требовалось доказать. 


Предложение 100 


«Квадрат» на «меньшей» «иррациональной>, прило- 
женный к рациональной, образует шириной четвёртый 
вычет. 

Пусть будет «меньшая» «иррациональная» АВ, рацио- 
нальная же СДО, и приложим к рациональной СД равную 
«квадрату» на АВ «площадь» СЁ, образующую ширину СГ; 

я утверждаю, что С/ будет четвёртым 
И В 
——_—_А вычетом (черт. 110). 
Действительно, пусть сочетающаяся 
ТА 7 мк мс АВ будет ВН; значит, АН, НВ будут 


несоизмеримыми в степени, образующи- 
ми составленное из квадратов на АЯ, 
НВ рациональное, дважды же <прямо- 


р : Жб 2 угольник> между АН, НВ медиальный 
Черт. 110. (предложение 76). И приложим к СВ 
равную «квадрату» на АН «площадь» СО, 

образующую ширину СК, и равную <квадрату> на ВН <пло- 
щадь> АР, образующую ширину КМ; значит, вся «площадь» 
СТ. равна будет <вместе взятым квадратам» на АН, НВ. И со- 
ставленное из <квадратов> на АН, НВ рационально; рацио- 
нальной, значит, будет и «площадь» СД. И она прилагается 
к рациональной СД, образуя ширину СМ; рациональна, 
значит, и СМ и соизмерима с СО линейно (предложение 
20). И поскольку целая «площадь» .СЁ равна <вместе взя- 
тым квадратам» на АН, НВ, у которых «площадь» СЕ 
равна <квадрату> на АВ, то значит, остаток — «площадь» 
П.— равен будет дважды ‹прямоугольнику>» между АН, 
НВ (предложение 7 книги П). Рассечём теперь //М попо- 
лам в точке Л и проведём через № параллельно каждой 
из СО, МЁ «прямую» М№Х; значит, каждая из «площадей» 
1Х, М равна будет ‹прямоугольнику» между АН, НВ. 
И поскольку дважды «прямоугольник» между АН, НВ ме- 
диален и равен «площади» //, то значит, и «площадь» // 
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будет медиальна. И прилагается она к рациональной ГБ, 
образуя ширину //М; значит, //М будет рациональна и ли- 
нейно несоизмерима с СД (предложение 22). И поскольку 
составленное из «квадратов» на АН, НВ рационально, дваж- 
ды же «прямоугольник» между АН; НВ медиален, то [зна- 
чит| несоизмеримы будут <вместе взятые квадраты» на АН, 
НВ с дважды «прямоугольником» между АН, НВ. «Площадь» 
же СЁ [будет] равна <квадратам> на АН, НВ, дважды же 
«прямоугольнику> между АН, НВ равна <площадь> 11; 
значит, СЁ [будет] несоизмеримой с /1.. Как же «площадь» 
СЁ к Ц. так будет и «прямая» СМ к МГ (предложение 1 
книги УГ); значит, СМ будет несоизмерима с /ИГ линейно 
(предложение 11). И обе они рациональны; значит, СМ, 
МГ будут рациональными, соизмеримыми только в степени; 
значит, СГ будет вычетом (предложение 73). 

[Вот] я утверждаю, что и четвёртым. 

Действительно, поскольку АН, НВ несоизмеримы в сте- 
пени, то значит, и <квадрат> на АН несоизмерим с <квад- 
ратом» на НВ, и <квадрату» на АН равна будет «площадь» 
СО, «квадрату» же на НВ равна «площадь» АГ; значит, 
СО будет несоизмеримой с АЁ. Как же СЧ к КЁ, так 
будет <прямая»х СК к КМ (предложение 1 книги У]; 
значит, СК будет линейно несоизмерима с КМ (предложе- 
ние 11). И поскольку для <квадратов> на АН, НВ срел- 
ним пропорциональным будет <прямоугольник> между АН, 
НВ (предложение 21, лемма), и «квадрат» на АН равен 
будет «площади» С@, «квадрат» же на НВ — «площади» 
КЁ, «прямоугольник» же между АН, НВ— «площади» 
№ ., то значит, для С@, КЁ средней пропорциональной 
будет «площадь» №; значит, будет, что как С@ к М, 
так и № к КЁ. Но как СС к М№Г, так будет и <пря- 
мая» СА к №М, как же М№Ё к КГ, так будет и <пря- 
мая› ММ к.КМ (предложение 1 книги У[); значит, как 
СК к ММ, так будет и ММ к КМ; значит, <прямо- 
угольник> между СК, КМ равен будет «квадрату» на 
ММ, то-есть четвёртой части ‹«квадрата» на // (пред- 
ложение 17 книги УГ). Поскольку теперь будут две не- 
равные прямые СМ, МГ, ик СМ приложена равная четвёр- 
той части «квадрата» на М «площадь» с недостатком 
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в виде квадрата — «именно прямоугольник» между СК, КМ, 
и разделяет её на несоизмеримые части, то значит, СМ 
в квадратах будет больше /М/ на «квадрат» на несоизме- 
римой с собой (предложение 18). И целая СМ будет ли- 
нейно соизмеримой с отложенной рациональной СО; значит, 
С[ будет четвёртым вычетом (определения третьи, 4). 
Итак, «квадрат» на меньшей <иррациональной» и т. д. 


Предложение 101 


«Квадрат» на образующей с рациональным целое ме- 
диальное, приложенный к рациональной, образует шири- 
ной пятый вычет. 

Пусть образующая с рациональным целое медиальное 
будет АВ, рациональная же СД, и приложим к СО равную 
д 7 и Км <кКвадрату> на АВ «площадь» СЕ, 

образующую ширину СГ; я утвер- 
ждаю, что С] будет пятым вычетом 


(черт. 111). 
2 Е хо Действительно, пусть сочетаю- 
— щаяся с АВ будет ВН; значит, АН, 
И НН 
НВ будут прямыми, несоизмеримыми 
Черт. 111. в степени, образующими составленное 


из квадратов на них медиальное, 
дважды же ‹прямоугольник>» между ними рациональный 
(предложение 77). И приложим к СО равную <квадрату> 
на АН «площадь» СО, и равную «квадрату» на НВ 
«площадь» КС; значит, вся «площадь» СЁ равна будет 
«вместе взятым квадратам» на АН, НВ. Составленное же 
из «квадратов» на АН, НВ вместе будет медиально; меди- 
альной, значит, будет <и площадь» СЁ. И прилагается она 
к рациональной СДО, образуя ширину СМ; значит, СМ будет 
рациональна и несоизмерима с СД (предложение 22). И по- 
скольку вся <«площадь> СЁ равна будет <вместе взятым 
квадратам> на АН, НВ, у которых «площадь» СЁ равна 
«квадрату» на АВ, то значит, остаток — «площадь» /Ё — 
равен будет дважды ‹прямоугольнику> между АН, НВ 
(предложение 7 книги П). Рассечём теперь //М пополам 
в Ми проведём через № параллельную каждой из СО, 
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МЕ <прямую» М№Х; значит, каждая из «площадей» /Х, М№МЁ 
равна будет <прямоугольнику» между АН, НВ. И поскольку 
дважды «прямоугольник» межлу АН, НВ будет рационален 
и [будет] равен «площади» /Ё, то значит, /Г. будет рацио- 
нальна. И прилагается она к рациональной ЕТ, образуя 
ширину //[; значит, [/М будет рациональна и соизмерима 
с СР линейно (предложение 20). И поскольку «площадь» 
СГ медиальна, /[ же рациональна, то значит СЁ будет 
несоизмерима с //. Как же СЁ к /[[., так и «прямая» СМ 
к МГ (предложение 1 книги УП); значит, СМ будет несо- 
измерима с /// линейно (предложение 11). И обе они ра- 
циональны; значит, СМ, МГ будут рациональными, соизме- 
римыми только в степени; значит, С/ будет вычетом (пред- 
ложение 73). 

Вот я утверждаю, что и пятым. 

Действительно, подобным же образом докажем, что <пря- 
моугольник> между СК, КМ будет равен <квадрату> на 
ММ, то-есть четвёртой части «квадрата» на [М. И по- 
скольку «квадрат> на АН несоизмерим с «квадратом» 
на НВ, «квадрат» же на АН равен «площади» СО, а 
«квадрат» на НВ — <«площади> КГ, то значит, СО не- 
соизмерима с АХ. Как же СС к КГ, так и «прямая» СК 
к КМ (предложение 1 книги УТ); значит, СК линейно не- 
соизмерима с А/М (предложение 11). Поскольку теперь 
будут две неравные прямые СМ, МГ, ик СМ приложена 
равная четвёртой части «квадрата» на //М «площадь» с не- 
достатком в виде квадрата и разделяет её на несоизмери- 
мые «части», то значит, СМ в квадратах будет больше М/ 
на «квадрат» на несоизмеримой с собой (предложение 18). 
И сочетающаяся //М соизмерима с отложенной рациональ- 
ной СО; значит, СГ будет пятым вычетом (определения 
третьи, 5), что и требовалось доказать. 


Предложение 102 
«Квадрат» на образующей с медиальным целое меди- 


альное, приложенный к рациональной, даёт шириной ше- 
стой вычет, 
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Пусть образующая с медиальным целое медиальное бу- 
дет АВ, рациональная же СД, и приложим к СО равную 
«квадрату» на АВ <‹площаль> СЁ, образующую ширину СГ; 
я утверждаю, что С/ будет шестым вычетом (черт. 112). 

Действительно, пусть сочетающаяся с АВ будет ВН; 
значит, АН, НВ будут несоизмеримыми в степени, образую- 
щими составленное из квадратов на них медиальное и дважды 
«прямоугольник» на АЕ, НВ медиальный, и <вместе взятые 
квадраты> на АН, НВ несоизмеримые с дважды ’ипрямо- 
угольником> между АН, НВ (предложение 78). Приложим 

теперь к СДО равную «квадрату» на 
Г 7 МАМ АН «площадь> С@, образующую 
ширину СК, и «квадрату» на ВН 
«равную площадь» КГ; значит, вся 


И/) Е х с / «площадь» СЁ равна будет <квадра- 
там> на АЯ, НВ; значит, и СГ будет 

И в И медиальной. И прилагается она к ра- 
Черт. 112. циональной СО, образуя ширину СМ; 


значит, СМ будет рациональной и 
линейно несоизмеримой с СО (предложение 22). Поскольку 
теперь “ллощадь» СЁ равна «вместе взятым ‘квадратам> на 
АН, НЕЁ. у которых «площадь» СЁ равна <квадрату>» на АВ, 
то значит, остаток — «площадь» [Г — равен будет дважды 
«прямоугольнику> между АН, НВ (предложение 7 книги П]). 
И дважды «прямоугольник» между АН, НВ медиален; значит, 
и «площадь» 11, будет медиальна. И прилагается она к рацио- 
нальной /Е, образуя ширину /./М; значит, //М будет рациональ- 
на и несоизмерима с СД линейно (предложение 22). И 'по- 
скольку «вместе взятые квадраты» на АН, НВ несоизме- 
римы с дважды «прямоугольником» между АН, НВ, и <квад- 
ратам> на АН, НБ равна будет ‹площадь> СЁ, дважды 
же <прямоугольнику> между АН, НВ равна «площадь» /[,, 
то значит, СЁ несоизмерима [будет] с /[. Как же СЁ кИ,, 
так будет и «прямая» СМ к МГ (предложение 1 книги УП); 
значит СМ будет несоизмерима с /МГ линейно (предложе- 
ние 11). И обе они рациовальны. Значит, СМ, МГ будут 
рациональными, соизмеримыми только в степени; значит, 
СТ будет вычетом. 

Вот я утверждаю, что и шестым. 
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Действительно, поскольку «площадь» //. равна дважды 
«прямоугольнику» между АН, НВ, рассечём пополам Г/М 
в М и проведём через М№ параллельную СО <прямую» МХ; 
значит, каждая из «площадей» [Х, № равна будет ‹пря- 
моугольнику> между АН, НВ. И поскольку АН, НВ не- 
соизмеримы в степени, то значит, <квадрат> на АН несо- 
измерим Судет с «квадратом» на НВ. Но <квадрату» 
на АН равна будет ‹площадь> СО, «квадрату» же 
на НВ равна будет «площадь» КЁ; значит, СО будет 
несоизмерима с КЁ. Как же СС к КЁ, так будет и 
«прямая» СК к КМ (предложение 1 книги УГ); значит, 
СК будет несоизмерима с КМ (предложение 11). И по- 
скольку для «квадратов» на АН, НВ средним пропорци- 
ональным будет «прямоугольник» между АН, НВ (предло- 
жение 21, лемма) и «квадрату» на АН равна будет 
«площадь» СС, «квадрату» же на НВ равна <площадь> КГ, 
<прямоугольнику> же между АН, НВ равна «площадь» МГ, 
то значит, для С@, КГ. средним пропорциональным будет МГ; 
значит, будет, что как СС к №, таки МЁ к КГ. И вслед- 
ствие того же <прямая> СМ в квадратах будет больше 
на «квадрат» на несоизмеримой с собой (предложение 18). 
И никакая из них не будет соизмерима с отложенной ра- 
циональной СО; значит, С{ будет шестым вычетом (опреде- 
ления третьи, 6), что и требовалось доказать. 


Предложение 103 


Линейно соизмеримая с вычетом будет вычетом и 
тем же самым по рангу. 

Пусть будет вычет АВ, и пусть СО будет линейно со- 
измеримой с АВ; я утверждаю, что и 
Ср будет вычетом и тем же самым по ив + 
рангу, что АВ (черт. 113). 

Действительно, поскольку АВ вычет, м 
то пусть сочетающаяся с ним будет ВЕ; 
значит, АЕ, ЕВ будут рациональными, Черт. 118. 
соизмеримыми только в степени (пред- 
ложение 73). И сделаем, чтобы с отношением АВ к СО 
было бы тождественно отношение ВЕ к ОГ (предложение 
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12 книги УТ); и, значит, как один к одному, так и все 
[будут| ко всем (предложение 12 книги \); будет, зна- 
чит, что как вся АЕ ко всей СГ, так и АВ к СШ. 
Но АВ соизмерима с СД линейно; значит, и АЕ соиз- 
мерима с СГ, ВЕ же с ОГ (предложение 11). И АБ, 
ЕВ рациональные, соизмеримые только в степени; зна- 
чит и СГ Г) будут рациональными, соизмеримыми 
только в степени (предложение 13), [значит, СД будет 
вычетом. 

Вот я утверждаю, что и по рангу Тем же самым, что АВ]. 

Поскольку теперь будет, что как АЕ к СГ, так и ВЕ 
к 0/, то значит, «перестановкой» (предложение 16 книги У) 
будет, что как АЕ к ЕВ, так и СГ к ГО. Тогда в квад- 
ратах АЕ будет больше ЕВ или на «квадрат» на соизме- 
римой с собой, или же на «квадрат> на несоизмеримой. 
Если теперь АБ в квадратах больше ЕВ на «квадрат» на 
соизмеримой с собой, то и СГ в квадратах будет больше 
ГО на «квадрат» на соизмеримой с собой (предложение 14). 
И если АЕ будет линейно соизмерима с отложенной ‘ра- 
циональной, то и СГ (предложение 12), если же ВЕ, то 
и ОГ, если же никакая из АБ, ЕВ, то и никакая из СГ, 
ГО (предложение 13). Если же АЕ в квадратах боль- 
ше [ЕВ] на «квадрат» на несоизмеримой с собой, то и 
СГ в квадратах будет больше ГО на «квадрат» на несо- 
измеримой с собой (предложение 14). И если АБ бу- 
дет линейно соизмерима с отложенной рациональной, то 
и СГ, если же ВЕ, то и ОГ (предложение 12), если же 
никакая из АЁ, ЕВ, то и никакая из СГ, ГО (предло- 
жение 13). 

Значит, СДО будет вычетом (предложение 73) и по рангу 
тем же самым, что АВ (определения третьи, 1—6), что и 
требовалось доказать. 


Предложение 104 


Соизмеримая с медиальным вычетом будет медиаль- 
ным вычетом и тем же самым по рангу. 

Пусть будет медиальный вычет АВ, и пусть СО будет 
линейно соизмерима с АВ; я утверждаю, что и СР будет 
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медиальным вычетом и тем же самым по рангу, что АВ 
(черт. 114). 

Действительно, поскольку АВ медиальный вычет, то 
пусть сочегающаяся с ним будет ЕВ. Значит, АЕ, ЕВ бу- 
дут медиалями, соизмеримыми только в степени (предложе- 
ния 74—75). И сделаем, чтобы как АВ к СО, так и ВЕ 
к ОГ (предложение 12 книги \Г); значит, и АЁ [будет] 
соизмерима с СГ, ВЕ же с РГ (предложение 12 книги 
\; предложение 11 кнйги Х). Но АБ, ЕВ суть медиали, 
соизмеримые только в степени; значит, и СГ, ГО бу- 
дут медиалями (предложение 23), соизмеримыми 
только в степени (предложение 13); значит, И [А 
СР будет медиальным вычетом (предложе- 
ния 74—75). 

Вот я утверждаю, что и по рангу она будет 5 
тем же самым, что АВ. 12 

[Действительно], поскольку будет, что как ы 
АЕк ЕВ, так и СГк ГО (предложения 12, 16 кни- 
ги У) [но как АЁ к ЕВ, так и <квадрат> на АЕ 7 
к <прямоугольнику» между АЕ, ЕВ, как же СГ 
к ГО, так и <квадрат» на СГ к <«прямоугольнику» 
между СГ, ГО], значит, будет (предложение 21, 
лемма), что и как «квадрат» на АЕБ к <прямоугольнику>» 
между АЕ, ЕВ, так и <квадрат» на С/ к <прямоугольнику» 
между СГ, ГО [и перестановкой, как «квадрат» на АЁ к 
«квадрату» на СГ, так и «прямоугольник» между АЕ, ЕВ 
к <прямоугольнику» между СГ, [0]. «Квадрат» же на АЕ 
соизмерим с <квадратом» на СГ; значит и «прямоугольник» 
между АЕ, ЕВ будет соизмеримым с <прямоугольником» 
между СГ, ГО (предложение 16 книги У; предложение 11 
книги Х). Теперь, если <прямоугольник> между АБ, ЕВ 
рационален, то рационален будет и <прямоугольник» меж- 
ду СГ ГР (определение 4), если же медиален [будет] 
«прямоугольник» между АБ, ЕВ, то медиальным [будет] и 
«прямоугольник» между С[ ГО (предложение 33, 
следствие). 

Значит, СО будет медиальным вычетом и по рангу тем 
же самым, что АВ (предложения 74—75), что и требова- 
лось доказать. 


Черт. 114. 
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Предложение 105 

Соизмеримая с «меньшей» ‹иррациональной» будет 
«меньшей.» 

Пусть будет «меньшая» «иррациональная> АВ и с АВ 
соизмерима СГ); я утверждаю, что и СО будет «мень- 
шей» (черт. 115). 

Действительно, сделаем то же самое <как выше»; и по- 
скольку АЁ, ЕВ несоизмеримы в степени (предложение 76), 
то значит, и СГ, ГО) будут несоизмеримы в степени (пре- 
дложение 13). Поскольку теперь будет, что как АЕ к ЕВ, 
так и СГк ГО (предложения 12 и 16 книги У), то 
будет, значит, чтои как «квадрат» на АЕ к «квад- 
рату> на ЕВ, так и «квадрат» на СГ к «квадрату» 

И р на ГО (предложение 20 книги УТ, следствие). 
«Присоединяя» (предложение 18 книги У), зна- 
чит, будет, что как <вместе взятые квадраты» 


В на АБ, ЕВ к <«квадрату> на ЕВ, так и <вме- 
]/ сте взятые квадраты» на СГ, [О к «квадрату» на 
Е ГР [и перестановкой]; «квадрат» же на ВЕ 


соизмерим с «квадратом» на ДГ; значит, и 
/ составленное из квадратов на АЕ, ЕВ соизме- 
Черт. 115. РИмо с составленным из квадратов на СГ, ГО 
(предложение 16 книги У; предложение 11 
книги Х). Составленное же из квадратов на АБ, ЕВ ра- 
ционально (предложение 76); значит, рациональным будет 
и составленное из квадратов на СГ, ГО (определение 4). 
Затем поскольку будет, что как «квадрат» на АЁ к <прямо- 
угольнику> между АБ, ЕВ, так и «квадрат» на СГ к <пря- 
моугольнику>» между СГ, ГО (предложение 21, лемма), 
квадрат же на АЁЕ соизмерим с квадратом на СГ, значит, 
и «прямоугольник» между АЕ, ЕВ будет соизмерим с 
«прямоугольником» между СГ,’ ГО. <«Прямоугольник» же 
между АБ, ЕВ медиален (предложение 76); медиален, зна- 
чит, и «прямоугольник» между СГ, Г) (предложение 23, 
следствие); значит, СГ, ГО будут несоизмеримыми в сте- 
пени, образующими составленное из квадратов на них р.- 
циональное, <прямоугольник> же между ними медиальный. 
Значит, СР будет «меньшей» «иррациональной» (прег- 
ложение 76), что и требовалось доказать. 
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Предложение 106 


Соизмеримая с «образующей с рациональным целое 
медицальное» будет «образующей с рациональным целое 
медиальное». 

Пусть будет «образующая с рациональным целое меди- 
альное»› АВ ис АВ соизмерима СДО; я утверждаю, что 
и СД будет «образующей с рациональным целое 
медиальное» (черт. 116). И [А 

Действительно, пусть сочетающаяся с АВ 
будет ВЕ; значит, АЕ, ЕВ будут несоизмери- | 
мыми в степени, образующими составленное из р 
квадратов на АЁ, ЕВ медиальное, <прямоуголь- 
ник> же между ними рациональный (предложе- 
ние 77). И устроим то же самое <как выше». 

Подобным же вот образом, как и раньше, дока- 1 
жем, что СГ, ГО будут в том же самом отноше- Черт. 116. 
нии с АБ, ЕВ, и составленное из квадратов на 

АЕ, ЕВ будет соизмеримо с составленным из квадратов 
на СГ, ГО, «прямоугольник» же между АЕ, ЕВ с <прямо- 
угольником> между СГ, Г), так что и СГ, ГО будут несо- 
измеримыми в степени, образующими составленное из квад- 
ратов на СЛ, ГО медиальное, <прямоугольник> же между 
ними рациональный. 

Значит, СО будет «образующей с рациональным целое 
медиальное» (предложение 77), что и требовалось доказать. 


Предложение 107 


Соизмеримая с «образующей с медиальным целое ме- 
диальное» и сама будет «образующей с медиальным це- 
лое медиальное». 
` Пусть будет «образующая с медиальным целое медиаль- 
ное» АВ и пусть с АВ будет соизмерима СД; я утвер- 
ждаю, что и СД будет «образующей с медиальным целое 
медиальное» (черт. 117). 

Действительно, пусть сочетающаяся с АВ будет ВЕ, 
и устроим то же самое <как выше»; значит, АЁ, ЕВ бу- 
дут несоизмеримыми в степени, образующими составленное 


16 Евклид 
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из квадратов на них медиальное и «прямоугольник> между 
ними медиальный, и ещё составленное из квадратов на них 
несоизмеримое с «<прямоугольником> между 

й Г ними (предложение 78). И будут, как доказано, 
АЕБ, ЕВ соизмеримы с СГ, ГО и составленное 


В из квадратов на АЁ, ЕВ с составленным из 
р <квадратов> на СГ, Г), ‹прямоугольник> же 
Е между АБ, ЕВ с «прямоугольником» между СТ, 


10; и значит, СГ, ГО будут несоизмеримыми в 
, степени, образующими составленное из квадра- 
тов на них медиальное и <прямоугольник> между 
ними медиальный, и ещё составленное из квад- 
ратов на них несоизмеримое с <прямоугольни- 
ком» между ними. 

Значит, СО будет «образующей с медиальным целое 
медиальное» (предложение 78), что и требовалось доказать. 


Черт. 117. 


Предложение 108 


При отнятиц медиальной площади от рациональной 
квадрирующая остающуюся площадь бывает одной из 
двух иррациональных— или вы» 
четом, или «меньшей». й ЕВ 

Пусть отнимается медиаль- 
ная «площадь» ВО от раци- 
ональной ВС; я утверждаю, 
что квадрирующая остающуюся 
«площадь> ЕС бывает одной 6 7 
из двух иррациональных — или 


вычетом ИЛИ «меньшей» 
(черт. 118). 
Действительно, отложим 


рациональную /Н и приложим 
к /Н равный «площади» БС 
прямоугольный параллелограмм 
НО, и отнимем НК равный «площади» ОВ; значит, оста- 
ток ЕС будет равен СО. Поскольку теперь <площадь> ВС 
рациональнаа ВД же медиальна, и ВС равна На, ВО 
«же равна» НК, то значит, НО будет рациональна, НК же 


Черт. 118. 
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медиальна. И прилагаются они к рациональной /Н; значит, 
«прямая» /С рациональна и соизмерима с /Н линейно (пред- 
ложение 20), /К же рациональна и несоизмерима с /Н ли- 
нейно (предложение 22); значит, /@ будет несоизмеримой 
с [К линейно (предложение 13). Значит, /@, ГК будут ра- 
циональными, соизмеримыми только в степени; значит, КА 
будет вычетом (предложение 73), КТ же — с ней сочетаю- 
щейся. Тогда /С в квадратах будет больше /К или на 
<квадрат> на соизмеримой, или же нет. 

Пусть сперва в квадратах она будет больше на <квад- 
рат> на соизмеримой. И вся СГ будет соизмерима линейно 
с отложенной рациональной /Н; значит, КО будет первым 
вычетом (определения третьи, 1). Квадрирующая же за- 
ключённую между рациональной и первым вычетом <пло- 
. щадь> будет вычетом (предложение 91). Значит, квадри- 
рующая <площадь> ГО, то-есть ЕС, будет вычетом. 

Если же СГ в квадратах будет больше /К`на <квадрат» 
на несоизмеримой с собой, и вся ГО будет линейно соиз- 
мерима с отложенной рациональной /[Н, то КС будет чет- 
вёртым вычетом. Квадрирующая же заключённую между 
рациональной и четвёртым вычетом «площадь» будет «мень- 
шей» <иррациональной> (предложение 94), что и требова- 
лось доказать. 


Предложение 109 


При отнятии рациональной <площади» от медиаль- 
ной возникают другие две иррациональные — или первый 
медиальный вычет, или образующая с рациональным це- 
лое медиальное. | 

Пусть от медиальной «площади» ВС отнимается раци- 
ональная ВД. Я утверждаю, что квадрирующая остаток 
ЕС бывает одной из двух иррациональных —- или первым 
медиальным вычетом, илй образующей с рациональным це- 
лое медиальное (черт. 119). 

Действительно, отложим рациональную /Н и подобным 
же образом <как выше» приложим площади. Тогда соот- 
ветственно будут — /С рациональной и несоизмеримойс /Н 
линейно, К/ же рациональной и линейно соизмеримой с /Н; 
значит, /@, ГК будут рациональными, соизмеримыми только 


16* 
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в степени (предложение 13); значит, КО будет вычетом, /А 
же — сочетающейся с ней (предложение 73). Тогда С/ в квад- 
ратах будет больше /К или на «квадрат» на соизмеримой 
с собой, или на «квадрат» на 


Г Е 1 . 
несоизмеримой. 

Если теперь (1! в квадратах 

будет больше /К на <квадрат» 

на соизмеримой с собой, и 

сочетающаяся /К будет линей- 

но соизмеримой с отложенной 

р — рациональной /Н, то КО будет 


вторым вычетом (определелия 

и | третьи, 2). Но ГН рациональ- 

на; так что  квадрирующая 

Черт. 119. «площадь» [Ю, то-есть ЕС, 
будет первым медиальным вычетом (предложение 92). 

Если же (1 в квадратах будет больше /А на <квадрат>» 

на несоизмеримой, и сочетающаяся /К будет линейно со- 

измеримой с отложенной рациональной /Н, то КС будет 

пятым вычетом (определения третьи, 5); так что квадри- 

рующая «площадь» ЕС будет образующей с рациональным 

целое медиальное (предложение 95), что и требовалось 

доказать. 


Предложение 110 


При отнятии от медиальной <площади» медиальной, 
несоизмеримой с целой, возникают остальные две ирра- 
циональные — или второй медиальный вычет, или образую- 
щая с медиальным целое медиальное. 

Отнимем, как на ранее предложенных чертежах, от ме- 
диальной «площади» ВС медиальную ВД несоизмеримую 
с целой; я утверждаю, что квадрирующая ЕС будет одной 
из двух иррациональных — или вторым медиальным выче- 
том, или «образующей с медиальным целое медиальное» 
(черт. 120). 

Действительно, поскольку каждая из «площадей» ВС, 
ВР медиальна, и ВС несоизмерима с ВД, то соответ- 
ственно будет каждая из /@, ГК рациональной и несоизме- 
римой с /Н линейно (предложение 22). И поскольку <пло- 
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щадь> ВС несоизмерима с ВО, то-есть НО с НК, то и 
«прямая» СГ несоизмерима с ГК (предложение 1 книги УГ 
предложение 11 книги Х); значит, /@, ГК будут рациональ- 
ными, соизмеримыми только в степени; значит, КО будет 
вычетом (предложение 73), [ГК же сочетающейся. Тогда 
1[@ в квадратах будет больше ГК или на «квадрат» на со- 
измеримой, или на «квадрат» на несоизмеримой с собой]. 

Вот если ГО в квадратах будет больше /К’на <квад- 
рат» на соизмеримой с собой, и никакая из Г, [К не бу- 
дет линейно соизмерима с отло- 
женной рациональной /Н, то Ка 
будет третьим вычетом (определе- 
ния третьи, 3). Но КЁ рациональ- 
на, прямоугольник же, заключаю- 
щийся между рациональной и 
третьим вычетом, будет ирраци- 
ональным, и квадрирующая его 
будет иррациональной, называется 
же вторым медиальным вычетом Черт. 120. 
(предложение 93); так что квадри- 
рующая ‹площадь> [А, то-есть ЕС, будет вторым меди- 
альным вычетом. 

Если же /С в квадратах будет больше /К на <квадрат» 
на несоизмеримой с собой [линейно], и никакая из СГ, [К 
не будет линейно соизмерима с /Н, то КС будет шестым 
вычетом (определения третьи, 6). Квадрирующая же <пря- 
моугольник> между рациональной и шестым вычетом будет 
«образующей с медиальным целое медиальное» (предложе- 
ние 96). Значит, квадрирующая <площадь» [., то-есть ЕС, 
будет «образующей с медиальным целое медиальное», что 
и требовалось доказать. 


Предложение 111 


Вычет не будет тождественным с биномиалью. 

Пусть будет вычет АВ; я утверждаю, что вычет не бу- 
дет тождественным с биномиалью (черт. 121). 

Действительно, пусть, если возможно, будет; и отложим 
рациональную ДС и приложим к СО равный «квадрату» 
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на АВ прямоугольник СЁ, образующий ширину ОЕ. По- 
скольку теперь АВ вычет, ДЕ будет первым вычетом 
(предложение 97). Пусть сочетающаяся с ним будет ЕГ; 
значит, 0/, /Е будут рациональными, соизмеримыми только 
в степени, и О/ в квадратах будет больше /Ё на <квадрат> 
на соизмеримой с собой, и ОГ будет линейно соизмерима 
с отложенной рациональной ДОС (определения третьи, 1). 
Затем, поскольку АВ биномиаль, то 
значит, ОЕ будет первой биномналью 
(предложение 60). Разделим её на ра- 
7 / ционали в Н, и пусть большая рацио- 
наль будет ОН; значит, ОН, НБ, бу- 
дут рациональными, соизмеримыми толь- 
ко в степени, и ОН в квадратах будет 
больше НЕ на «квадрат» на соизмери- 
мой с собой, и большая ‹рациональ» 
- ОН будет линейно соизмерима с отло- 
женной рациональной /)С (определения 
вторые, 1). Значит, и ОГ будет линейно 
Й соизмерима с ДОН (предложение 12); 
Черт. 121. значит, и остаток Н[ будет линейно 
соизмерим с О/ (предложение 15). [По- 
скольку теперь 7)/ соизмерима с НГ, О! же рациональна, 
то рациональной, значит, будет и НГ. Поскольку теперь 2/7 
линейно соизмерима с НИ, ОГ же несоизмерима линейно 
с Е! (предложение 13), то значит, и ГН будет линейно 
несоизмерима с Е!Г (предложение 13). Значит, НЬ [Е 
[будут] рациональными, соизмеримыми только в степени; 
значит, ЕН будет вычетом (предложение 73). Но вместе 
с тем и рациональной; это же невозможно. 
Итак, вычет не будет тождественным с биномиалью, 
что и требовалось доказать. 


Д ини [7 


[Следствие] 


Вычет и «идущие» после него иррациональные не бу- 
дут. тоэждественными ни с медиалью, ни друг с другом. 
Действительно, квадрат на медиали, приложенный к ра* 
циональной, образует шириной рациональную и линейно 
несоизмеримую-с той,-к которой он прилагается (предла* 
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жение 22), <квадрат> же на вычете, приложенный к раци- 
ональной, образует шириной первый вычет (предложение 97), 
<квадрат> же на первом медиальном вычете, приложенный 
к рациональной, образует шириной второй вычет (предло- 
жение 98), «квадрат» же на втором медиальном вычете, 
приложенный к рациональной, образует шириной третий 
вычет (предложение 99), «квадрат» же на «меньшей», при- 
ложенный к рациональной, образует шириной четвёртый 
вычет (предложение 100), ‹квадрат» же на «образующей 
с рациональным целое медиальное», приложенный к раци- 
ональной, образует шириной пятый вычет (предложение 101), 
‹квадрат> же на «образующей с медиальным целое меди- 
альное», приложенный к рациональной, образует шириной 
шестой вычет (предложение 102). Поскольку теперь упо- 
мянутые ширины отличаются как от первой, так и друг 
от друга, — от первой потому, что она рациональна, между 
собой же потому, что они не одни и те же по рангу, — то 
ясно, что и сами эти иррациональные отличаются друг от 
друга. И поскольку доказано, что вычет не является тож- 
дественным с биномиалью, «следующие» же за вычетом 
иррациональные, приложенные к рациональной, образуют 
ширинами вычеты, каждая соответственного ранга, «следую- 
щие> же за биномиалью <образуют> биномиали и тоже 
соответственного ранга, то значит, различными будут и 
«следующие» за вычетом, и «следующие» за биномиалью, 
так что по рангу будет всех иррациональных 13: 

медиаль, 

биномиаль, 

первая бимедиаль, 

вторая бимедиаль, 

ббльшая <иррациональная», 

рационально и медиально квадрирующая, 

бимедиально квадрирующая, 

вычет, 

первый медиальный вычет, 

второй медиальный вычет, 

меньшая <иррациональная>, 

образующая с рациональным целое медиальное, 

- - образующая с медиальным целае медиальное (61}, 
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[Предложение 112 


‚ «Квадрат» на рациональной, приложенный к биноми- 
али, образует шириной вычет, рационали которого соиз- 
меримы с рационалями биномиали и в том же самом 
отношении и ещё возникающий вычет будет иметь тот 
же самый ранг, что биномчаль (62). 

Пусть рациональная будет А, биномиаль же ВС, боль- 
шая рациональ которой пусть будет ОС, и «квадрату» на А 
пусть будет равен «прямоугольник» между ВС, ЕГ; я 


[1 еек 
7 


Черт. 122. 


утверждаю, что Е/ будет вычетом, рационали которого 
будут соизмеримы с СО, ОВ и в том же самом отноше- 
нии,.и ещё, что Е{Г будет иметь тот же самый ранг, что 
ВС (черт. 122). 

Действительно, пусть опять «квадрату» на А будет равен 
«прямоугольник» между ВО, Н. Поскольку теперь ‹прямо- 
угольник> между ВС, ЕГ равен <прямоугольнику» между 
ВО, Н, то значит, будет, что как СВк ВО, таки Нк Е! 
(предложение 16 книги У). Но СВ больше ВР; значит, и 
Н будет больше ЕТ (предложения 14, 16 книги У). Пусть 
ЕС будет равна НМ; значит, будет, что как СВ к ВО, так 
и СЕк ЕГ; значит, «выделяя» (предложение 17 книги \), 
будет, что как СО к ВО, так и СГ к (ЕЁ. Сделаем, чтобы 
как СГ к 1ГБ, так «было бы> и /К к КЕ; и, значит, вся СК 
ко всей АГ будет, как /К к КЕ; ибо, как один из преды- 
дущих к одному из последующих, так и все предыдущие 
ко всем последующим (предложение 12 книги У). Как же 
[К к КЕ, так будет и СО к ЛВ; и, значит, как СК к КГ, 
так и СХ к ОВ. «Квадрат» же на СО соизмерим с <квад- 
ратом> на ДВ (предложение 36); значит и «квадрат» на К 
будет соизмерим с «квадратом» на АГ (предложение 20, 
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книги УТ, следствие; предложение 11 книги Х). И будет, что 
как «квадрат» на СК к <квадрату» на АТ, таки СК к КЁ, 
поскольку три <прямые> СК, КТ, КЕ будут пропорциональны 
(определение 9 книги У). Значит, СА линейно соизмерима 
с КЕ (предложение 11); так что и СЕ будет линейно со- 
измерима с ЕК (предложение 15). И поскольку <квадрат» 
на А равен <прямоугольнику> между Еа, ВО, <квадрат> же 
на А рационален, то значит, рационален будет и ‹прямо- 
угольник> между Ва, ВО. И прилагается он к рациональ- 
ной ВО; значит, и ЕС будет рациональной и линейно 
соизмеримой с ВО (предложение 20); так что и соиз- 
меримая с ней ЕК будет рациональной (определение 3) и 
линейно соизмеримой с ВЛ (предложение 12). Поскольку 
теперь будет, что как СО к ОВ, так и {/(К к КЁ, а СБ, 
РВ соизмеримы только в степени, то и /К, КЕ будут соизме- 
римы только в степени (предложение 11). Но КЁ рациональна; 
рациональной, значит, будет и /К. Значит, ГК, КЕ будут 
рациональными, соизмеримыми только в степени; значит, Е/ 
будет вычетом (предложение 73). 

В квадратах же СД будет больше ДВ или на`<квадрат» 
на соизмеримой с собой, или же на <квадрат» на несоизме- 
римой. 

Если теперь СДО в квадратах будет больше ОВ на <квад- 
рат> на соизмеримой [с собой], то и ГК в квадратах будет 
больше КЁ на «квадрат» на соизмеримой с собой (предло- 
жение 14). И если СО будет линейно соизмерима с отло- 
женной рациональной, то и /К (предложения 11, 12); если 
же ВО, то и КЕ (предложение 12); если же никакая из СО, 
ОВ, то и никакая из /К, КЕ. 

Если же СО в квадратах больше ОВ на <квадрат> па 
несоизмеримой с собой, то и /К в квадратах будет больше 
КЕ на <квадрат» на несоизмеримой с собой (предложение 14). 
И если СБ соизмерима будет линейно с отложенной рацио- 
нальной, то и /К; если же ВД, то и КЕ; если же никакая 
из СО, ОВ, то и никакая из [К, КЕ; так что ГЕ будет 
вычетом, рационали /К, КЕ которого соизмеримы с рацио- 
налями Ср, ОВ биномиали, и в том же отношении, и </Е» 
имеет тот же самый ранг что и ВС (определения вторые 
и третьи); что.и требовалось доказать. 
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Предложение 113 


«Квадрат» на рациснальной, приложенный к вычету, 
образует шириной биномиаль, рационали которой соизме- 
римы с рационалями вычета и в том же самом отноще- 
нии, ещё же возникающая биномиаль имеет тот же са- 
жый ранг, что и вычет. 

Пусть рациональная будет А, вычет же ВО, и <квадрату>» 
на А пусть будет равен <прямоугольник> между ВО, КС, 
так что «квадрат» на рациональной А, прилагаемый к вычету 

ВО, образует ширину К@; я утверждаю, 


Г КТ что КС будет биномиалью, рационали ко- 
7) торой соизмеримы с рационалями ВО, ив 
р ни том же самом отношении, и ещё, что Ка 
имеет тот же самый ранг, что и ВО 

В Е (черт. 123). 


Действительно, пусть сочетающаяся с ВО 
будет ДС; значит, ВС, СО будут рациональ- 
ными, соизмеримыми только в степени (пред- 

2 ложение 73).И пусть «квадрату» на А будет 

Черт. 123. равен и <прямоугольник> между ВС, Н. 

«Квадрат» же на ДА рационален; рационален, 

значит, и ,<«прямоугольник> между ВС, Н. 
И приложен он к рациональной ВС; значит, и Н будет ра- 
циональной и линейно соизмеримой с ВС (предложение 20). 
Поскольку теперь <прямоугольник>» между ВС, Н равен 
<«прямоугольнику> между ВО, КС, то значит, будет (предло- 
жение 16 книги УГ) пропорция — как СВ к ВО, так и Ка 
к Н. Но ВС больше ВО; значит, и К@ больше Н (пред- 
ложения 14, 16 книги УГ). Отложим КЁ равною Н; значит, 
КЕ будет линейно соизмерима с ВС. И поскольку будет, 
что как СВ к ВО, так и СК к КЕ, то, «переворачивая» 
(предложение 19 книги \У, следствие), значит, будет, что как 
ВС к СРО, таки КО к ОЕ. Сделаем, чтобы как КС к СЕ, так 
«было бы>и ОГ к /[Ё; значит, и остаток К] будетк /С@, как 
КО к СВЕ, то-есть [как] ВС к СР (предложение 19 книги У). 
Но ВС, СР соизмеримы только в степени! значит, и АГ, 
ГО будут соизмеримыми только в степени (предложение 11). 
И поскольку будет, что как АС к СЕ; <так и» АГ к 0, 
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но как КС к ОР, <так и> СГ к ГЕ, и, значит, как АГ к [(, 
«так и» СГ к 1Е; так что и как первое к третьему, <так 
и квадрат» на первом к «квадрату» на втором (определе- 
ние 9 книги У); и значит, как А] к ГЕ, так и «квадрат» 
на АК/ к «квадрату» на /[@. «Квадрат» же на АГ соизмерим 
с «квадратом» на /@; ибо КТ, ГС соизмеримы в степени; зна- 
чит, и А] будет линейно соизмерима с ГЕ (предложение 11); 
так что АТ [будет] линейно соизмерима и с КЁ (предло- 
жение 15). Но КЕ рациональна и линейно соизмерима 
с ВС; значит, и КГ рациональна и линейно соизмерима с 
ВС (предложение 12). И поскольку будет, что как ВС 
к СРО, так и К1 к Г, то «перестановкой» (предложение 
16 книги У), как ВС к АГ, таки ОС к 10. Но ВС со- 
`измерима с АГ; значит, и ГС линейно соизмерима с СО 
(предложение 11). Но ВС, СР рациональные, соизмеримые 
только в степени; значит, и АГ, ГА будут рациональ- 
ными (определение 3), соизмеримыми только в степени 
(предложение 13); значит, КО будет биномиалью (предло- 
жение 36). 

Если теперь ВС в квадратах больше СДО на «квадрат» 
на соизмеримой с собой, то и К/ в квадратах будет больше /@ 
на «квадрат» на соизмеримой с собой (предложение 14). И 
если ВС будет соизмерима линейно с отложенной рациональ- 
ной, то и А/ (предложение 12), если же СД соизмерима 
будет линейно с отложенной рациональной, то и /[@, если 
же никакая из ВС, СО, то и никакая из КТ, ГО (предложе- 
ние 13). , 

Если же ВС в квадратах больше СО на <квадрат> на 
несоизмеримой с собой, то и КГ будет в квадратах боль- 
ше /С на «квадрат» на несоизмеримой с собой (предложе- 
ние 14). И если ВС соизмерима будет линейно с отложен- 
ной рациональной, тои АГ], если же СО, то и ГС (пред- 
ложение 12), если же никакая из ВС, СПО, то никакая 
из АГ, ГА. 

Значит, АС будет биномиалью, рационали АГ, ГС кото- 
рой соизмеримы с рационалями ВС, СРО вычета и в том же 
самом отношении, и ещё КС будет иметь тот же самый 
ранг, что и ВС (определения вторые и третьи); что и 
требовалось доказать (63), 
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Предложение 114 


Если площадь заключается между вычетом и бино- 
миалью, рационали которой соизмеримы с рационалями 
вычета и в том же самом отношении, то квадрирующая 
эту площадь будет рациональна. 

Пусть площадь между АВ, СР заключается между вы- 
четом АВ и биномиалью СД, ббльшая рациональ которой 
пусть будет СЁ, и пусть рационали СЁ, ЕД биномиали 
будут соизмеримы с рационалями АГ, ГВ вычета и в том же 
самом отношении, и пусть квадрирую- 


9/1 щая «прямоугольник» между АВ, СО, 
ГА Е Др будет Н; я утверждаю, что Н будет 
——_ `` рациональной (черт. 124). 
ит Действительно, отложим рациональ- 
74] ‚ ную С и приложим к СБ равную 
р. ‚ М квадрату» на С «площадь», образую- 
а, щую ширину АГ; значит, КЁ будет 
Черт. 124. вычетом, рационали которого пусть бу- 


дут А/М, МЕ, соизмеримые с рационаля- 
ми СЁ, ЕР биномиали и в том же самом отношении (пред- 
ложение 92). Но и СЁ, ЕР соизмеримы с АГ, [Ви втом же 
самом отношении; значит, будет, что как АГк /[В, таки КМ 
к МЕ. «Перестановкой» (предложение 16 книги У), значит, 
будет, что как АГ к КМ, так и ВГк ГЛ, значит, и 
остаток АВ будет к остатку КЁ, как АГк КМ (предло- 
жение 19 книги У). Но АГ соизмерима с КМ (предложе- 
нре 12); значит, и АВ будет соизмерима с КЁ (предло- 
жение 11). И как АВ к КГ, так и <прямоугольник> между 
СР, АВ к <прямоугольнику> между СО, КЁ (предложение 1 
книги \1); значит, и прямоугольник» между СО, АВ будет 
соизмерим с <прямоугольником» между СДО, КЁ (предложе- 
ние 9). «Прямоугольник> же между СО, КТ равен <квад- 
рату> на @; значит, «прямоугольник» между СО, АВ будет 
соизмерим с «квадратом» на Ц. «Прямоугольнику» же между 
Ср, АВ равен <квадрат> на Н; значит, «квадрат» на Н 
соизмерим с «квадратом» на @. «Квадрат» же на С 
рационален; рационален, значит, будет и <квадрат> на Н; 
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значит, рациональна будет и Н. И она квадрирует <прямо- 
угольник» между СД, АВ. 

Итак, если площадь заключается между вычетом и бино- 
миалью, рационали которой соизмеримы с рационалями вы- 
чета и в том же самом отношении, то квадрирующая эту 
площадь будет рациональна. 


Следствие 


И сделалось нам вследствие этого ясно, что рациональ- 
ная площадь может заключаться между иррациональными 
прямыми. Что и требовалось доказать. 


Предложение 115 


Из медиали возникают в бесконечном множестве ирра- 
циональные, и никакая никакой из предыдущих не тожде- 
ственна. 

Пусть будет медиаль А; я утверждаю, что из А возни- 
кают в. бесконечном множестве иррациональные, и никакая 
никакой из предыдущих не тождественна (черт. 125). 


и—ф 
ЁР—_— 
—ы— 
1-——— 
Черт. 125. 


Отложим рациональную В, и пусть <прямоугольнику» 
между В, А равен будет «квадрат» на С; значит, С будет 
иррациональной (определение 4); ибо ‹прямоугольник> 
между иррациональной и рациональной будет иррациональ- 
ным (предложение 20). И она никакой из предыдущих не 
тождественна; ибо «квадрат, построенный» на любой из 
предыдущих, будучи приложен к рациональной, не образует 
шириной медиаль. Затем, вот пусть <прямоугольнику> между 
В, С будет равен «квадрат» на О; значит, «квадрат» на О 
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будет иррациональным (предложение 20). Значит, 2) будет 
иррациональна (определение 4); и никакой из предыдущих 
не тождественна; ибо «квадрат, построенный» на любой из 
предыдущих, будучи приложен к рациональной, не образует 
шириной С. Подобным же вот образом, при продвижении 
такого же строя до бесконечности, очевидно, из медиали 
возникают в бесконечном множестве иррациональные, и ни- 
какая никакой из предыдущих не тождественна; что и тре- 
бовалось доказать] (64, 65). 


—— 


КОММЕНТАРИИ 


2 Мордуха и-болттовсёого 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ УП. 


1. Единица. Для Евклида единица ещё не число. Она зани- 
мает особое положение в Арифметике, и поэтому то, что доказано 
для числа вообще, для единицы приходится доказывать особо. Так 
и поступает Евклид, доказывая сперва, что если а:6 =с:4, то 
а:с —=6:4, а затем снова, что если 1:а=—=с:а, то 1:е =а:а. 

На вопрос, что такое единица, Евклид даёт неясное определе- 
ние. Число — множество, составленное из единиц. Единица же — это 
что-то, вследствие чего существующее является единым. (Моуб$ 
ау, каф’ Лу 2набтоу тфу бутфу ёу ДЕ ето.) Это определение, конечно, 
столь же логически мёртвое, как евклидово определение точки; 
оно тоже по существу является отрицательным. 

Чисто метафизические определения пифагорейцев, наоборот, 
положительны 1). Согласно пифагорейцам 2), единица — «граница 
между числом и частями», т. е. между целыми числами и дробями, 
причём прибавляется, что она «семя и вечный корень», «то, с обеих 
сторон чего отношения возрастают», т.е. единица является общей 
1 1 1. 
2°3'’' 4’ 

Другие определяют единицу как границу малости. Это что-то 
вроде нашей низшей грани, не принадлежащей уже множеству, но 
определяющей то, ниже чего не могут опуститься его элементы. 

Теон Смирнский 3) выдвигает единицу как определяющую 
границу некоторой операции, именно вычитания: из единицы уже 
нельзя вычесть никакого целого числа. 


границей рядов 1, 2, 3,4,... и 1, 


1) Неафь Т. [., Тве 4ыщчееп ВооКз оЁ ЕисН4’з Е!Шетеп$, 
СашЬна$е, 1926, уо!. П, Воок УП, стр. 279. 

2) Сап{фог М., Уошез. йбег Сезсв. 4ег Ма., Ва. Т, Гер- 
710, 1907. 

3) Тцеоп!1$ Зшугпае! риозоры р!аюшс ехроз$1Чо ге- 
ги та{;етшаНсагит а@ |ебеп4ит Р!аюпеш иННит, е4. НШег, 
Ге1р24е, 1878. 


17 Евклид 
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Аристотель 4) подчёркивает неделимость единицы: «Единица — 
это неделимое в категории количества». Он указывает на отличие 
арифметической единицы от точки, которая, являясь аналогичным 
элементом, имеет положение. Единица им называется точкой без 
положения. 

Ямблих 5) определяет единицу как «форму форм>, вследствие 
того, что единица потенциально содержит все формы числа: пло- 
скостные, телесные и т. д. Это определение сближается с совре- 
менным и логистическим (Ресселя)6) определением числа как 
класга эквивалентных классов. 

Античные авторы очень резко подчёркивают, что единица во 
всяком случае не число. Мы находим это утверждение не только 
у Аристотеля, но и значительно позже у Теона, у Марциана 
Капеллы 7), у Боэция. 

На той же точке зрения стоят и арабские математики. Для 
Бен-Музы единица — общий корень чисел, но не число. То же 
говорит Пселл 8). Даже Беха-Эддин 9) — составитель арабского учеб- 
ника ХУГ века — говорит то же. 

Можно сказать, что только средние века дали единице право 
гражданства. Орезм 19) определённо говорит, что единица — истин- 
ное число. Утверждение, что единица — число, защищается Раму- 
сом 11), а за ним Стевином 12). 

Аргументы Стевина следующие: 

1) Части — той же природы, что целое; поэтому, если целое — 
число, то единицы — числа. Единица — часть совокупности еди- 
ниц или множества, а потому той же природы, что и это мно- 
жество. 

2) Если из данного числа вычитается то, что не является чис- 
лом, т. е. никакое число, то число остаётся тем же. Но если из 
числа вычесть единицу, то остаётся другое число. 


4) Аг! з{о1е|ез, Маарву$1са (русск. пер. А. В. Кубицкого, 
М.-Л., 1934). 7 у р 


5) [ашЬ11сНиз, [шгодисно ш М№сотасВ1 агИбмеНсаш, е4. 
Теппи! 015, АгиВейп, 1668. 

6) Киззе! (апа Ув Е{евеад), Рипар1а Маетайса, СашЪ- 
пасе, 1910—1913. 

1) МагНапиз Саре!1а, Ое пирз РЫШо!оае е{ Мегсиги е 
де зерфет аг@риз ПБегаНБиз, е4. Корр, 1836, ЕгапКЕ. а. М. 

8) Рзе![из, Сотрепфит Ма фетайсит, Ваа\Чае, 1647. 

9) Весва-Еаа1!пт, Еззепх 4ег Весвепкипз{ (Меззейтап), 
Вега, 1843. 


10) Отезшиз в «В10Нофеса Маетайса» 143 (1914 г.), 
стр. 234. 


11) Катиз Р., ЗсВойагит та{фетайсагит 11611 ипиз её фавииа, 
Вазе|, 1569. 

12) З1еу!т 5., [ез Оецугез Мафетайаиез ... раг А. С!аг4, 
Геуде, 1634. 
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Интересны возражения, например, Лауренберга против этой 
аргументации 13). Он отвечает, что основное положение об одно- 
родности части с целым не всегда правильно, потому что суще- 
ствуют два рода вещей: зииЙагез (подобно составленные) и 41$$111- 
]1агез (неподобно составленные). К первым он относит воду, золото 
и Т. п., так как части воды или золота будут также водой или 
золотом. Но часть головы вовсе не голова, часть дерева не дерево, 
часть человека не человек. Таково и число три. Оно по природе 
отличается от единицы. Если из целого отнять единицу, то, дей- 
ствительно, не останется того, что было. Но если отнять из не- 
подобно составленного часть, то также не останется того, что 
было. Таким же образом, единица не число, но отнятие её от числа 
уменьшает его. 

2. Единица и точка. Следует отметить, что монада (Мусс) не 
вполне точно переводится как «единица». — В античной мысли под 
это понятие подводилась как арифметическая единица (числовая 
единица), так и точка. «Точка есть единица, имеющая положение, 
единица есть точка без положения» (Аристотель). 

Различие природы единицы и точки является предметом схо- 
ластических рассуждений. Оно заключается в том, что: 

1) единица есть часть, образующая число, а точка не обра- 
зует никакой величины; из точек, как учил Брадвардин 14), не 
составляется линия; 

2) всякая единица делится на дробные части, а точка неделима; 

3) единица начинает и кончает всякое число, а точка не на- 
чинает, а только ограничивает линию. 

3. Нуль. За единицей отвобвывает себе право гражданства 
нуль. Но он ещё дольше, чем рациональная дробь, остаётся в по- 
ложении неполноправного. С ним обращаются, как с числом, но 
его не признают числом. При решении уравнений Диофант 15) не 
знает корней, равных нулю. То же следует сказать и об арабских 
математиках, например, Аль-Кархи 16). До Жирарда 17) и Декарта 18) 


13) Еаигепрегоегиз, [шз{иНопез агпте#сае (ТоНиз Ма- 
{ВетаЧсае согриз, Г), Гамбург, 1624. 

4) Вга4мага1тиз ТВ., Сеоше{а зресшавуа, [лцечае, 1496. 

15) ТВ. Г. Неафь, П1орнащиз оЁ А1ехапама, Сатбиаее, 1910. 
ОР1орвап{из А|]ехапаг1пиз, Аг{птмейсогим Пи УГ сит 
соштеп+. Васце{ е{ обзегуаНопез Р. 4е Еегта+, Тоозае, 1670. 

16) А] Кагьг, Ехфай 4и Еаквм, е4. \оерке, Раз, 1853. 
АЩщай И’ шмзаь, е4. Носпвейпт, Маз4ериго, 1873—1880. 
|629.) С1таг4 А., шуепйоп поиуе!е еп РА1еёхе, Ашз{етгАат, 

18) Кепё Пезсаг+{ез, Га Овошеме (приложение к «Г1зсоигз 
Че 1а ш@поде...», Геуде, 1637). Есть русский перевод с примеч. 
А. П. Юшкевича (М.-Л., 1938), сделанный с франц. издания собр. 
соч. Декарта, выпущенного Ш. Адамом и П. Таннери (Ра!1$, 
1897—1910). 


17* 
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и европейские математики, например, Шюкэ, тоже не признают 
таких корней. 

Но это не мешает математикам оперировать с нулём,. как 
с числом, так же, как неполноправность единицы не мешает Ев- 
клиду вводить ее в пропорции и оперировать с ней, как с числом. 

Никомах 19) ставит правило: «нуль, сложенный с нулём, даёт 
нуль». 

Знак нуля, как известно, впервые введён индусами, и с ним 
производятся формальные операции так же, как и с другими чис- 
ловыми знаками *). 

Даже во второй половине ХУП века Валлис 20) вооружается 
против числовых прав нуля. Ведь нуль не отвечает на вопрос: 
сколько? Он только выражает отрицание, снимает некоторый субъ- 
ект, а вовсе не указывает, сколько единиц. Можно спросить: 
сколько кристаллических сфер? и дать ответ: нуль. Но этот ответ 
не будет прямым ответом на вопрос, а только отрицанием воз- 
можности ответа. 

Но, превращаясь в число, нуль оказывается всё-таки каким-то 
исключительным числом, которое можно складывать, вычитать, 
на которое можно умножать. Возможность введения нуля в опе- 
рацию деления или отрицалась, или принималась с ограничением 
в каком-то новом понимании. 

В таком же положении оказались отношение и дробь, в ко- 


а 
торые входил нуль: 0:4 оказывалось равным нулю, аа:0 и ©. Рав- 


ными с, причём даже у индусских математиков (у Кришны, ком- 
ментатора Бхаскары 1). Но если отношение а:6 оказывалось рав- 
ным бесконечности, то вовсе не выводилось отсюда, что В есть 
нуль, а только то, что оно не принадлежит к тому же роду 
величин. 

Кардан 2?) выставляет следующую аксиому: ТО, к чему вели- 
чина имеет бесконечное отношение, не заключается в её роде. 
Я отсылаю читателя к моему комментарию об угле касания (ком- 
ментарий 17 к кн. Ш). Из него можно видеть,‘откуда у Кардана 
явилась такая аксиома. Отношение прямолинейного угла к углу 
касания представляется Кардану на основании предложения 16 


19) М1 сошмасв: Сегазепу  [шёхо4дисНотз АгИбщменсае 
НЬг: Ц, е4. Носве, Г[Арзае, 1866 (только греч. текст). 

*) Нуль впервые введен вавилонскими математиками прибли- 
зительно после 500 г. до н. э. (Прим. ред.) 

20) ]. \а111$, Ма\ез!$з ОщуегзаН$ з1уе агИртейса (Орега 
шаёв., [, 1695). 

21) ВпазкКага, У1/агапЦа, св. 1 (в книге: Н. ТВ. Со1еБ- 
гоокКе, А]серга УИ АйпипеЧс$ ап4 Мепзигайоп Нот {ве бапзсгИ 
оф Вгаптазириа апа ВпазкКага, [Гоп4оп, 1817). 

22) Сагаапиз, Ое зи Шае, 1550—54—60. Ре з4епз Ш6 16. 
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книги Ш бесконечным, но он не мыслит, как Пелетарий 23), угол 
касания нулём. 

Отношение 4:6 —=0:0 при понимании а и 2 не как актуально 
бесконечно малых или как исчезающих и возникающих чисел 
в смысле Ньютона 24), а как чистых нулей, выступает только 
в ХУШ веке в исчислении нулей, которое Эйлер 45) и другие 
математики стараются поставить на место теории пределов. Они 
считают возможным существование равенства величин без ра- 
венства отношений; 

когда 2х —=0, то 3х —=0и 2х=3х, но 2х:3х =0:0—2:3. 

4. Определение числа. Евклид определяет только целое число, 
так как дробь для него ещё не число. 

Число — это множество, составленное из единиц. Конечно, 
множество здесь понимается не в нашем смысле; во всяком слу- 
чае, оно не может быть бесконечным. Я думаю, оно понималось 
только в смысле собрания, конечной совокупности. 

Аристотель определяет число как «множество единиц», «мно- 
жество неделимых», «несколько единиц». По структуре число — 
это «ограниченное множество», «множество, измеряемое единицей» 
(дробь единицей не измеряется, а потому уже и не представляет 
числа), затем — «множество мер», т. е. единиц; как характерный 
признак элемента выступает не его неделимость, но способность 
служить мерой для числа. 

У других авторов вплетается в чисто кардинальное (т. е. 
количественное) определение целого числа Аристотеля и Евклида 
мотив ординального (т. е. порядкового) числа. 

По Никомаху 26), число — это «собрание единиц, поток ко- 
личества, составленный из единиц». 

Стобей 27) сообщает, что по определению пифагорейца Моде- 
рата число есть «собрание единиц или прогрессия величин, начи- 
нающаяся с единицы и кончающаяся единицей». 

5. Кардинальные и ординальные числа. Различают количе- 
ственное и порядковое числа; первое отвечает на вопрос: сколько?, 
второе же — на вопрос: который? 

Пять, шесть, десять означают количественные числа; пятый, 
шестой, десятый — порядковые. Первые называют кардинальны.ми, 
вторые — ординальными числами. 

Различные математики отдают приоритет то кардинальному, 
то ординальному числу, исходя из методической, исторической 


23) Ре] ефаг! из, Еетета ЕисН4$, 1557 (ПТ 15—16, стр. 297). 

24) Мем{оп, Агиртейса шшуегзаНз, 1707. И. Ньютон, 
Всеобщая арифметика или книга об арифметических синтезе и ана- 
лизе, пер. и прим. А. П. Юшкевича, АН СССР, 1948. 

25) Е и] ег [.., шз{Цийопез Са1сц! ПШегеп#а!1$, 1755 (издано 
Петербургской Академией Наук). См. русск. ` пер. М. Я. Выгодского. 

26) См. примеч. 19. 

217) З{ораеиз, Ес1ое. Рвуз. 1, 1, 8. 
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или логической точек зрения. Рассуждают о том, как следует 
приступать к ознакомлению ребёнка с числами: через числовые 
фигуры, научая его непосредственно воспринимать небольшие 
множества единиц и их структуру, или же начинать со счёта. 

Такой же вопрос можно ставить и о прошлом человечества, 
о происхождении числа, на основании устной нумерации некуль- 
турных народов. 

Затем можно спорить о том, следует ли, стараясь логически 
обосновать арифметику, итти по пути ординального числа, выводя 
число из счёта (как Гельмголькц 28) и Грассман 29), или же по пути 
кардинального (как логисты) 80). 

Конечно, в своём определении Евклид стоит на точке зрения 
кардинального числа: число есть собрание единиц. В это опре- 
деление порядок не входит. Но он, как мы выше видели, в не- 
которой мере входит в другие античные определения числа. 

Бесспорно, тонкий анализ понятий средневековых схоласти- 
ков привёл к различению этих понятий. 

Мавролик8!), стоящий на границе, отделяющей средневековую 
мысль от рационалистической, сближает эти понятия, выявляя 
уже вполне определённо две точки зрения на число: кардиналь- 
ную и ординальную. 

Он устанавливает наряду с числом ещё понятие о корне (та@1х). 
Корни получаются из единицы прибавлением единиц. Этим Мав- 
ролик хочет сказать только то, что они получаются счётом, т.е. 
он мыслит эти корни как порядковые (ординальные) числа. При 
этом он мыслит квадрат как произведение двух ординальных 
чисел, т. е. как единицы, расположенные в определённом порядке: 
на первом месте 1, 2, 3, 4, на втором 5, 6, 7, 8, на третьем 9, 
10, 11, 12, на четвёртом 13, 14, 15, 16. 

Мавролик при этом высказывает следующее положение: /70 
тому, сколько имеет какое-либо число единиц, оно занимает 
определённое место в порядке корней. Ибо, разъясняет Мавро- 
лик, корень, начинаясь с единицы, принимает переход от одного 
числа к другому по единице, вследствие чего число тысяча (тй- 
1епаг!из), состоя из тысячи единиц, является тысячным (т Шезйтиз), 
и, обратно, число тысячное (иШезгтпиз) в порядке корней, содер- 
жит тысячу единиц, т. е. представляет тысячу (пШепаг!и$). 

Евклид мыслит 72? только как плоское число; с и? у него тесно 
связан образ квадрата, построенного на отрезке, выражаемом 
целым числом, и поэтому он не рассматривает чисел, выражаемых 


28) Не!тво1+2, ДЯШеп ип Меззеп, 1887. Гельмгольц, 
Счёт и измерение, Казань, 1893. 

29) агаззтапт Н., Гебтрись 4ег Атибтейк, ВегИп, 1861. 

30) Сои{фига*+ 1.., 1ез рйпрез 4ез тата Ндиез, Раш5$, 
1905. Л. Кутюра, Философские принципы математики, СПБ, 1913. 

31) Егапс1зсиз Маиго!усиз, АгЦитейсае Ном @4ио 
(Оризсша Ма{Петайса. Уепей1$, 1575). 
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формулой л2-- п. Чтобы мыслить п? и, следует мыслить ити 
па как числа абстрактные. Мавролик их так и мыслит. Он даёт 
риторическую формулу, символически выражаемую равенством 
п-1-п—=п(п--1), говоря, что квадрат вместе с корнем равен 
произведению числа на следующее за ним. 

6. Виды количества. Следует евклидово определение числа 
пропумать в связи с тем, что даёт Аристотель, бесспорно имев- 
ший влияние на «Начала». 

Аристотель 32) отличает величины, составленные из частей, 
имеющих взаимное расположение, от величин, состоящих из ча- 
стей без взаимного расположения. К первым он относит линии, 
поверхности, тела, а ко вторым — число и время. Такое деление сов- 
падает с делением на поостранственные и непространственные. Но 
эта Классификация вовсе не совпадает с другой, в которой коли- 
чества делятся на непрерывные и дискретные (сопИпиа, 41ззеа), 
причём к первому классу относятся линии, поверхности, тела, ко 
второму — число. Третье аристотелевское деление — на остаю- 
щиеся (регтапепз) и последовательные (зиссезз1уа). Первые — те, 
которых части существуют в одно и то же время, как, например, 
прямая линия; вторые — те, части которых находятся в постоян- 
ном течении, как время. 

В первой классификации Аристотель может отнести ко вто- 
рому роду только целое число, но в будущем этот род попол- 
няется дробными рациональными и, наконец, иррациональными. Во 
второй классификации непрерывная геометрическая величина про- 
тивополагается прерывному целому числу. В далёком будущем 
арифметизация математики разрушит эту перегородку, устанав- 
ливая непрерывность числа. Наконец, третья классификация дабт 
источник идеи, противополагающей поётоянное переменному. 

Время в раннем периоде развития математического анализа 
является первым независимым переменным (например, у Ньютона). 

7. Деление и измерение. Евклид определяет часть непре- 
рывной величины (определение | книги У) и дискретной (опре- 
деление 3 книги УП) совершенно в тех же словах. 

Я считаю, что Петрушевский 38) искажает смысл, переводя 
так: меньшее число называется частным большего, когда оно с7- 
держится в большем. Можно ещё допустить слово частное, если 
понимать его так, как этот термин понимался в 1835, а не 
в 1949 году, но отождествлять содержание с измерением, пони- 
мая содержание как в старом смысле (т. е. отношения), так и 
в современном, я считаю недопустимым. Можно сказать, что 
2 содержится в 5; ведь между ними существует определённое 


32) Аг1 з{о{1е]ез, Саесошае, сар. 6 (есть русск. пер. 
А. В. Кубицкого, М., 1939). 

33) Петрушевский Ф., Евклидовых начал три книги: 
седьмая, осьмая и девятая ..., пер. с греч., СПБ, 1835, 
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отношение, которое во времена Петрушевского называлось со- 
держанием. 

Но Евклид мыслит, не отрешаясь от геометрических образов: 
отрезок, равный 2, не укладывается целое число разв 5, но 
укладывается в 6, — значит, 2 измеряет 6, но не измеряет 5. 

Несколько ближе к евклидовскому смыслу было бы сказать: 
делит. Действительно, мы иногда употребляем выражение: «от- 
резок делится на отрезок», но это оттого, что мы, обратно тому, 
что делает Евклид, мыслим отрезок числом и, производя опе- 
рацию деления, в результате получаем целое число. Евклид этой 
операции не производит: формуле а == с у него отвечает следу- 
ющее: отрезки, отвечающие трём целым числам а, 6, с, таковы, 
что 6 укладывается в а столько раз, сколько единиц (длины) 
содержится в с или, как говорит Евклид, «измеряет а по едини- 
цам с» (лучше было бы сказать — по числу единиц с). 

Только после этого пояснения нам станет понятным, почему 
Евклид не доказывает во Пили \У книгах коммутативный закон 
умножения, а доказывает его в УШ книге. Когда строится пря- 
моугольник на фи с, то, конечно, безразлично, что принять за 
его высоту, что за основание; что заключено между В и с, будет 
также и между сиф. Но когда 6 измеряет а числем единиц 
В с, то совершенно неочевидно, что с измеряет а числом единиц 
в ©, так как роли $ и с уже совершенно различны. 

8. Аликвотные и аликвантные части. Термин «деление» 
понимают двояким образом: или в смысле разложения числа 
на равные части (что отвечает евклидову «измерению»), или 
в смысле дробления на части не обязательно равные. То, что 
соединение их даёт данное число, выражается аксиомой: «целое 
равно всем своим частям вместе взятым», которой коммента- 
торы обычно пополняют систему аксиом [ книги «Начал», отно- 
ся эту аксиому как к непрерывным, так и к дискретным ве- 
личинам. 

Если В получается из А повторением целое число раз, так 
‘что В разбивается на целое число частей А, то А будет то, что 
Евклид называет частью и что другие называют частью алик- 


вотной. Если же взять просто такие числа А\1, Ао, ..., что 
А --А.--...-- А, = В, то будем иметь «части» В:А\, А»,,...,Аи, 
в отличие от аликвотных, 1, 4.,..., Аи суть части али- 
квантные. 


Ещё Лейбниц поставил задачу об аликвантных частях (в пи- 
сьме к Ивану Бернулли в 1669 г.), спрашивая, сколькими спосо- 
бами данное число можно разложить на две, три или более али- 
квантных частей. Эйлер 3*), занимаясь этим вопросом, даёт приёмы 
для определения этого числа. 


31) Еи|ег, [ГигодисНо ш Апаузш шйпИЙогат, 1, Лозанна, 


1748. Л. Эйлер, Введение в анализ бесконечно малых, Г, пер. 
под ред. С. Я. Лурье, Москва, 1956, 
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9. Дроби. У Евклида нет дробей. Дроби у греков, говорит 
Тропфке $5), понимаются не как абстрактные дробные числа, но 
скорее как конкретные единицы низшего порядка, а именно, 
части мер веса, не теряя характера целых чисел. Абстрактная же 
дробь заменяется отношением целых чисел, применение которого 
основывается на высоко развитой теории пропорций. Только 
у Диофанта выступают в Арифметике, наряду с целыми, и дроб- 
ные числа. 

Но было бы неправильно отсюда выводить, что в эпоху 
Евклида и до Евклида не было дробей; следует только сказать, 
что Дроби не входили в Арифметику как учение о числах; 
ими занималась Логистика, т. е. искусство вычисления. При 
Евклиде она не складывалась в строго логические формы. 

Архимед 36), задавшийся целью логического обоснования не 
только геометрических положений, но и некоторых, имевших 
практическое значение расчётов, пользуется дробями по правилам 
Логистики. 

Применение дробей к вычислениям находим ещё в древнем 
папирусе Ахмеса 37) (за 2000—1700 л. до н. э.). Там мы находим 
особенные, чуждые нам операции над дробями. Папирус опери- 
рует долями, т. е. дробями с числителями, равными 1, и все 
действия над дробями производятся предварительным сведением 
их к долям 38). Этого рода исчисление перешло отегиптян к гре- 
кам, а затем к арабам. Так как в доле числитель всегда равен 1, 
то египтяне могли изображать дробь, ставя просто точку над 
знаменателем. Греки заменяли точку коммой 33). 

Дробь долго остаётся в положении какого-то Неполноправ- 
ного числа. С одной стороны, с ней обращаются, как с числом; 
у Клавия и других комментаторов Евклида она становится пред- 
метом Арифметики. Но, с другой стороны, всегда подчёркивает- 
ся, что дробь (при тех же законах формальных операций, 
что и с целыми числами) не является в собственном смысле 
числом. 

По мнению Валлиса 40), она отвечает не на вопрос: «сколько» 
(410, а на вопрос: «сколь велико» (диатит); дроби относятся 
к величинам не дискретным, а непрерывным. 


35) ТгорЕКе, СезсН. 4ег Е/етешщаг-Ма1В., Ва. [. 

36) Агсп1ме41з орега отша сит соштещ., Ещосий, е4а. Не]- 
рего, Г, 1910. 

3) Е1 зеп|оБг А., ЕЁ1 та бештаНзсвез НапаБисй 4ег аМеп 
Аевурег, Гери, 1877. 

38) Таппегу Р., Мешотез з4еп Наиез; З4псез ехафез 4апз 
РапНаице, 1. П. | 

8) Кэджори Ф. (Са]ош Е1.), История элементарной мате- 
матики, Одесса, 1917. | 

40) \№а1113, Ма{ез1з ишуегзаН$ уе АтивтейНсит ориз т- 
‘{естит (Орега, Охга, 1657); `` 
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10. Отношение и дробь. В современных методических ру- 
ководствах, начиная с Лакруа 41), замечается тенденция к отож- 
дествлению отношения с результатом деления. Сеоре 42) в курсе 
Арифметики говорит, что отношением одного числа к другому 
называется частное от деления первого на второе. При этом 
частное мыслится не только как целое, но икак дробное, и даже 
как иррациональное число. 

Здесь, правда, нет ещё полного отожЭествления отношения 
и дроби. Дробь мыслится как форма числа, в которой указы- 
вается действие, но не выполняется; в отношении же ено уже 
является выполненным; так, 8/› — дробь (указывается, что 8 следует 
разделить на 2), отношением же является результат деления, 
т. е. 4. Действительно, Серре говорит: отношением одной вели- 
чины к другой, с ней однородной, называется число, выражаю- 
щее меру первой величины, когда второе принято за единицу 
(т. е. измерение предполагается уже совершённым). Такое же 
определение и у Бореля 43). 

Существуют и в настоящее время такие учебники арифмети- 
ки, которые не решаются сделать не только последний, но и 
предпоследний шаг, какой делают Серре и Борель на пути 
к отождествлению отношечия и дроби. 

Некоторые за отношение большего к меньшему считают 
число, показывающее, в) скэльк) раз первое больше второго; 
при этом «во сколько раз» понимается шире, чем обычно, — как 
число, которое является результатом деления. Но это выстав- 
ляется уже не как определение, а как положение, которое следует 
доказать или разъяснить. 

У Ньютона 4*) число мыслится как отношение, но то, что 
всякое отношение является числом, или даже то, что оно харак- 
теризуется числом, — это у него определённо не выражено. 

Во «Всеобщей арифметике» 44) он пишет следующее: «Под 
числом мы понимаем не столько множество единиц, сколько от- 
влечённое отношение какой-нибудь величины к другой величине ` 
того же рода, принятой нами за единицу. Число бывает трёх ви- 
дов: целое, дробное и глухое (<игАиз)*). Целое число есть то, 
что измеряется единицей; дробное — кратной долей единицы; 
глухое число несоизмеримо с единицей». 

«Умножение в собственном смысле слова есть действие, про- 
изводимое над целыми числами, с помощью которого находят 
новую величину, во столько раз большую множимого, во сколько 
множитель больше единицы. Но за отсутствием более подходящего 


41) Лакруа (Г. асго1х), Основания арифметики, СПБ, 1826. 
4) Серре (Зегге1), Курс арифметики, Москва, 1881. 

43) Борель (Воге|в, Арифметика, Москва, 1924. 

44) См. примеч. 24. 

*) Под этим Ньютон понимает иррациональное число. (//рим. . 


ред.) 
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слова умножением называют Также действие над дробными или 
иррациональными числами, с помошью которого ищут новую ве- 
личину, находящуюся со множимым в том же отношении (каково 
бы оно ни было), какое множитель имеет к единице». 

В том же смысле высказывается Ньютон, говоря и о делении 45). 

11. Чётно-чётные и чётно-нечётные числа. Числа принад- 
лежат к классу чётных или к классу нечётных; один класс ис- 
ключает другой. 

Чётные же, в свою очередь, принадлежат к классам чётно- 
чётных (4’) и чётно-нечётных (4”), причём А’ и А" уже не исклю- 
чают друг друга, т.е. существуют числа А’, принадлежащие А”, 
и обратно. 

Число 12 — чётно-чётное, так как 12 по разделении на 2 
(чётное число) даёт 6 (тоже чётное), но оно вместе с тем и 
чётно-нечётное, так как по разделении на чётное число 4 даёт 
нечётное 3. 

Таким образом, чётные числа можно разделить на три класса 
А, В, С, уже друг друга исключающие: 

1) только чётно-чётные, 

2) только чётно-нечётные, 

3) чётно-чётные и вместе с тем чётно-нечётные. 

Некоторые комментаторы приходили к заключению, что в опре- 
делениях 9 и 10 произошёл пропуск слова «только». Но предло- 
жения 32, 33, 34 книги [Х ясно показывают, что эти классы чисел 
понимаются Евклидом именно в разъяснённом смысле. 

Между нечётными числами находятся числа простые, деля- 
щизся только на себя и на единицу, и числа составные, которые 
согласно предложениям 28, 29 книги [Х, делятся на нечетное и 
в частном дают тоже нечётное и таким образом, согласно опре- 
делению Евклида, являются всегда нечётно-нечётными. 

Отсюда видно, что определение нечётно-нечётного является 
преждевременным. Оно должно явиться лишь тогда, когда будет 
оправдано с помощью 28-го и 29-го предложений 1Х книги, что 
произведение чётного на нечётное даёт чётноз число, а произве- 
дение нечётного на неч5тное даёт нечётное. 

Пейрар 46), основываясь на одном из манускриптов, вводит 
ещё числа нечётно-чётные, которые не встречаются у старых 
комментаторов и которые сводятся к чётно-нечётным. 

12. Определение умножения. Евклид сводит понятие умно- 
жения к сложению (опять мысля отрезки, отвечающие целым 
числам). 

Умножить М на 5, значит образовать число, полученное при- 
бавлением к М четыре раза по № При таком определении мно- 
житель и множимое имеют различные значения. 


45) Там же (см. примеч. 24\. 
16) Реугаг, 1.ез &16тегёз 4е Оёотеёе ФЕисНае ШадиИз 
НЦегайетеп{ ауес 4ез поез. Рашз, 1804. 
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При слиянии УиУП книг это определение должно было эво- 
люционировать в другое. Умножение стало определяться не сло- 
жением, а пропорцией: 

а:1=—х:6, 


т. е. произведение стало определяться как тб, что содержит В 
столько раз, сколько в а единиц. Под такое определение одина- 
ково подходило и умножение в смысле образования прямоуголь- 
ника между а и 6 (ему отвечал термин 4исеге ХУП века) и умно- 
жение в смысле УП книги (термин ши рНсаге). 

После определения Евклида Клавий“7) приводит и опреде- 
ление с помощью пропорции. Вместе с тем он даёт и определе- 
ние деления. Деление — это нахождение числа, которое к единице 
имеет то же отношение, что делимое к делителю. Соответственно 
этому он изменяет определение квадрата и куба. 

То, что Евклид доказывает, у Борелли 48) является уже опре- 
делением. Квадратное число — это число, между которым и ели- 
ницей существует одно среднее пропорциональное, т. е. которое 
определяется пропорцией: 

х:а=а:1. 


Куб определяется пропорцией: 
х:а = а?:1. 
Другие определяют куб пропорцией: 
Хх: а —=а?:а=а:1, 


предполагающей две средних пропорциональных между 23 и 
единицей. 

13. Плоскостные и телесные величины. Евклид мыслит числа 
всегда в связи с геометрическими образами. С множителем и мно- 
жимым у него связан образ отрезка, с произведением а-р — образ 
отрезка, который получается откладыванием а столько раз, сколь- 
ко единиц в 6. Все доказательства Евклид ведёт не для абстракт- 
ных чисел, как позже Никомах, а для отрезков. 

Термины «плоскостное» и «телесное» число являются, веро- 
ятно, пережитком более раннего периода математической мысли, 
когда число и геометрический образ были ещё теснее связаны, 
когда произведение числа а предметов на абстрактное число в 
мыслилось как расположение этих предметов в б рядах по а 
предметов в каждом, с заполнением площади прямоугольника. 
То же следует сказать и о произведении трёх чисел, являющемся, 
согласно евклидовской терминологии, телесным числом. 


41) С]ау1из, Орега та{В., Мобипчае, 1612. Еис 141 Е1етеща, 
стр. 306. 
48) Воте111, ЕисНаез гезифиз, Р1за, 1658. 
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Когда Евклид оперирует произведением в смысле П книги, 
т. е. прямоугольником 4.8 между а и 6, тоа и аб оказываются 
величинами различных родов: @ — длина отрезка, а аб — площадь. 
Кроме этих двух родов существует ещё третий: абс — объём. 
При этом три рода величин — линейные, плоскостные и телес- 
ные — нельзя было пополнить новыми, так как произведения а6са 
и афсае не имели бы никакого геометрического смысла. Поэтому 
Евклид, понимая квадрат и куб в смысле Ц книги, не мог опери- 
ровать в У книге непрерывными пропорциями вида 1:а = а:а2=— 
— @2: 43 — а3:04, так как @% геометрического смысла ве имело. 

Евклидовские плоскостные и телесные числа возрождаются 
в буквенной алгебре Виэты “9). 

Чтобы понять роль плоскостных и телесных чисел в буквен- 
ной алгебре, разберем, что означают буквы а, 6, с, х в уравнении 


ах? -- 9х = с. 


Для нас а, В— известные числа, а х — число неизвестное. 
Но если мы возвратимся к ХУП и даже к ХУШ веку, то попа- 
дём в другое положение. 

Алгебраическая величина была только родом, обнимающим 
два вида непрерывных величин, каковыми являются геометриче- 
ские величины (длины, поверхности и объёмы), и дискретные, 
т. е. числа, причём понятие числа не шло дальше рациональной 
области. Произведение аб понималось или как результат умно- 
жения чисел д на 6, или как результат умножения отрезков 
а на 6; в последнем случае это — площадь прямоугольника, по- 
строенного на а иф (по Евклиду — «между а и 5»). Над этими 
понятиями стоит объемлющее их понятие умножения, понимаемое 
как получение величины, которая к умножаемой имеет то же отно- 
шение, какое множитель к единице. 

Виэта рассматривает величины различных порядков: линейные, 
плоские — р1апит, телесные — зоНаит. 

Эти виды величин пополняются новыми высших порядков: 
р1!апит-р]апит и зо!аит-р1апит. 

` Поскольку дело идёт о геометрических величинах, этого рода 
величины ‘являются чем-то вроде мнимых, над которыми произ- 


водят операции, как над У — 1, пока алгебра не приходит к де- 
картовской интерпретации характеристик озрезками 50); во всяком 
случае, это разнородные величины, которые нельзя ни склады- 
вать, ни вычитать. Но возможно определить для них умножение 
и деление, а также распространить понятие равенства отноше- 
ний или пропорции не только на однородные, но и на неоднород- 
ные величины. 


— 


9) У1ета, Орега ша{®. е4. Зсподеп (Габи Вайауогит, 1646). 
50) Д. Мордухай-Болтовской, Первые шаги буквен- 
ной алгебры. Известия СКГУ, 1928, т. Ш. 
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Можно писать пропорцию: 
х р!ап: А р1ап = В 391: 1 зо На, 


дающую определение умножения: 
х = Арап Х В зо На. 


Умножение алгебраическое ни в коем случае не сводится к 
сложению. Эта мысль выявляется и в принятой Виэтой символике: 
18 О — это 18 раз взятый квадрат 


ООО... 0. 


Произведение же А на В пишется так: 
АтВ. 


14. Виды плоскостных чисел. Никомах 51) различает виды 
плоскостных Тел: ёчеромлут< — неравносторонний — п (п-1), 
пронлхте — продолговатый — п (п-|- т). 

Он говорит, что разность между неравносторонним числом 
и ближайшим квадратом равна производящему этот квадрат 


числу: 
у п (п 1) — 72—= п, (п 1 — пп 1) =п-Е1. 
Он устанавливает предложения: 
(ПЕ 1) — 12 —= 2.1, 
(п-—- 1) (п 2) —п(п-- 1) =21-Е2, 
т. е. разность между двумя последовательными квадратами — 
нечётное число, а между двумя последовательными неравно- 
сторонними числами — чётное и т. д. Такое же исследование он 
ведёт и для различных видов телесных чисел. 

15. Степень. Евклид не даёт определения 4-Й, 5-й, 6-Й степени, 
хотя, развивая теорию геометрической прогрессии как непре- 
рывной пропорции, он пользуется и более высокими степенями, 
чем определяемые им квадрат и куб. 

Греческое слово бул (латинское ро{епНа) встречается у 
Гиппократа Хиосского (2 пол. У в. до н. э.) для обозначения 
второй степени. 

Диофант пользуется 4-й, 5-й, 6-й степенями. Он называет 
5-ю степень доуашохьВос‹ — «квадратокуб». Такие комбинированные 
термины употребляются в ранней европейской символической 
алгебре. 

16. Таблицы квадратов и кубов 52). Таблицы квадратов и 
кубов можно найти в современных математических справочниках. 
Региомонтан (1436 — 1476) даёт таблицы квадратов от 12 до 


51) М! сомасвиз Сегаз., тодисНотз АтИБтейсае ог 
П, еа. Носве, Г.е!рх, 1866. 

52) ТгорЕКе, СезсН. 4ег Е!етещаг-Мав., 1 С, ИТ (3. АиН., 
1930). 
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11302 — 1 276 900. В этих границах остаётся и Клавий. Гюльден 
уже имеет таблицы для чисел от 1 до 10000, а Бюхнер — как 
для квадратов, так и для кубов — до 12 000, Лудольф — до 100000. 

Таблицу квадратов можно употреблять как таблицы умноже- 
ния, если применять, как это делает Блятер в 1887 году, формулу 


__ (@-—= 8) (@— 5) 
а — — А‘ 


Блятер даёт таблицу четвертей квадратов от 1 до 200 000. 

17. Обозначение пропорции. Укажем различные обозначения 
пропорции. 

Мы пишем: 7:12 = 84: 144. 

Региомонтан 53) употребляет особое обозначение для непре- 
рывной пропорции 

а: —6:с. 
Он пишет а:6:с. 
Очень стойко держится обозначение Оутреда 5) (1574 — 1660) 


а-В::с.а4. 
Для непрерывной пропорции принимается обозначение 
а, 6, с, 


которое сохраняется и нами для геометрической прогрессии. 
Декарт принимает обозначение «|6 | [с | 4. 
Джемс и Давид Грегори 55) пользуются обозначением 


а:6::с:а4. 
Это. обозначение доходит даже до Лакруа. 
Наконец, употребляется в ХУП веке и обозначение 


а:6|с:а4. 


18. Поправка Клавия к 21-му определению. Клавий 56) при- 
бавляет к евклидовскому определению пропорциональности: «или 
ещё, когда в первом второе, а в третьем четвёртое содер- 
жится равное число раз с прибавленигм одной и той же час- 
ти или же частей», так как, по определению Евклида, пропор- 
ЦИЯ: 

а:6—с`а 
устанавливается только для а«%фи с«<@4, аон желает обнять 
определением и случай, когда а > фвис> а. 


53) Кез! отоп{апиз, Пег Внеймесйзе1, е4. М. Синхе, АБВ. 
2. Сезсв. 4. тай. \!153., Ва. 12, Герх., 1902. 

54) \. Оирн ге, С1ау1$ та{петаЧсае, сар. УТ, Гоп4оп, 1631. 

55) ТгорЕКе, Сезсн. 4. Е!етел(аг-Ма. В4. Ш, А, 2 (3. 
Дий., 1997). 

56) С|а\у1из, стр. 310, см. примеч. 47. 
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Для того чтобы обобщить определение 21-е, не пополняя его, 
Коммандин 57) придаёт определению 4 более общий смысл, именно 
он мыслит «части» с большим числом единиц, чем в целом, т. е. 
мыслит 7 «частями» 5. 

19. Подобные числа. Следует правильно понимать подобие 
плоскостных чисел. Два числа М и М будут подобными плос- 
костными числами, если существует хотя бы одно разложение 


вида 
М=а-5, №М=с.а, 


при котором выполняется пропорция 


а: —с:а; 
тогда, на основании доказываемого в УП книге, будет и 
а:с—6:а. 


То же самое следует сказать и о подобных телесных числах. 

Бесспорно, происхождение этого термина чисто геометриче- 
ское. С подобными плоскостными числами связываются два пря- 
моугольника: один прямоугольник со сторонами а и 6 (Евклид 
а и Ь называет не сомножителями, а сторонами) и другой, ему 
подобный, со сторонами с и @, что предполагает пропорцию 


а:с=ф6:а. 


В случае телесных чисел мыслятся два подобных прямо- 
угольных параллелепипеда со сторонами (а, 6, с), (а, е, }), для 
которых 

а: 4=0:е=с:}. 


20. Аксиоматика книги УП, Старейший европейский: ком- 
ментатор Евклида Кампанус58) старается «выловить» те аксиомы, 
которыми неявно пользуется Евклид в своих арифметических 
книгах. Он усматривает 6 таких аксиом: 

1) Часть меньше целого. Это 8-я аксиома | книги, но отне- 
сённая к числам. 

2) Одинаковые кратные равных чисел равны, и обратно. 

Если а —=5, то та = тб; если та = ть,то а =5. 

3) Единица — часть числа, которая берёт себе имя от 
количества единиц, из которых образуется число, т. е. 1— 
это третья часть трёх, пятая часть пяти и т. д. 

4) Часть тем меньше, чем больше число, от которого она 
получает название. 


:5 57) Сошштап 41пиз, ЕисНа!з Е!етещогит Пой ХУ. Резаго, 
72. 

58) Саш рапиз (Саше из), ЕисН91$ Месаг. Е!ет. Сеот. 
Ра!13й3, 1516. 
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Если понимать евклидову часть как дробь, то символически 
эта аксиома выражается так: 


1 1 
если т п, то — —. 
>< 


5) Если одно число делит другое, то оно делит и всякое 
его кратное. 

Если а==Аф, то ра = 468. 

6) Если одно число делит два других, то оно делит и их 
произведение и их разность. 

Если а—= те и 6 =1пс, то а =реи а—9—=а4с(а> 8. 

Эти аксиомы пополняются ещё постулатами, из которых 
первые три сводятся к утверждению безграничности ряда нату- 
ральных чисел, а четвёртый гласит, что число нельзя уменьшать 
безгранично, что в каждой совокупности чисел существует наи- 
меньшее. Последний принцип используется при доказательстве 
2-го предложения УП книги. Сам Кампанус пользуется им, уста- 
навливая несоизмеримость отрезков в ‚золотом сечении (приме- 
чание Кампануса к предложению 16 книги [Х). 

Эта система в значительной мере пополняется Клавием 53). 
Первая аксиома Кампануса относится к [ книге и расчленяется 
на две: 1-ю и 2-ю. Третья и четвёртая аксиомы — новые; они 
подчёркивают однозначность определённой евклидовой части или 
частей и символически (хотя и неточно) выражаются так: 


3. Если а=6, тоа— Ев: если д— Ь, то а—=6. 
п п п п 


. т т т т 
4. Если а =, то — а=— 0; если — а, =-— В, то а=6. 
п п п п 


3-я аксиома Кампануса выражается несколько иначе: 

5. Единица измеряет всякое число числом единиц, кото- 
рые в нём заключаются, т. е. измеряет число им самим. 
Символически это правильней выразить так: 


а —=1:а. 


6. Всякое число измеряет себя единидей, т. е. символи- 
чески, 


а—=а:1. 


7. Если число, умножая число, производит что-нибудь, 
то множитель измеряет произведение множимым, а множи- 
мое — множителем. 


Это можно выразить, хотя и не вполне точно, так: 


аб:а =6, аб: —а. 


59) См. примеч. 47. 


18 Евклид 
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8. Если число измеряет другое число, то тб, по которому 
оно измеряет (результат измерения), будет измерять это` 
другое тем же числом единиц, которое будет в измеряющем 
(первом числе), т. е. самим измеряющим числом. 

Если а:с =, то а:6 =с. 

9. Если на измеряющее число умножить то, по которому 
оно измеряет (результат измерения), то получится то, ко- 
торое измеряется, 

(а:5) Жо—а. 


10. Число, измеряющее два числа, измеряет и их произ- 
ведение. 


Если 6 —= та, с =па, то Ве —=ра. 

14. Число, измеряющее какое-либо число, измеряет и вся- 
кое другое, которое это число измеряет. 

Если а —= А, то ар = 084. 

15. Число, измеряющее уменьшаемое и вычитаемое, изме- 
ряет и остаток. 

Если а = ст, в=сп, тоа —В=с(т — п). 

К этим аксиомам Клавий прибавляет ещё постулаты. 

Требуется, чтобы: 1) от всякого числа можно было взять 
кратное; 2) для каждого числа можно было найти большее; 
3) всякое число можно было разделить на части. 

Аксиоматическая система Кардана 60) очень сильно откло- 
няется от этой системы. 

Вне сомнения, что и понимание постулатов у Кардана совсем 
не евклидовское: это — истины, которые следует принять, но ко- 
торые менее очевидны и более сложны, чем аксиомы. 

21. Алгорифм Евклида 61). В настоящее время алгорифм 
Евклида, служащий для нахождения общего наибольшего дели- 
теля чисел а и 6, мы представляем системой равенств: | 


а=69-— т, 
В— "а: 7», 


71 == 7292-Е 73, 


.. (1) 
Ги Ги—29 и Ги-ь 
Ги Е Ги-19 1-Е Ги» ) 


деля а на В с остатком г\, деля В на остаток г1 с остатком г», 
деля первый остаток г! на второй г. с остатком 7з и т. д. 

Первое предложение Евклида утверждает, что если г„=1. 
то аи ф суть числа взаимно простые. 


60) Саг4апиз, Орега, ГУ, 1667. Ориз поуим 4е ргорогНо- 
п1физ, стр. 463. 


6) Неафь, стр. 297 (см. примеч. 1). 
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В этом убеждаемся от противного, предполагая, что аи в 
делятся на 41. Тогда, идя последовательно сверху вниз от 
одного равенства к другому, доказываем, что 4 делит (Ь, /'1), 
затем (71, 72), (го, Гз),...и, наконец, (/„—1, Ги), чего быть не может, 
так как г, —==1 не делится на а. 

Второе предложение утверждает, что при г„=0г„_‹ оказы- 
вается общим наибольшим делителем (а, 5) : (а, 6) = „1. 

Идя вв°рх в системе равенств (1), доказываем, что Г„—1— 
общий делитель а и 6. Что г„_—1 — наибольший общий делитель, 
следует из того, что, идя вниз, обнаруживаем, что в противном 
случае 4 —= Ш (а, 6) > "„—1 делит ги. 

Следует сделать одну поправку: Евклид не делит а на 6, но 
вычитает $ последовательно несколько раз из а, пока не полу- 
чает остаток г! < 6, таким же образом из 8 вычитает несколько 
раз г:, пока не получает г. < г, и т. д. Это вызывается тем, что 
как число, так и всякая операция над числом у него мыслится 
В геометрических образах. 

Бертран 62) в своей «Теоретической арифметике» решает во- 
прос о высшей границе для числа операций в алгорифме Евклида. 
Он доказывает, чго 

1. Каждый из остатков, получаемых при нахождении об- 
щего наибольшего делителя, меньше половины предшествующего. 

2. Предел числа деления, который нужно выполнить для 
нахождения общего наибольшего делителя двух данных чисел, 


А и В, равен удвоенному числу, выражающему место первого 
из членов ряда ' 


2, 4, 8, 16, эоФу 


образованного степенями 2, превышающими меньшее из дан- 
ных чисел. 


22. Непрерывная дробь 63). Система равенств (1) может быть 
переписана в виде: 


а Г} 

Ь —=а-- Ь ) 

|/) Го 

дат г, 
Ги Ги 

—9и—-Н , 
Ги—1 Гп—1 


62) Бертран (Вег{гапа), Курс теоретической арифметики, 
СПБ, 1885. » Курс теор 


у) Рагрег С., Агиршейк Г.е!р2., 1911 (есть русск. пер.), 
гл. \. 


18* 
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что даёт: 


, 


1 РЕ. 


4 


В том случае, если г„==0, получаем конечную непрерывную 
дробь. Таким образом, алгорифм Евклида дает разложение рацио- 


. а 
нальной дроби в конечную, иначе говоря, обрывающуюся не- 


прерывную дробь. Но непрерывная дробь нами употребляется 
больше для иррациональных чисел, а именно, для получения раз- 
личной степени приближённых значений, которые определяются 
подходящими дробями уже бесконечной непрерывной дроби 


1 


-= — — 
4-Е = ... 


1 _ ва-Н1 
т — 4 у 


1 
1 о (9192-Е 1) -- 92 
д94—=———= = м щ,... 
т 1 Рав 9192-Е 1 
“Ра, 


В этом смысле непрерывная дробь впервые применяется Бом- 


белли 8). Он представляет У 13 в форме непрерывной дроби. Даль- 
нейшее развитие непрерывных дробей находим у Катальди 65). 

Следует ещё упомянуть о Данииле Швентере с его Практи- 
ческой Геометрией, в которой подходящая дробь является, как 
приближённое значение рациональной дроби с очень большим 
числителем и знаменателем, а также Брункере и Гюйгенсе. 

Полную теорию непрерывных дробей впервые находим 
во «Введении в анализ» Эйлера 66). 

Свойство, побудившее Швентера и Гюйгенса оперировать 
непрерывными дробями, состоит в том, что если данную рацио- 
нальную дробь с большими числителем и знаменателем разложить 
в непрерывную дробь, то каждая подходящая дробь наилучшим 
образом приближает эту дробь в том смысле, что не существует 


64) ВошьЬе!11 К., [’А!сеьга, Во|опа, 1572. 

6) Сафа141 ТгаНафо 4е| тодо Ътге\у1ззипо 4 Чтоуаг 1 га! 
дца4гай 4е! пите11, 1613. 

66) См. примеч. 34. 
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другой дроби, которая подходила бы ближе к данной, и члены 
которой были бы меньше. 

Укажем, как Гюйгенс был приведён к использованию этого 
свойства. Он хотел построить планетарий, приводимый в движе- 
ние при помощи зубчатых колёс. Число зубцов различных колёс 
должно было отвечать временам обращения планет, а отношения 
этих времён выражались большими числами. Изготовление колёс 
с миллионами равных зубцов оказывалось практически неосуще- 
ствимым, поэтому Гюйгенс был вынужден искать приближённое 
значение отношений в виде отношений с меньшими членами. 

23. Пифагорейская теория пропорций. Понятие о части или 
«частях» представляет зародыш, из которого в дальнейшем разо- 
вьётся характерная для греческой математики теория отношений 
и пропорций. Всякое меньшее число по отношению к большему 
является или частью или «частями», причём в высшей степени 
вероятно, что под «частями» подразумевались не только равные, 
но и неравные части, как у египтян, где части соответствует 
аликвотная дробь. Таким образом, вполне возможно, что перво- 


11 
начально употреблялись выражения типа «5 есть оз 01 6» в 


5 . н 
смысле «5 есть 6 “7 6». Следы подобной записи дробей встре- 


чаются и на греческой почве; во всяком случае, наше понятие 
числителя дроби выработалось уже в греческой математике, но 
основой для него послужили египетские аликвотные дроби с чис- 
лителем, равным единице. Следы этого сохранились и в термино- 
логии Евклида, где в определении 3 часть понимается как аликвот- 
ная дробь, ив том обстоятельстве, что теоремы 5—10 распадаются 
на два параллельных отдела: одно и то же положение доказы- 
вается сначала для «части», а потом для «частей». Вот наличие этой 
связи с египетской математикой делает очень вероятным предполо- 
жение, что первичный материал \, УП, УПТи[Х книг был заложен 
ещё в пифагорейской школе, но, конечно, приводимые Евклидом 
доказательства представляют уже позднейшую форму изложения. 
Так, нетрудно видеть, что, хотя евклидово доказательство опи- 
рается на понятие первых чисел и алгорифм отыскания наиболь- 
шей общей меры двух чисел, оба эти понятия легко могут быть 
исключены из общего хода рассуждений: действительно, уже 
употребляющегося в первой части доказательства разложения 
меньшего числа ВС на единицы вполне достаточно для доказа- 
тельства того, что ВС является «частями» большего числа А. 

Представляющие внолне законченное целое теоремы 5—10 
интересны в том отношении, что они позволяют составить пред- 
ставление о первоначальном методе доказательства этих теорем. 
Если выразить их в современной форме, то шесть евклидовских 
предложений будут равносильны трём следующим: 

Г. «Если 4 == и с—=Аа, то а се=А(6--а)» (предложе- 
ния о и 6), 
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П. «Если а =Аб и с=А4, то а—с=А(6— 4)» (предложе- 
ния Ти 8). 


[ 
ьЬ а’ с 
Что может объединить два первых предложения с третьим, 
как будто совершенно от чих отличным? Можно показать, что все 
эти три предложения могут быть доказаны на одном и том 
же чертеже (черт. 1). 
Действительно, из рассмотрения этого чертежа мы можем 
написать ряд очевидных соотношений: 
АС _ АС 
А-В СЕР АСВ’ 
что доказывает положение Г; 
А _ АС _ С 
А-В АСВБ- СБ, 


что доказывает положение П; и, наконец, 


Ш. «Если = то о (предложения 9 и 10). 


А _ АС 
АВ АСВ’ 
А АВ 


АТС АВС, 


что доказывает. последнее положение Ш. 
Весьма вероятно, что именно так и 
доказывались первоначально эти теоре- 
Черт. 1. мы. Евклидовское доказательство этих 
теорем, если выразить его в современ- 
ной форме, сводится к таким рассуждениям: 
Предложение 5. Дано 


| 1 
А=-- ВС, = Е! 


Доказать, что 
А +р=- (ВСЕЙ. 


Имеем: раз 
}—д—Ы————— 
ВС=РА=А-ТА-... А 
ЕГ=Ар=—=рО--р--... О 
ВС--Е/ = (АНБ) (АБ)... + (А-ЕЬ) =&(А-ТЬ) 
—д мы 
Е раз 


АР=» (ВСЕЙ. 
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Предложение 6. Дано: АВ=”, * С, ВЕ=- . [. 
Доказать, что 


АВ РЕ= 7: (СЕЛ. 


Обозначим 1-ю часть С через ии п-ю часть [ через 9; тогда 


С=и-и-... Ги (п раз), [= оо... -Но(п раз}; 
АВ=и-и--... и (т раз), РЕ=о-Ро-... К о(т раз): 
Но 
Л, 


= | = 


АНИ. С, ра = 9= 


и по предложению 5: 


и о — = (С+7. 
ти = (С-Е р, 
АВ- РЕ. (С-Е1. 


Предложение 7. Дано: 
АВ = . Ср, АЕ= 


. СГ. 


&| -- 


Доказать, что 
АВ —АЕ— - (СВ— СП. 


Положим 
СН = Е (АВ — АЕ) =^-ЕВ; 


тогда 


1 
ЕВ = СН, 


и, значит (предложение 5): 


АЕЕВ—- 


.(СТ-ЕСН), 


1 


Но АВ-=--. СР, значит, СО = Я/. 
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Далее, Ср — С/=Н1— СЬ т.е. НС = 1. Но 
АВ. С1 И ЕВ СН Ш, 
Г. Ё 
значит, 
ЕВ== АВ АЕ=-. тир) таро 


Предложение 8. Дано: АВ= СО, АЕ = — . СГ, доказать, что 


АВ—АЕ=о. (Ср—С1. 


Положим НСО == АВ; тогда На=-, Ср. Если = Ср=и=НК 
И - ‚ С] == АГ, то 


На=и-и-+... Ри (т раз) (=2НК), 
АБ=о-Но-... Ро (т раз) (=2 АГ). 


Так как СО > СТ, то и 9“. На отрезке НОС полагаем НМ =оэ 


Из равенств 
—=НК= "СО, 9—НМ-=.С1 
п п 
получаем (предложение 7): 
НК— НМ= ы .(СЬ— С, 
Мк— 1. О! 
п 


— 2): 
ср="—^. СрР=(т—1 и; 


. с" „ С1=(т— 1.9. 


Пусть о = АЁ. Имеем (у Евклида 


Ка=На—Нк=“ ср->. 


ЕЁ == АЕ — АЁ = 


Положим 
К ВЕ". С (т — Пи. 


По предложению 7, 
кб— КМ= мат (97-9) = т— 1. (=). 
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Но мк=72; значит, 


МК-- ма т— 1.7 т Ш. 
п п п 
Теперь 
МК=НК— НМ = и — э, 
Ма = Ка — КМ= (т — 1) и— 95), 
МК-- № = пт (и — 9) = ти — пто= НО — АЕ=АВ — АЕ= ЕВ, 
значит, 


АВ — АЕ Ш = > (СР — СП. 


1 | 
->*ВС, В=- 


если А=а), тои ВС =а4-ЕГ. 


Имеем: 
ВС==А-А-...-- А (Ё раз); 
Е1= ор...) (Е раз). 


ВН= А, НС =(— 1) А, 

Е@ =, О =(Е— ПШ. 
(у Евклида &==2), то 

ВН =9-ЕВа, НС=а(—1О=9а:01. 
Но, по предложениям 5 и 6, 
ВвН-+-НсС=а(Еб +401. 
ВС =9-ЕГ. 
Предложение 10. Дано АВ => „С, РЕ= 2-1 доказать, 


что если АВ —=а.ДЕ, тои С=9:[. 
[ 


Предложение 9. Дано: А = .ЕГ; доказать, что, 


Если ПОЛОЖИМ 


и, значит, 


Положим С и — =. Имеем: 
п п 
АВ=и-Ни--...и (т раз) (=2АН), 
РЕ=о-о--...-9 (т раз) ( =2р0). 
Если положим: 
АН=и= С, рб=о=-Г, 
п п 


НВ = (т —1) и= (т— 1). 


) 


с 
п 


@Е=т—9=(т—1-, 
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то и «перестановкой», на основании предложения 9, получаем: 


АН=а.Ра, С=4:1. 
Далее, поскольку 


НВ = (т —1).АН, СЕ=(т — 1).ОО, 
то 
НВ = (т —1)а.р@а =4а9.(ЦЕ. 
Таким образом: 
НВ =а.(Е, С =4:-[. 


Складывая выражения для АН и НВ, получим: 
АН-- НВ =4 (Ра -- ЦР) 
АВ =а-ОБ, 


ИЛИ 


что вместе с равенством С =94:[ и доказывает искомое. 

Интересно отметить, что при доказательстве предложений 
5—8, а также 1—8 и в дальнейшем 28 и 35 Евклид пользуется 
в невысказанной форме постулатом, что число, измеряющее сумму 
и одно слагаемое, будет измерять и другое. 

Следующие четыре предложения (11—14) касаются тоже 
свойств пропорций, но между ними и только что разобранными 
шестью (5—10) лежит целая пропасть; если до сих пор Евклид 
пользовался только определениями 3 и 4, и термина «пропорция» 
не употреблял, то теперь определение 21, выражающее пропор- 
циональность, получает уже полные права гражданства: мы имеем 
дело с более поздней фазой развития теории пропорций. 

Георгма 11 в известной стэгпени повторяет предложения 7 иё: 

«Если как целое к целому, так и отнятое к отнятому, то и 
остаток к остатку будет как целое к целому». 


Дано: 
АВ _ АЕ 
Ср СТ’ 
Требуется доказать, что 
ЕВ _АВ—АЕ_ АВ 
Ш т СР-СГ СО` 
Поскольку, согласно определению 21, равенство отношений 


приводится к тождественности части или «части» предыдущего 


к последующему, теорема доказывается применением предложе- 
ний Ти 8. 


Теорема 12, выражающаяся формулой: 


«Если АС то А АС 


в 0’ в ВО’ 
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точно так же, путём применения определения 21, сводится к 
предложениям 5 и 6. 


Аналогично, теорема 13, выражающаяся формулой: 
«Если А С то АВ, 
в р’ Ср’ 
с применением определения 21 выводится из предложения 10. 
Новый материал представляет лишь предложение 14, соответ- 
ствующее преобразованию «по равенству» (ех аедио): 


р В Е А 70) 
Е ЕЙ в _= ды 
«Если В = И с-= т, ти ст? 
Теорема легко доказывается при помощи предложения 13. 
А р А В В Е В С 
Е —=— _——_° —_—_— —=— 
ми в Е’ об в С СЕ 1 ° 
А С А р 
Но = — ный % 
тогда тр) т откуда -=- (И. В.) *). 


24. Смешение пятой книги с седьмой. С развитием поня- 
тия числа происходит смешение пятой книги с седьмой. Тео- 
ремы УП книги начинают считаться лишними, так Как то, что 
доказано для величины, относится и к числу. 

Первая идея о смешении У и УП книг является только 
в ХУ! веке. Но она идёт скорее от УП книги к \, чем от Ук 
УП. Уже Маврелик, — говорит Борелли 67) в ХУП веке, — отме- 
чает, что те операции, которые производятся над числами, при- 
лагаются и ко всем величинам одного рода, безразлично соизмери- 
мым или несоизмеримым. Такое утверждение было бы вполне 
обоснованным, если бы каждая величина определялась числом, но 
этого, конечно, нет не только у Мавролика, но даже и у Борелли. 

Мавролику 68) можно приписать только то, что он заметил 
истинность теорем УП книги не только для отрезков, которыми 
Евклид представляет целые числа, но и для других геометриче- 
ских интерпретаций целых чисел (например, площадей, котозые 
выдвигает в своих чертежах к арифметическим книгам Борелли). 
Вместе с тём им было отмечено, что, подводя евклидовы отрезки, 
как выражаемые, так и не выражаемые целыми числами, под 
общее понятие величины, можно провести доказательство ив 06- 
щем случае. 

Мавролик высказывает такое положение: <то, что доказывается 
об отношениях, пропорции, симметрии и подобии чисел, линий, 
тел, —всё это можно заключить й о каких угодно величинах». 


*) Комментарии, подписанные инициалами И. В., принадлежат 
И. Н. Веселовскому. (Прим. ред.) 

67) См. примечание 48. 

68) См. примечание 31, 
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В том случае, когда величины выражаются числами, действия над 
этими величинами можно привести к действиям над означающими 
их числами. 

Ботьшую роль в истории арифметизации геометрии сыграл 
Арно. У него У книга сливается совершенно с УП. Всё перево- 
дится им на числа, хотя, как мы уже говорили в комментариях 
к \ книге, его числа ещё не являются в явной фооме: можно 
сказать, что он оперирует ещё не с числами, а с отношениями, 
как с числами, причём все операции с отношениями соизмеримых 
величин переносятся на несоизмеримые. 

Но следует отметить, что вначале математическая мысль 
приходит к арифметизации геометрии, только сойдя с пути стро- 
гого логического обоснования своих положений. Она приносит 
в жертву новым плодотворным идеям античную красоту строго- 
логических евклидовых выводов. 

Интересно отметить определение отношения у Арно. Это — 
«манера» (тащеге), по которой одна величина заключается в дру- 
гой. При этом следует различать случай соизмеримости, когда 
существует величина, целое число раз заключающаяся в каждой 
из рассматриваемых величин, и несоизмеримости, когда такой 
величины нет. Но в рассуждениях Арно фигурирует не отсут- 
ствие такой величины, но содержание актуально-бесконечное 
число раз. Только распространяя вывод на случай бесконечного 
числа частей, можно перенести на несоизмеримые величины рас- 
суждения Арно, которые все ведутся для коцечного числа, т. е. 
для случая соизмеримости. 

Аксиоматическая система Арно стягивается до аксиом, выра- 
жаемых символически так: 


1) та: а=тЬ:6, 4) та : ть = па:1в, 
2) та:ть = а:6, 5) ть ив —=(т- п) 6. 
3) та: па = ть:пь, 


Мы видим здесь обычный приём упрощения обращением 
теорем в аксиомы. 

Следует отметить, что Клавий в примечаниях к большинству 
предложений УП книги прибавляет, что предложение верно и для 
дробных чисел. Таким образом, у него в отношениях У книги 
(непрерывных величин) и УП книги (целых чисел) ещё подразу- 
меваются отношения рациональных чисел. 

Он мыслит дробями, мимо которых проходит Евклид. Его 


дробь 7 выражается целым числом, если единицу уменьшить 
3 
в семь раз. Две дроби 7 и = представляются соизмеримыми 


. . | 
отрезками, причём отрезок, равный „5, принимается за единицу, 
и в одном из первых двух заключается 15, в другом 14 раз. 
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Конечно, Клавию нет необходимости ещё раз пересказывать 
доказательство предложения для дробных чисел. 

25. Теорема о произведении средних и крайних. Предло- 
жения {15—19 образуют замкнутую группу, в основе которой 
лежит определение умножения (опре- 
деление 16). 

«Число умножает число гово- 
рится, когда сколько в нём единиц, 
столько раз составляется умножаемое 
и что-то возникает». Уже самая форма 
определения говорит, что произведе- 
ние одного числа на другое мысли- 
лось в виде прямоугольной таблицы  УМИАМИЮЩЕе число (а? 
(черт. 2); интересно, что определение 
не подразумевает, что в результате 
умножения получится число: оно просто говорит \ёутлаг тиб — 
«что-то возникает», хотя трудно думать, чтобы у Евклида или 
его предшественников было в этом какое-нибудь сомнение. 

На основании определения произведения, при помощи таблицы 
легко доказывается предложение 15, которое мы записали 
бы в форме пропорции: 


р т 1_@, 
аб’ ° ад”: 


УМА ИЕ УСО 


Черт. 2. 


1 
«Если — = 
а 


Геометрическое доказательство легко 
получается из рассмотрения черт. 3, если 
написать пропорцию: 


А_ ___ АС 
Черт. 3. АВ АВОСЬ’ 


Хотя это предложение может быть легко получено из пред- 
ложения 13 («перестановка средних»), Евклид так его не полу- 
чает — доказательство, что предложение 15 является более древ- 
ним, чем предложение 13. Евклидово доказательство сводится к 
следующему: 


ВС Е . 
Дано <=>, где А — единица; доказать, что 
р _ Е 
А` ВС' 
Имеем 
ВС=А-ТА--...--А (а раз), 
ЕГ= О-о -...-Р (а раз), 
А_А_ А 
р. 
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По предложению 12: 


А _аА _ ВС 
р ар Е‘ 
Перевернув пропорцию, получаем искомое: 
р _ Е! 
А ВС` 
Предложение 16, выражающее коммутативный закон умноже- 
ния, в геометрической форме представления является очевидным. 
Доказательство Евклида сводится к следующему: 
Дано А.В —=С, В.А=р; доказать, 


что С=). Имеем: 
С=А.В=В--В-...-РВ 


(А раз}, 
А=1-1-Р...- 1 (А раз). 
На основании предложения 15 
В _С 
1 А’ 
Точно так же: 
р=В.А=А-А-... ТА (В раз), 
В=1--1-Р...- 1 (В раз). 
На основании определения 16 
р _В. 
А 1° 
Сравнивая обе пропорции, получаем: 
Сс р’ 
—= д, откуда С=р. 
Предложение 17 выражается так: 
Дано А.В —=р, А.С =Е; доказать, что = . 
Мы имеем: 
А=1--1-+...--1 (А раз), 
р=А.В=В+В+...ЁВ — (А раз), =; 
Е=А.С=С-ЬС-+...4С (А раз), ==. 
Из двух последних равенств получаем: 


В 
ТЕТЕ № перестановкой, 
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Предложение 18 выражается следующим образом: 
Дано А.С =), В.С = Е; доказать, что = — ==. Его легко 


доказать, применяя коммутативный закон (предложение 16) и за- 
тем предложение 17. 

Оба последних предложения служат подготовкой к предложе- 
нию 19, которое состоит в следующем: 


«Если —-—, то А.Д =В.С и, обратно, если А.Р = 


Прямое предложение доказывается так: имеем 4.р=Е 


В.С ==Г полагаем: А.С=Н, А.р=Е, тогда СЯ , 
А Н , А _Н 
В=Е: Затем А.С —=Н, В.С =Г; значит, в =. Таким 
образом: ны и Е=р т.е. А.)р=В.С. 


Обратная теорема доказывается так: 
Из равенства А.Р =—=В.С или Е=[ следует: 


НН А.С А.С {в А 

— —=-—, Те. — = ИЛ —=-—. 

Е 1 А.Р В.С р В 
Интересно, что Евклид при доказательстве этого предложения 
пользуется, без специального упоминания, двумя предложениями 
\У книги, а именно: 

Предложение 7. Равные к тому же имеют то же отношение 
и это то же <имеет то же отношение» к равным. 

Предложение 9. <Величины>, имеющие к одному и тому же 
то же самое отношение, равны между собой; и те, к которым 
одно И. ТО же имеет то же самое отношение, равны. 

В стадии развития математики, соответствующей арифме- 
тическим книгам Евклида, эти положения ещё не считались нуж- 
дающимися в доказательстве (И. В.). 


26. Коммутативное свойство умножения. Символически 
предложение выражается так: — - 


аб — фа, 


т. е. в произведении можно переставить множитель и множимое. 

Такое свойство операции над двумя объектами или взаимоотно- 

шения двух объектов называется коммутативностью. 
Коммутативно не только умножение, но и сложение: 


ан =ф--а. 


Коммутативно равенство: если 4=6, то ф = а. Коммутативна 
параллельность: если @|16, то 6 | | а. 
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Но не коммутативно отношение, выражаемое словами «больше» 
и «меньше»: из а<ф не следует < а. Коммутативность умно- 
жения Евклид доказывает совершенно иначе, чем мы. Согласно 
определению 21 


1:а=6:а6, 
откуда 
у 1:6 —= а:ав, 
но, вместе с тем, 1:6 == а:фа, 
откуда а:ар —=а:да, 
и, наконец, ав — ба. 


Так же доказывается этот закон в начале ХУШ века 
Х. Вольфом. 

В случае умножения, как построения прямоугольника между 
а и 6, коммутативность умножения не доказывается, она прелд- 
ставляется просто очевидной: безразлично, что принимать за вы- 
соту, что за основание, а или 6. 

Следует думать, что доказательство коммутативности чисел 
раньше Евклида приводилось к этой очевидной коммутативности 
представлением чисел точками в прямоугольнике с В строчками 
по 4 точек в каждой и заменой строк столбцами. 

Это, носящее, конечно, интуитивный характер доказательство 
и приводится в современных учебниках теоретической арифметики. 
Вместо точек обычно пишут единицы (см. табл.), показывая, что 
результат подсчёта единиц не зависит от того, подсчитывается 
ли сначала число единиц в каждой строке, а затем — число строк, 
или же сначала число единиц в каждом столбце, а затем — число 
столбцов. 

11... ....1 
11 


Е 
еее ет е | единиц 
уе. | 
й 


] 


—- 
а единиц 
Фербер 69) не пользуется этой таблицей, а предпочитает схемы: 
р частных сумм 
= — — 
а слагаемых а слагаемых а слагаемых 


—(1--1-Ё...-Р 1) (--1-...-6 1) (1-2 1-6...-6 1) 


а частных сумм 


чи 


— 
р слагаемых р слагаемых р слагаемых 


=а-1-+...Ета-1+..-469 аи... 
69) Гагрег, Агипмейк, Герах, 1911 (есть русск. пер.). 
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причём замечает, дав первую схему, что так как значение суммы 
не зависит от порядка единиц, то можно образовывать суммы ещё 
таким образом: взять по единице из каждой частной суммы и со- 
считать их, затем взять по второй единице из каждой частной суммы 
и эти единицы сложить и продолжать таким образом до тех пор, 
пока не будут пересчитаны все единицы. Таким образом получаем 
вторую схему. В этой форме доказательство сближается с тем, 
которое даёт Кампанус. 

Дирихле 70) в своих «Лекциях по теории чисел» доказывает 
табличкой, что 


(са) в — (св)а, 


и, полагая с —=1, получает коммутативный закон как частный 
случай ассоциативного: 
ар = а. 


Поиски чисто логического доказательства с полным изъятием 
интуитивного элемента повели к логизации понятия умножения. 

Произведение определяется как класс вещей, образованный 
из классов А и В, отвечающих а и В попарным их соединением, 
причём подчёркивается симметричность этого определения отно- 
сительно Ди В (л потому а и 65). Тогда при доказательстве ком- 
мутативности, которое сводится просто к непосредственному вы- 
воду из определения, мы оказываемся в совершенно том же 
положении, что Евклид в отношении произведения аб, понимае- 
мого в смысле П книги «Начал». 

В настоящее время этот вывод нам не представляется уже 
сокращением аксиоматической системы арифметики, так как 
предполагает другую аксиому: принцип инвариантности Шре- 
дера, состоящий в том, что кардинальное число не зависит от 
распределения объектов класса, который оно определяет. 

27. Ассоциативный закон умножения, У Евклида нет ассо- 
циативного закона умножения, выражаемого формулой 


(26) с —а (6). 


Ассоциативность — это тоже характерное свойство некоторых 
классов операцийи взаимоотношений. Ассоциативно такжесложение: 


(а-- 6) Не=а-Е (Ро). 


Для интуитивного его доказательства, вполне аналогичного 
доказательству коммутативного свойства, пришлось бы пользо- 
ваться стереометрическим образом, распределяя точки или единицы 


10) Р. Ц. Бе] ецпе-Р1г1св1еф Уошез. аБег Саше ®ео- 
Пе, 1894. П. Г. Лежен-Дирихле, Лекции по теории чисел, 
М. — Л., 1936. 


19 Евклид 
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строками, строки в слои и заполняя слоями параллелепипед. Раз- 
личного рода подсчёты давали бы (26) с = (56) а, и переход к ас- 
социативному закону достигался бы ещё применением доказанного 
раньше коммутативного закона. 

28. Дистрибутивный закон. В то время, как Евклид выводит 
дистрибутивный закон в книге П (предложение 2), в книге УП 
для целых чисел он его не выводит, хотя в тех случаях, когда Им 
пользуется, мыслит ту же самую операцию, которой этот закон 
нами доказуется. 

Но, если его часть и «части» мыслить как дроби, то можно 
считать, что он в предложениях би 6 книги УП даёт дистрибу- 
тивный закон в случае дробного множителя или множимого: 


(ав) = ас 6с. (1) 


Интуитивное доказательство того же типа, что доказательства 
законов коммутативного и ассоциативного, можно извлечь из вы- 
вода предложения 2 книги П, заполняя прямоугольники точками 
или единицами. 

В настоящее время различают прямой (1) и обратный ди- 
стрибутивный закон; последний выражается формулой 


с (а) = са-— со. (2) 


Конечно, (2) выводится из (1!) с помощью коммутативного 
закона 11). 

В современных логически обоснованных построениях арифме- 
тики логический приоритет признаётся не за коммутативным, а за 
дистрибутивным законом, из которого и выводится первый. Так 
поступает Шредер. Таков путь и в «Арифметике>» Грассмана, ко- 
торый, пользуясь принципом нолной математической индукции, 
ведёт от частного случая дистрибутивного закона 


а (1-1 = ата 


к общему, к закону ассоциативному и, наконец, к коммутативному. 
29. Неравенство отнощений. Клавий пополняет предложение 
19 следующим, 19а: «Если отношение первого кэ второму больше, 
чем третьего к четвёртому, то произведение из первого 
и четвертого больше произведения из второго и третьего. 
И если произведение из первого и четвёртого больше, чем про- 
изведение из второго и `третьего, то отношение первого ко 
второму больше отношения третьего к четвёртому. 


11) НИвВегЕе Р., Сгипасеп 4ег СеотеЧе, 7. Аий., Ве, 
1930. Д. Гильберт, Основания геометрии, пер. И. С. Град- 
штейна под ред. 1. К. Рашевского, М. — Л., 1948. 
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Пусть отношение первого, 4, ко второму, В, больше, чем 
третьего, С, к четвёртому, 0О.Я утверждаю, что число, произво- 
димое из 4 на Д, больше производимого из В на С. 

Полагаем, что как Е к В, таки Ск р (Е — число целое или 
дробное или целое с дробью, которое найдётся на основании 
предложения 19 книги ПХ, если произведение из В и С разделить 
на 1). Поэтому отношение А к В больше отношения Е к В, аот- 
сюдаи А больше ЕР. Поэтому произведение из А на ДО больше, 
чем из Е на О. А так как произведение из Ё на ДО равно произ- 
ведению из В на С, то произведение из 4 на Ш) больше, чем из 
В на С, что и требовалось доказать. 

Пусть затем произведение из А на О больше, чем из В на С. 
Я утверждаю, что отношение первого, 24, ко второму, В, 
больше, чем третьего, С, к четвёртому, О. В самом деле, найдём. 
число Е, которое умножая ДП. даёт то же, что произведение из 
В на С (Е— или целое, или дробное число, или целое с дробью). 
Тогда произведение из А на ДО будет также больше, чем из Е 
на /), а отсюда А больше ЁБ, вследствие чего отношение Ак В 
больше отношения Е к В. Но ЕкВ так же, как С к О. Поэтому 
отношение А кВ больше отношения С к ДО, что и требовалось 
доказать». 

Такое же положение будет, очевидно, и в том случае, если 
вместо «больше» возьмём «меньше». 

30. Среднее геометрическое. В приложениях у Гейберга 
помещена следующая формулировка предложения 20, против 
которой возражал уже первый переводчик Евклида Кампанус и 
которое отличается, между прочим, и терминологией (670 т®у 
@хофу, ото 106 000). 

«Если три числа пропорциональны, то <произведение» 
крайних равно «квадрату> на среднем. И если <произведение» 
крайних равно квадрату на среднем, то три числа пропорциональны. 

Пусть будут три числа А, В, С пропорциональны: как АкВ, 
таки В кС. Я утверждаю, что <произведение» из А, С равно 
«квадрату» на В (черт. 4). 


Действительно, положим р Я ЗЕ ЛИ 
равным В. Значит, будет, что | 7 
чит, произведение» из А, С рав- | 
но «произведению» из В, О. Черт. 4, 


«Произведение» же из В, О рав- 
но «квадрату» на В; ибо В равно О. Значит, «произведение» из 
А, С равно «квадрату» на В. 

Но вот пусть <произведение» из А, С равно «квадрату» на 
В. Я утверждаю, что как Ак В, таки ВкС. 

Действительно, поскольку «произведение> из 2, С равно 
«квадрату» на В, <квадрат» же на В равен «произведению» В, 
р), то значит, будет, что как А к В, таки О кС. В же равно 


р. Значит, будет, что как Ак В, таки В к С, что и требовалось 
доказать». 


19* 
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Это предложение, представляющее непосредственное следсф- 
вие предложения 19, применялось, если верить Теону, уже Зе- 
нодором (вероятно, около начала 2-го века до н. э5.). 

31. Евклидова теория простых чисел. В одиннадцати пред- 
ложениях (с 20-го по 30-е) излагается теория простых, или, как 
Евклид называет их, первых чисел. Формулировка пёрвого пред- 
ложения этой группы (предложения 20) — «Числа, наименьшие из 
имеющих то же самое отношение с ними, равное ‹<число раз» 
измеряют имеющие то же самоеотношение<числа>, причём большее 
«измеряет» большее и меньшее — меньшее» — позволяет сделать 
очень вероятное предположение о причине возникновения теории 
простых чисел: старались найти наименьшие числа, при помощи 
которых можно было бы представить данное отношение. Одно 


и то же отношение, например, -;- , может быть представлено в виде 


такого ряда: 
2 4 6 8 


3’ 6’ 9’ 12’°°: 


Первые члены этого отношения будут взаимно простыми или 
«первыми» между собой, как говорит предложение 21. 

Если рассматривать отдельно ряды чисел, изображающих 
предыдущие и последующие члены последовательных отношений — 
в нашем случае 

2, 4, 6, 8,... 
И 


3, 6, 9, 12,... 


— то взаимно простые числа всегда будут занимать первое 
место во всех этих рядах чисел, откуда вероятно и произошло 
имеющееся у Евклида название простых чисел первыми. Для нас 
же, привыкших улотреблять простые Числа главным образом 
в разложении составных чисел на множители, гораздо более ес- 
тественным является название иростого числа, как элемента, из 
которого могут быть построены все составные числа. 
Современная формулировка евклидовских доказательств этих 


одиннадцати предложений была бы такова: 


Предложение 20. Бели = ти Ср, Е/ являются наимень- 
шими из всяких 4, В, То ср=^ ‚Е = 2, где — целое число. 


Доказательство идёт от противного: если СО, ЕТ не являются 
частью А, В, то они будут «частями». Пусть 


п раз 
п А 4 А __ 
Сы. А= а я =СН-..., 
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ий раз 


п В В В 
—— . В —=- — — —=Е ... 
ЕТ = В Ня +... а-Е..., 
где СН, ЕС суть первые из отрезков, на которые разделяются 


А 
Ср, ЕТ, равные соответственно = И... 


СН _ СО 
—==—-_. , причём СН < СР, ЕЦ < ЕЁ 
"Ра Е’ 'Р 
а это противоречит положению, что СО, ЕТ являются наймень- 
шими числами, могущими изобразить заданное отношение. 
Предложение 21. Числа, первые между собой, являются наи- 
меньшими из имеющих то же отношение. 
Доказательство идёт от противного: пусть 4 и В будут пер- 
выми между собой; если они не наименьшие, то будут два числа 
А С 
СА О<В такие, что 5 =. 
Согласно предложению 20, С и Р должны соответственно 


измерять А и В: 
А—=С НС... С (й раз), 
В=рО--р--...-НО (п раз). 


По предложению 12 


Пусть Е=1 1 -...--1 (п раз). 
А Е В_Е 
Тогда в=т’, = т’, 


А—=С.Е, В—=).Е, 


и оба числа А и В имеют общую меру Е, что противоречит 
предположению. 

Предложение 22 (обратное). Наименьшие из имеющих то же 
отношение чисел будут первыми между собой. 

Доказательство идёт от противного. Пусть А, В — наимень- 
шие из чисел, имеющих то же отношение. Если они не первые 
между собой, то имеют общую меру С: 


А:=).С, В =Р.С. 
Но, по предложению 17, 
А Ш 
ВЕ’ где О<А, Е ВБ, 


а это противоречит предположению, что Аи В наименьшие. 

Легко доказывается от противного и предложение 23: число, 
измеряющее одно из взаимно первых чисел, будет цервым с 
другим. 


294 КОММЕНТАРИИ 


Предложение 24. Число, первое с двумя числами, будет пер- 
вым и с их произведением. 

Доказательство идёт от противного. Пусть А и В будут два 
числа, первых с С; доказать, что С будет первым с произведе- 
нием 2—= А.В. 

Действительно, если они не первые, то имеют общую меру Е: 


С—=Е.К ШО=Е:![. 
Но р =А-В; значит, А.В =Е-[, и по предложению 19, 
Е В 


д-т. 
Так как Е измеряет С, первое с А, то, по предложению 23, Е 6 
и 


дет первым с А. Тогда, по предложениям 21 и 20, числа Е 
должны делить В и Г. 


В =т.Е, 1[=т:А. 


у- 
А 


Но С=К-.Е; значит, В и С имеют общую меру Е, что противо- 
речит предположению. 

Предложение 25 — число, первое с каким-нибудь числом, бу- 
дет первым и с его квадратом — является непосредственным 
следствием 24-го. 

В этом предложении представляет интерес только формули- 
ровка: квадрат называется 0 &хт0б...у=у0изусс —= возникающий из... 
(числа), в смысле «произведение числа на самого себя». Это пред- 
ставляет более раннюю форму выражения, чем обычное у Ев- 
клида «квадрат на...» 10 @по 106... тетрамфуоу. 

Предложение 26: если два числа являются первыми с каж- 
дым из двух других, То и произведения обеих пар этих чисел 
будут первыми между собой. 

Пусть А, В первые с каждым из С, О. По предложению 24 
и произведение АВ будет первым с каждым из С, ШО, а значит, 
и с их произведением СО. 

При помощи предложений 25 и 26 легко доказывается и 
предложение 27: если два числа являются первыми между собой, 
то будут первыми между собой и любые степени этих чисел. 

Пре)ложение 28 касается свойств суммы взаимно простых 
чисел” сумма двух взаимно простых чисел будет простой и по 
отношению к каждому из них; обратно, если сумма будет взаимно 
простой с каждым из слагаемых, то и оба эти слагаемые будут 
взаимно простыми. 

Доказательство идзт от противного. Пусть АВ, ВС — два 
взаимно простых числа и АС— их сумма. Пусть АС не будет 
простым по крайней мере с одним из них, например, с АВ; тогда 
будет существовать такое число ОД, что 


АС —=А.О, АВ =т.р. 
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Но общая мера суммы и одного слагаемого будет измерять 
и другое слагаемое (невысказанный Евклидом в явной форме 
постулат); значит, и 

ВС =пр. 


Но тогда АВ и ВС будут иметь общую меру О), что противоре- 
чит предположению. 

Пусть теперь сумма АС и одно из слагаемых, например АВ, 
будут взаимно простыми; требуется доказать, что АВ будет про- 
стым и с другим слагаемым ВС. Если АВ не будет простым 
с ВС, то будет некоторая их общая мера Р: 


АВ = тр, ВС = пр. 


Но тогда О будет общей мерой и АВ с суммой АС (опять не- 
высказанный постулат), что иротиворечит предположению. 

Клавий прибавляет следствие, что если число, составленное 
из двух чисел, — первое с одним из этих чисел, то оно — первое 
и с другим. Ибо, замечает Клавий, если АС — первое с АВ, то 
АВ и ВС — взаимно первые по второй части предложения 28. 
Поэтому АС будет первое с ВС, что и требовалось доказать. 

Предложение 29 — «всякое первое число будет первым со 
всяким числом, не являющимся его кратным», — легко доказы- 
вается от противного. 

Предложение 30 является в настоящее время основным в 
теории простых чисел. Оно читается так: если первое число делит 
произведение двух чисел, то оно обязательно разделит хоть одно 
из этих чисел. 

Пусть произведение А-В =С делится на простое число ДО, 
причём А не делится на /[); требуется доказать, что в таком слу- 
чае В должно делиться на Д.. 

Действительно, если С делится на 2, то 


С —=Е. Ш; 
с другой стороны, 

С —=А.В. 
Из равенства 

А.В —= Е+О, 

ро предложению 19 следует, что 

2—8 

А Е`' 


Но Д и А взаимно простые; значит (по предложению 20), 2 должно 
делить В, а А— делить Е. Так как О делит В, то теорема дока- 
зана. (И. В.) 

32. Другая форма предложения 22. В приложениях к тек- 
стУ Гейберга дана другая формулировка предложения 22. 


296 КОММЕНТАРИИ 


«Если будут три числа и в равном с ними количестве другие, 
взятые попарно и в том же самом отношении, причём пропорция 
их будет «перемешанной», то они будут в том же самом отно- 
шении и «по равенству». 

Пусть будут три числа А, В, С ив равном с ними количестве 
другие О, Е, [, взятые попарно в том же самом отношении, 
и пусть пропорция их будет «перемешанной»: как А к В, так и 
Ек / как же В к С, таки ОкЕ. Я утверждаю, что и «по ра- 
венству» будет — как Ак С, таки Ок / (черт. 5). 

Действительно, поскольку как Ак В, таки Ек Г, то значит, 
<произведение> из А, | равно «произведению» из В, Е (пред- 
И . ложение 19). Опять, поскольку как Вк С, 

так иДк Е, то значит, «произведение» из 
— О, С равно «произведению» из В, Е. Дока- 
зано же, что и «произведение» из А, /[ 
—————_ЩЩщЖ равно «произведению» из В, Е. И, значит, 
«произведение» из А, /[ равно <произведе- 


ий нию» из О, С. Значит, будет, что как 4 

Е —— к С, так и О к [ что и требовалось до- 
казать». 

— Это предложение, по выражению и по 

Черт. 5. методу доказательства (ссылка на предло- 


жение 19), представляет большое сходство 
с выше помешённым предложением 20 5, 

33. Лестница неопределённости. При доказательстве того, 
что всякое сложное число А измеряется простым числом, приём 
Евклида состоит в следующем: из предположения, что некоторое 
Свойство @ присуще числу А, он выводит существование числа 
В < А, обладающего этим свойством, затем числа С < В < А, 
обладающего тем же свойством ©, ит. д., а затем устанавливается 
конечность такого ряда, как ряда целых чисел. Ферма 72) выстав- 
ляет этот приём как им впервые вводимый в теорию чисел. Он 
говорит, что в тех случаях, когда не помогают обычные приёмы 
доказательств, он находит совершенно особенные, которые назы- 
вает: «а Чезсее шИше ои шаейше». 

Этот приём употребляется им, например, в «ОБзегуа Нойз зиг 
П1орваще». Он же употребляется и Лежандром в его «Теории 
чисел». 

34. Другие доказательства предложения 31. В приложе- 
ниях Гейберг поместил и другое доказательство предложения 31. 

«Иначе. 

Пусть будет составное число 2; я утверждаю, что оно изме- 
ряется каким-то первым числом (черт. 6). 

Действительно, поскольку А составное, оно будет измеряться 
некоторым числом, и пусть наименьшее из его измеряющих бу- 
дет В. Я утверждаю, что В будет первым. Действительно, если 
нет, то оно составное. Значит, оно будет измеряться каким-то 


12) Еегша\%, Оецутез, Ра!1з, 1896, т. Ш стр. 271. 
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числом. Пусть оно измеряется С. Значит, С будет меньше В. 
И поскольку С измеряет В, но В измеряет 24, то значит, и С из- 
меряет 4, будучи меньше чем В; это же нелепо. Значит, В не 
будет составным. Значит, <оно» простое, 


что и требовалось доказать». ь————ы————— 
Другая форма доказательства, по изд. 


«Если а составное, то имеет делите- 
лей. Пусть 8 наименьший делитель; я го- 
ворю, что в простое. Черт. 6. 

Действительно, если В составное, 
то существует какой-то делитель с < 6, который делит а, что 
противно предположению (бр — наименьший делитель); поэтому 6 
простое». 

Из этого положения вытекает единственность разложения на 
простые множители. 

Дирихле рассуждает так: 


= 


т = рт’, где р простое, 
т’ —= р’т"”, где р’ простое, 
значит, т —= рр’т" ит. д. 


Если предположить, что существуют ова разложения на про- 
стые множители: 


т = рр’р"... ит=99'4"..., 


то произведение рр’р”... должно делиться на 44'’9”..., что предпо- 
лагает р— 4, затем р’ —= 4’ и т. д. 

35. Евклидова теория наименьшего кратного. Последние 
семь предложений (33—39) книги УП посвящены теории нахо- 
ждения общего наименьшего кратного, которая даётся в двух ва- 
риантах, в зависимости от целей, которые ставили себе авторы 
этой теории. Эти семь предложений распадаются на две группы: 
предложения 33—36 и 37—39. 

В предложениях первой группы теория наименьшего кратного 
рассматривается при решении следующей задачи. Даны отноше- 
ния, связывающие попарно значения нескольких величин, положим 
для определённости четырёх: | 


4:6, с:а, е:{. 


Требуется подобрать такие числа А, В, С, О, чгобы все эти зна- 
чения были связаны одной единственной пропорцией: 


А:В:С:2, 


3) Епг!ацез, СН ЕетепН @4ЕисПае е 1а с са апйса е 
то4егпа, Вообпа, 1925—1932, 
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в которой число А должно заменить а, число В — оба числа В и с, 
число ПД — числа 4 ие, и, наконец, последнее число О должно 
заменить значение четвёртой величины {. 

В последних трёх предложениях задача нахождения наимень- 
шего кратного возникает в связи со следующей задачей — найти 
такое число, заданные аликвотные части которого выражались бы 
целыми числами. 

При решении этих задач Евклид использует первые три 
предложения книги УП— метод нахождения наибольшего дели- 
теля. Интересно отметить, что во всех промежуточных предло- 
жениях — от 4-го до 32-го — алгорифм наибольшего делителя со- 
вершенно не применяется, если исключить предложение 4, где 
употребление его не вызывается необходимостью, и только в по- 
следних предложениях алгорифм Евклида играет очень сущест- 
венную роль. И по стилю начало и конец книги довольно близки 
друг к другу; и там, и тут ставятся определённые задачи, для 
решения которых даются нужные методы. В промежуточной части 
книги никаких «задач» не решается. 

Посмотрим теперь, как будут выглядеть в современной фор- 
ме рассматриваемые семь предложений. 

В предложении 33 ставится следующая задача: для заданных 
в любом количестве чисел найти наименьшие из имеющих 
с ними то же самое отношение. 

Задача решается в предположении трёх чисел А, В, С, не пер- 
вых между собой. Находим ДР — общую наибольшую меру для 
А, В, С — и определяем числа 2, Г, Н по равенствам 


А=Е.)0, В=[.), С=Н:.0; 


эти числа и будут наименьшими искомыми числами. Действительно, 
если бы существовали меньшие их числа @, К, [, измеряющие 
А, В, С, то имели бы место равенства 


А=а.М, В=К.М, С=Г.М. 
Сравнивая оба выражения для А, будем иметь: 
Е.Р =а-М, 

откуда, по предложению 19, 
М 
г 
Так как Е > С@, тои МР, что невозможно, ибо Д есть наи- 
большая общая мера для АД, В, С. 

В предложении 34 ставится задача нахождения общего наи- 
меньшего кратного двух чисел А, В. 


Если А и В — первые между собой, то их произведение 
А.В —=С будет искомым наименьшим кратным. В самом деле, 


Е — 
@ 
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если было бы общее кратное О, меньшее С, то мы могли бы 
записать: 


р — А.Е, р — В. р 
откуда (по предложению 19): 
А 1 


Но так как А, В — первые между собой, то (по предложениям 
20 и 21) они будут соответственно меньше /, Е и будут делить их; 
таким образом, 


В<Е. 
Теперь из двух равенств 


АВ=С, АЕ=О 
мы получаем (предложение 17) 


В С. 
Е ПБ’ 
поскольку же В «Е, тои С< О, что противоречит сделанному 
предположению. 
Если А, В не будут первыми между собой, то они заменяются 


наименьшими числами [, Е, имеющими то же отношение (пред- 
ложение 33): 


А__ 1 
В Е 
По предложению 19, 
А.Е = В.1=С. 


Число С является общим кратным; для доказательства, что 
оно наименьшее, предположим, что существует общее кратное 
р < С; в таком случае можно написать: 


А.Н=В.@ =). 
Из обоих этих равенств следует: 
А 1 А {6 


В-Е В-В. 


Так как /, Е являются наименьшими, то /< а, Е< НП. Теперь из 
равенств 

А.Е = С, А.Н=р 
заключаем 


ЕС 
н- р. 
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Но если Е < Н, то и С < О, что противоречит сделанному пред- 
положению. 

Предложение 35 гласит, что общее наименьшее кратное 
двух чисел измеряет всякое их общее кратное. 

Пусть 4, В — два числа, Е — их наименьшее кратное, а СД — 
вообще некоторое кратное. Если СР не измеряется Е, то мы 


можем написать: 
СРЕЕ.Е-Н СИ, 


где С/— меньший чем Е остаток. Если теперь А, В измеряют 
СР и, то они должны измерять и С/, что невозможно, ибо Ё, 
согласно предположению, является общим наименьшим кратным. 

В предложении 36 ставится задача о нахождении наимень- 
шего кратного трёх чисел 4, В, С. Для этой цели отыскивается 
наименьшее кратное ДО двух чисел А, В; если оно измеряется С, 
то и будет искомым общим наименьшим кратным чисел А, В, С. 

Если же оно не измеряется С, то отыскивается Е — общее 
наименьшее кратное Си О. Для доказательства, что Е является 
искомым общим наименьшим кратным, делается противное прел- 
положение, что таким общим наименьшим кратным будет некото- 
рое число /< ЕР. Так как Г будет общим кратным 4, В, С, а зна- 
чит, и А, В, то оно будет измеряться числом [) — общим наимень- 
шим кратным 4 и В; если же Гесть общее кратное Ди С, то 
оно будет измеряться и их наименьшим кратным Е, что невоз- 
можно, ибо по предположению /Х Р. 

Последняя группа теорем открывается двумя предложениями: 

Предложение 37. Если число А измеряется каким-то числом В, 
то существует и выражающаяся целым числом часть А, соимён- 
ная с В. 

Предложение 38. Если число А имеет какую-нибудь, . выра- 
жающуюся целым числом, В-ю часть, то оно будет измеряться 
числом В. 

В самом деле, 


А—В.С, 


А 
где С — некоторое целое число `В, Составляющее В-ю часть 
от А. 
В последнем, 39-м предложении ставится задача: найти наи- 
меньшее число, имеющее заданные части. 


Если эти части суть то искомое Число предста- 


А’В’ С’ 
вится общим наименьшим кратным А, В, С. В самом деле, оно 
будет делиться на А, В, С нацело и будет наименьшим числом, 
обладающим этим свойством. (И. В). 

36. Последнее предложение книги УП. В «Приложении» 
ко второму тому издания Гейберга помещена следующая схолия 
к 39-му предложению: 
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«К 39-му. При наличии большого количества чисел, имеющих 
т@ же самые части, как если, например, будут даны 1], 13, На, |, 
найти наименьшее число из всех имеющих с ними же те самые 
части. Найти число, которое, будучи наименьшим, имеет данные 
части 1], 113; Ча, 15, 16, Чт, Из, Че, ло, Чл» /12 и до бесконечности. 
Должно теперь взять соимённые им числа, т. е. для половины 1, 
для трети 3, для четверти 4, и 5, и б6, и Т, 8, 9, 10, 11, 12 и по- 
множить | на 3, получается 3; 3 на 4, получается 12; 12 на 5, 
получается 60; 60 на 6, получается 360; 360 на 7, получается 2520; 
оно имеет 10 частей: 1, 13, 1/4, |, Из, т и остальные. Затем 
умножить его на 11; получается 27720; это число имеет данные 
части 1], Нз, 4, Чь, в, Из, Чв, э, ло, Наль У12. Для всех заданных 
«частей» должно таким образом перемножать и искать наимень- 
шее число, имеющее такие части». 

Эта схолия к 39-му предложению, помещённая Гейбергом 
в «Приложениях» к тексту Евклида, достаточно ясно характери- 
зует не очень высокий уровень вычислительной математики автора. 
Она, конечно, имеет значительно более позднее происхождение. 

В 39-м предложении сам Евклид не мыслит дробями. Иначе 
поставленная задача совпадала бы с задачей предложения 34. 

Ведь в той и другой предлагается найти наименьшее кратное 
двух чисел а и 6: М(а, 6). 

Если мы под та дофёута рёрт будем разуметь числа, которые 
должны быть частями искомого числа М, то обе проблемы вполне 
совпадают, так как измерять и быть частями, на основании 
предложения 3 книги УП, одно и то же. 

Но Евклид здесь разумеет то, что искомое число должно быть 
таким, что для него должна существовать треть, четверть, пятая 
часть или (так как, повторяю, Евклид не пользуется дробями), 
вернее сказать, таким числом, которое измерялось бы едини- 
цами трёх, четырёх, пяти. 

Для 34-го предложения 


М = ат = дп = ср; 


а, 6, с даны, ищутся т, п, ри М такие, чтобы М было наимень- 
шег. 
Для 39-го предложения 


М = та = я5 = рб; 


т, п, р даны, ищутся а, В, си М так, чтобы М было наименд- 
шее. 

37. Обозначения дробей. Согласно сказанному нами выше 
можно с уверенностью сказать, что это прибавление не принад- 
лежит Евклиду, что вполне признает и Гейберг, помещая это 
добавление в Арреп 1х. Я обозначаю дробь по-современному. 
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Греки употребляют следующие обозначения целых чисел. 
Они обозначают их буквами по следующей таблице: 


а в т 0 Ес бо т % 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
‘ \ ) п У ё о т 


4 
10 20 30 40 050 60 710 380 90 


с ох ху ф юП ) 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 
Примеры употребления: 8 = 334, фтт==568, и ==19. 


Доли я обозначают так же, как целые числа в знаменателе, 
но только с коммой наверху: 


1 1 | 1 
э =, $ =, д=°’, =? ИТ. Д. 
Для обозначения дроби с числителем, отличным от единицы, Архи- 


мед и Эвтокий 74) пишут знаменатель вправо от числителя, но 
не отделяя их чертой; так, 


- 9 
0° или 9 означало п. 


Приведём обозначение Диофанта "5): 


> мы 


н 5 {а ` 
Числитель следует читать так: 


1. =30 000, т. е. 3 мириады (точка отмечает увеличение в 10000 
раз против 1); 


$ = 6000 (чёрточка означает увеличение в 1000 раз против &) 
уха — 621, так что числитель = 36 621. 
Знаменатель: В —=2000, $5 —=704, В 407 —2704. 


36621 
2104 ° 

Цамберти в своём переводе Евклида и комментариях к пред- 
ложению 14 книги УШ пользуется вместо греческих латинскими 
буквами. 

38. Седьмая книга «Начал» в алгебраической символике. 
Бесспорно, что перекладывание Евклида на алгебраический язык 
искажает его в большей или меньшей мере. 

В особенности это искажение имеет место, когда часть ис- 


Вся дробь — 


| п 
толковывается как доля = ‚ ачасти—как дробь —— „Именно при 


14) АгсЫте4!$ орега отша сит соттетагиз Ещосй е4. Не1- 
Бего, 1910. 


15) См. примеч. 15. 
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таком истолковании и делается перевод Евклида на алгебраиче- 
ский язык Эвнриквесом и Хизсом в то время, как старые авторы, 
не проектирующие настоящее в прошлое, воздерживаются от та- 
кого перевода. 


Например, 4-е предложение переводится так: 


а 
Даны два числа аи 6; всегда можно написать == ИЛИ 


п .. | п 
р — а =) причём под а И а разумеются целые числа. 


Выводится это из того, что если 2 — общий наибольший делитель 
аи 6, то а=оет и Ь— еп, откуда и следуют наши равенства. 

Конечно, при таком переводе предполагается, что Евклид 
мыслит дробями. Но если мыслить дробями так, как мы мыслим, 
то является совершенно ненужным то, что говорит Евклид. Если 


а а 
дробь и есть результат деления а на6в, то ясно, что а =. - 


в 
ИЛИ р— а... Если же установить сперва понятие о доле и 
рассматривать дробь как целое число долей, то из 6 следует 
а . 
взять | как долю $} у получится, если взять а Таких долей. 


Цейтен, видя в мыслях Евклида тоже дробь, даёт этому, 
с нашей точки зрения представляющемуся пустым, рассуждению 
содержание, утверждая, что вместо - здесь разумеется дробь т. , 
обязательно лприведённая, т. е. уже не сократимая. 

Но едва ли это правильно, так как понятие об отношении 
с наименьшими членами Евклидом даётся позже и вовсе не вклю- 
чается в определение частей. 

Равенством а = от переводится евклидово ‹а измеряется 
числом 2», равенством 9 == ри — «6 измеряется тем же числом 2>, 
и если а не измеряет 6, то дватаких равенства говорят, что ане 
измеряется 6, но г’, измеряя а, измеряет 6. Всё это не выражается 
вполне нашей символикой и точно может быть выражено только 
риторически, 

Перевод и других предложений УП книги на алгебраиче- 
ский язык не следует считать вполне точным. Но для понимания 
Евклида этот перевод является ‘очень полезным. Он помогает 
разобраться в многоречивых выводах Евклида, так как каждому 


суждению отвечает формула, хотя и не вполне выражающая его 
смысл по Евклиду. 
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1. Непрерывная пропорция. Первые десять предложений 
восьмой книги посвящены общей теории непрерывной пропор- 
ции. Под этим именем подразумевается ряд чисел а, 6, с, 4..., 
стоящих между собой в одном и том же отношении: 


а: —6:е—с:а ит. д, 


Мы назвали бы эту последовательность геометрической прогрес- 
сией, но не нужно забывать, что между нашей геометрической 
прогрессией и евклидовой непрерывной пропорцией имеется 
очень существенная разница. Наша геометрическая прогрессия 
представляет ряд определённым образом между собой связанных 
членов; эти члены имеют вполне самостоятельное существование, 
так что мы можем говорить об их сумме; связывающие их отно- 
шения представляют лишь закон получения этих членов — закон, 
который мы, если угодно, могли бы и изменить. В евклидовской 
непрерывной пропорции, наоборот, первенствующее значение 
имеет именно этот закон: составляющие непрерывную пропорцию 
числа служат только для его выражения и вполне могут быть без 
малейшего ущерба заменены другими, лишь бы отношение со- 
седних членов оставалось неизменным; говорить о суммировании 
таких членов просто не имеет смысла. С такого рода непрерыв- 
ными пропорциями грекам приходилось сталкиваться при выра- 
ботке математической теории музыки; ряд тонов одного названия, 
принадлежащих последовательным октавам, представляет пример 
непрерывной пропорции с отношением 1:2. Установление про- 
стейших форм числового выражения таких соотношений и состав- 
ляет основную задачу первых предложений рассматриваемой 
КНИГИ. 

В первом и третьем предложениях устанавливаются основные 
свойства таких соотношений: для того чтобы они выражались 
наименьшими числами, необходимо, чтобы крайние их члены были 
первыми между собой. 

Первое предложение доказывает прямую теорему: если край- 
ние члены будут взаимно простыми (первыми), то выражающие 
эти отношения числа будут наименьшими. 
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Доказательство основывается на предложениях 20 и 21 
книги УП. 
Пусть А, В, С, О составляют непрерывную пропорцию 


А:В =В:С=С:0, 


причём 4 и являются первыми между собой. Пусть существуют 
меньшие их числа Ё, /, Н, а, удовлетворяющие соотношениям: 


А:В:С:р = Е: ЁН:(. 
Тогда «по равенству» (предложение 14 книги УП): 
А: р = Е: С. 


Если Аи О — первые между собой, то, на основании предложе- 
ния 21 книги УП, они будут и наименьшими; если же они на- 
именьшие, то, на основании предложения 20 книги УП, должны 
делить, соответственно, Ри (, что невозможно. Теорема доказана. 

Вторре пргдлож2ни? даёт способ получения этих наименць- 
ших чисел, выражающих заданные отношения. 

Пусть заданное отношение в наименьших числах будет А:В, 
и требуется составить непрерывную пропорцию из чегырёх чле- 
нов. Евклид строит ряд чисел 


С = А, р= А.В, Е == В?, 
1 4, НЕ 43.В, (= А.В, К= В 


и на основании предложений 17 и 18 книги УП легко доказывает, 
что они будут находиться между собой в заданном отношении А: В. 

Для того чтобы доказать, что найденные числа [, Н, а, К 
будут наименьшими, Евклид замечает на основании предложения 
25 книги УП, что А и В должны быть первыми между собой. Но 
тогда на основании предложения 27 книги УП будут первымь 
между собой [= А3 и К= В3; если же они первые между со- 
бой, то вследствие предложения 1 рассматриваемой книги они 
будут и наименьшими. 

Треть? предложение, являющееся обратным по отношению 
к первому, обобщает предложение 22 книги УП, доказанное 
только для двух чисел. 

Пусть заданная, выраженная в наименьших числах, непре- 
рывная пропорция будет 

А:В:С:2. 


Требуется доказать, что А и Д будут первыми между собой. 

Находим наименьшие числа ЕЁ, [, выражающие данное отнэ- 
шение (предложение 33 книги \УП); они будут первыми между 
собой (согласно предложенлю 22 книги УП). После этого по 2-му 
предложению строим системы чисел: 


Н == 2*, @—=Е:1, К = Г, 
[= 23, М= Е*.[, М=5.[, Х=А. 


20 Евклид 
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Так как [, Х будут первыми между собой, то они, согласно 
предложению 1, явятся и наименьшими. Но тогда системы чисел 
А, В, С, р и Г, М, М, Х совпадут между собой, и мы будем 
иметь: 

А—=Г—= 23 В=М=Е?. С=М=Е.Р, Р=Х=И. 
Так как РЕЗ и [3 будут первыми между собой, то такими же ока- 
жутся и Аср. Теорема доказана. 

В четвёртом предложении термин «в непрерывной пропор- 


ции» (наше «непрерывно пропорциональные») понимается уже 
несколько в ином смысле. 


АСЕ _ 

Дано несколько отношений в’ р › т; требуется построить 
такие четыре наименьших числа М, Х, М, О, чтобы имели место 
пропорции: 

А_М СХ Е_М 
ВХ’ М’'Г О’ 


Искомые числа строятся таким образом. Так как В — после- 
дующее в первом отношении — должно соответствовать С — пре- 
дыдущему во втором отношении —, то возьмём Н — наимень- 
шее кратное В и С (предложение 34 книги УП); это наименьшее 
кратное будет соответствовать второму из определяемых нами 
чисел. Первое С и третье А определятся из пропорций: 


А_С _ АН_.Н 
в-н’ б\у @=-в =А' р, 
С Н Н 
БК, откуда К=Ь.с. 


Три найденных числа С, Н, К удовлетворяют двум первым про- 
порциям. Чтобы удовлетворялась и последняя пропорция, надо 
найти такое /[, чтобы было 


Е_К 

ГГ’ 
откуда 

_, К 

в 


К , 
Если -- @СТь целое число, то задача уже решена; остаётся 


лишь доказать, что найденные числа (<, Н, К, Г являются наи- 
меньшими. Доказательство ведётся от противного. Пусть наимень- 
шие числа; удовлетворяющие нашим отнощениям, будут №, Х, М, 


О; тогда 
А м С Хх 


— = 


в Хр мМ. 
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Так как А, Ви С, О суть наименьшие числа, выражающие от- 
А 
ношения > и >, то они должны делить соответственно м, Х 


и АХ, М. Значит, Х должно делиться, с одной стороны, на В, 
с другой — на С. По предложению 35 книги УП оно должно 
тогда делиться на наименьшее кратное Н для В, С, что невоз- 
можно, ибо мы предположили Х<«Н. Таким образом С, Н, К, 
Г будут искомые наименьшие числа. 

Предположим теперь, что А не делится на Р. Тогда возьмём 
М — наименьшее кратное ЕЁ, А’ и образуем ряд чисел: 


М М М 
=, хХ=И.,, М, О=1.-=. 
Числа С, Н, К заменятся теперь № Х, М; вместо последнего же 
[ мы берём новое О. Нетрудно видеть, что четыре числа №, Х, 
М, О будут искомыми; действительно: 


Ма А Х_Н_С М _Е 

Хх НВ’М К ,Э'’'О Г. 
Остаётся доказать, что они будут и наименьшими. Доказа- 
тельство опять ведётся от противного. Предположим, что сущА- 


ствует система меньших чисел Р, Ю, $, Г, удовлетворяющих по- 
ставленным отношениям, и рассмотрим таблицу чисел: 


А ВС БЕ 1 
а Н К Г 
м Хх м о 
Р ‘`Юю $5 Г 


Так как А, В суть наименьшие числа, выражающие отношение 
А:В, а С, р — наименьшие числа отношения С:Д, то на основа- 
нии предложения 20 книги УП, число А должно будет делиться 
на В и С, а значит, и на их наименьшее кратное Я (предложе- 


Н 
ние 35 книги УП). Отношение р. мы можем найти из таких со- 


ображений. Мы имеем 


значит, 
Ю 
$ 
Таким образом, $ должно делиться на А. А так как = 


и Е, Г суть наименьшие числа, выражающие это отношение, то $ 
должно делиться и на ЕР, иными словами — на наименьшее крат- 
ное А и Ё, т.е. М, что противоречит предположению М> $. 


20* 
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Таким образом, Р, Ю, $, Т не будут меньше М, Х, М, О, значит, 
определённые нами числа №, Х, М, О и будут искомыми наимень- 
шими числами, выражающими заданные отношения. (И. В.) 

2. Сложное отношение. В подробных учебниках арифметики 
упоминается о так называемых сложных отношениях, под кото- 
рыми подразумевается произведение двух и более отношений. 


„а с 
Сложным отношением, составленным из двух отношения ит, 


называется отношение >, Предыдущий член которого равняется 
произведению предыдущих членов «складываемых» отношений, 
а последующий — произведению их последующих. В настоящее 
время, когда отношение в известной степени сопоставляется 
с дробью, «сложение» отношений сводится к простому перемно- 
жению выражающих их дробей, так что сложные отношения те- 
ряют своё право на самостоятельное существование. В греческой 
математике дело обстояло иначе. Сложное отношение, буквально 
«сложенное» (9 х=цьзуоу) из двух отношений, имело большое зна- 
чение в теории. Если оба «складываемые» отношения были оди- 
наковы, то в результате получалось двойноз отношение (дик)асто»), 
под которым, однако, надо подразумевать не удвоенное, но воз- 
эдённое в квадрат первоначальное отношение. Точно так же, 
тройным (триааоу) отношением называлось не утроенное пер- 
воначальное отношение, но возведённо? в третью степень. Раз- 
гадка этой математической несуразности заключается в том, что 
практическое приложение теории отношений имело место в по- 
сгроекии теории музыки. Действительно, мы говорим, что музы- 
кальный интервал в октаву (2:1) равняется сумме кварты (4:3) и 
квинты (3:2); однако для того, чтобы получить октаву, надо не 
сложить дроби, выражающие кварту и квинту, но их перемножить: 


Пятое предложение даёт в общем виде положение, частным 
случаем которого является предложение 11. 

Пусть даны два числа А =С.ДиВ = Е. [, требуется доказать, 
что 

А_С Ш 

В Е.Г` 

Согласно предложению 4, находим такие три числа Н, СД, К. 
чтобы имели место соотношения 


==— И 


Сс_Н р 
Е Та т 
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Если мы образуем число Г[=0.Е, то по предложению 
17 книги УП можем написать: 


р.Е = 
г ‚ откуда скан 
Е Г {6 


р.С = А 
Аналогично, из равенств 
р. Е =[, 
Г.Е = В 
следует: 
р _Е_ а 
Тв К' 
Но если 
А Н 1 а 


А_Н 
в-к: 
Но 
НАНА с Ь 
КСК Е Г, 


что и доказывает теорему. (И. В.) 
3. Шестое предложение и схолии Клавия. Пусть дано, что 


А:В =В:С =С:р=—=р:ЁБ, 


причём В не представляет кратного 4; требуется доказать, чго 
ни в какой паре взятых чисел последующее не будет кратным 
предыдущего. 

Это положение является очевидным лля каждой пары чисел, 
входящих в одно и то же отношение; докажем, что оно будет 
иметь место и для каждой пары чисел, входящих в разные отно- 
шения, например, для чисел А и С. , 

Если С является кратным А, то для трёх чисел А, В, С, со- 
ставляющих непрерывную пропорцию, можно подобрать меньшие 
числа, находящиеся в тех же отношениях. Пусть ’наименьшие 
такие числа (предложение 33 книги УП) будут /[, Н, СЦ: 


А: В —=В:С = Г. Н=Н:С. 


Если [, Н, С являются наименьшими, то, по предложению 3, край- 
ние /, С должны быть первыми между собой, причём / не может 
быть единицей, так как отношение Н:/=В:А не является целым 
числом. Применяя предложение 14 книги УП, мы заключаем, что 


А:С = Г:0(, 
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т.е. Си А имеют между собой отношение С:/[, не выражающееся 
целым числом, что противоречит предположению. (И. В.) 

Клавий 1!) даёт следующие схолии к 6-му предложению Евклида, 
которые лучше назвать короллариями: 

(1) Если в непрерывной пропорции 


а: —6:с —с:а=а:е 


первый член а не будет кратным второго $, то и второй В не 
будет кратным третьего с, а третий с не будет кратным четвёр- 
того 4. 

(2) Если второй член 6 будет кратным первого а, то и третий 
член с будет кратным второго В, а четвёртый 4 кратным треть- 
его с. 


(3) Если в непрерывной пропорции 
а: —=6:с =с:а=4:е 


члены с, 4, е не будут кратными а, то и второй член 6 не будет 
кратным а. 

Следуя Клавию, мы докажем только, что если первое измг- 
ряет второе, то и каждое из следующих будет измеряться 
первым. 

То, что а, В, с, 4 последовательно измеряют друг друга — 
очевидно. Действительно, если а измеряет 6, а В измеряет с, то 
и а будет измерять с. По той же причине и 6 должно измерять 4. 
Но если а измеряет 6, то значит, оно будет измерять и 4. Зна- 
чит, @ измеряет каждое из В, с, 4. 

4. Предложения 8—10 и схолии Клавия. Предложения 8—10 
образуют замкнутую группу, выделяющуюся из среды остальных 
своей терминологией; в то время как в остальных предложениях 
для непрерывной пропорции употребляется термин #6 дублотоу 
( — последовательно пропорциональные), в рассматриваемых пред- 
ложениях числа в этой пропорции называются хоча 10 воуеуёс 
ауа\ооу (— связно или непрерывно пропорциональны) *). 

Предложение 8, являющееся вводным к двум следующим, 
говорит, что если между двумя числами Аи В можно вставить 
в непрерывной пропорции несколько чисел (подразумевается о5я- 
зательно целых), то ровно столько же чисел можно вставить 
в непрерывной пропорции и между двумя числами ЕЁ, [, находя- 
щимися между собой в том же отношении, что и первоначальные 
числа Л и ВБ. 

Идея доказательства заключается в том, что мы сначала за- 
меняем заданные, находящиеся в непрерывной пропорции числа 
А:С:О:В наименьшими числами, находящимися в том же отно- 


1) С|]ау1из, Орега Мафетайса, МорипНае, 1612. 

*) Употребление того же термина в предложении 25 объяс- 
няется тем, что в нём просто цитируется формулировка предло- 
жения 8. 
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шении Н:С:А:Ё (предложение 33 книги УП). На основании пред- 
ложения 3 мы можем утверждать, что крайние числа Ни Г 
будут первыми между собой. Но если так, то мы можем утвер- 
ждать, что в пропорции 


Н:[ = А: В = Е:[ 


наименьшие числа Н, [Г на основании предложений 20 и 21 
книги УП будут делить соответственно ЕЁ и /. 
Пусть 


Е= ЕН, Т=ЕГ, 
где к — некоторое целое число. 


Если теперь мы увеличим в А раз числа Н, С, К, 
лучим непрерывную пропорцию 


ЕН: ЕО: ЕК: РЕГ. 


[, то по- 


крайними членами которой будут как раз наши числа Е =АН 
и /— 2; между этими числами оказались вставленными в непре- 
рывной пропорции два числа М = АС и №М= А, что и требова- 
лось доказать. 

ПреЭложение 9 утверждает, что если между двумя первыми 
между собой числами А и В удалось вставить в ‚непрерывной 
пропорции несколько чисел — допустим два числа Си Д—, то 
ровно столько же чисел можно вставить в непрерывной пропор- 
ции между каждым из этих чисел и единицей. 

Идея этого предложения тесно связана с предложениями 
Ти 12, которые являются частными случаями рассматриваемых 
предложений 9 и 10. Два числа, являющиеся первыми между со- 
бой, будут АЗ и В3, между которыми можно вставить два средних 
пропорциональных 42В и АВ?: 


АЗ: ДВ: АВ?: ВЗ. 


В таком случае между каждым из чисел 43, В3 и единицей 
можно вставить тоже по два средних пропорциональных: 


1:А: 42: АЗ, 
1:8: В: В3. 


Доказательство развивается так: 
Имеем непрерывную пропорцию 


А:С:О:В. 


Ищем наименьшие числа, выражающие те же отиощения 
(предложение 2); пусть это будут / и Н. 


1: Н=А:С =С:р=):В. 
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Если два наименьших числа в заданном отношении будут Ги Н, 
то три числа будут 
[2 (—= @):1.Н (= К): Н? (= Г), 
а четыре числа 
[8 (= М): [2.Н (= №):1.Н? (= Х): НЗ (= 0). 


Так как крайние из наименьших чисел, выражающих данные от- 
ношения, будут первыми между собой, То системы А, С, р, В 
и М, М, Х, О должны быть тождественными между собой. 

Если Е единица, то мы имеем: 


Г.1=а, В==Г.@=М = А, 
Е.1=7, Е. [== [. 


Из этих равенств вытекает: 
Е 1 Е Са 


—. 


Тат М 
т, е. что имеет место пепрерывная пропорция 
Е:Г:а:М (М=А), 


значит, между Еи А можпо вставить два средних пропорцио- 
нальных / и С. 
Аналогично из равенств: 


Н.Н=А, Н3—=Г.Н=оО=В, 
Е.Н =Ы, ЕН = Н 
получим 
ЕН ЕЁ 
НЕ’ Н О’ 
т. е. имеет место и такая нгпрерывная пропорция: 
Е:Н:Ё:О0- (О9О=В). 


Десятое предложение является обратным предыдущему: 

Если между единицей и числами А, В можно ставит” не- 
сколько (например, два) средних пропорциональных, то столько 
же средних пропорциональных можно вставить`и между самими 
Аи В. 

Если С =! и между Си А вставлены средние пропорцио- 
нальные /), Е, а между Си В вставлены /[, Н, то мы имеем 


С:О:Е:А, С:Г:Н:В. 


А Е р 
ЕР” 


Так как 
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то мы имеем: 
Е= 0, А=р$, 
Аналогично, 
Н=Р, В=—=Л, 
так что две указанные пропорции будут иметь вид: 
С:2:0*(=8):63 (= А), 
С: В(=Н):В (=В). 
Образуем ряд чисел: 
р.1=4, Ь.@ = (0 =К, 1а=(Ь7) =1. 
После этого будем иметь: 


р.р=Е Ц Ь_Е 

р.1[=а Г С(’ 

р1=01р_0 Е_ 0, 

= Н ГГН’ а ПН’ 

ВЕРА ЦЕДА Е_Р РА, 
р.а=к|] < КО Г’ К’ 
р.0=к] рок РА А_К 
га=Е|] ГЕ ГК’ К Г’ 

га=Е ар “_р ВЕ КЕ 
Г.Н = В НВ’ Н 1 ГВ’ В` 


Мы получили непрерывную пропорцию 
А: К=А: Г =: В. 


Таким образом, между Аи В вставлено два средних пропор- 
циональных Аи /,, что и требовалось доказать. (И. В.) 

Упомянем без доказательства схолии Клавия (которые можно 
назвать короллариями) к предложениям 8— 10. 

1. Если имеются две непрерывные пропорции, начинающиеся 
с единицы, то третьи члены их Находятся в двойном отношении 
вторых, четвёртые члены в тройном отношении и т. д.: 


1:а:42:а3:... 
1:6: 52:03:... 


2. Если между двумя числами и некоторым третьим нахо- 
дятся числа в непрерывной пропорции, то сколько попадает их 
между каждым из них и третьим, столько же попадёт их в не- 
прерывной пропорции и между двумя первоначально взятыми 
числами, 
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Это последнее предложение представляет естественное обоб- 
щение десятого предложения восьмой книги Евклида. 

5. Среднее пропорциональное. Предложения 11 и 12 зани- 
мают центральное место во всей УП]Г книге, представляя её наи- 
более древнюю часть. В этих предложениях впервые в истории 
математики устанавливается понятие о среднем геометрическом. 
В то время как среднее арифметическое было хорошо известно 
древним вавилонянам, представляя одно из наиболее общих поня- 
тий их математической теории, нужно было ждать греческой 
эпохи, чтобы среднее геометрическое заняло подобающее место 
в науке. Происхождение этого понятия можно объяснить так. 

Мы видели, что целочисленные пропорции играли большую 
роль в греческой музыкальной теории, где музыкальные интер- 
валы выражались отношениями и сложение интервалов оказыва- 
лось равносильным умножению выражающих их отношений; таким 
образом, в греческую математическую терминологию вошли по- 
нятия о двойном и тройном отношении — двукратном и троекрат- 
ном повторении взятого интервала. Если теперь мы поставили бы 
задачу о делении интервала на две или на три части, то мы со- 
вершенно естественно пришли бы к понятию об одном и двух 
средних пропорциональных. Действительно, разделить пополам 


а [5] [$] Хх 4 
интервал -’ значило бы найти такой интервал Бу ‚ ЧТООЫ 


откуда х=У а. Точно так же, деление интервала на три рав- 
ные части равносильно было определению х из уравнения 


х \3 а 
т) =т. 


/ 


Греческие математики установили, что эти уравнения имеют 
выражающиеся в целых числах решения, если первоначальный 
интервал выражался отношением двух квадратов (при делении на 


два) или двух кубов (при делении на три). Соответствующие ре- 
шения имели такой вид: 


48 4 „АВ 
В2` АВ ^` В?2' 
48 АЗ АВ ‚АВ 
В8— ВХ АВ `В. 


Можно установить приблизительно время, когда были найдены 
эти соотношения. Так как Гиппократ Хиосский, живший не позд- 
нее последней четверти У века до н. э., уже знал последнее со- 
отношение, сведя задачу об удвоении куба к нахождению двух 
средних пропорциональных, то интересующие нас отношения 
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были установлены самое позднее в середине \У века, причём 
вряд ли могут быть какие-нибудь сомнения относительно среды, 
в которой сложились эти представления: это могли быть только 
пифагорейские круги западной Греции, в которых была вырабо- 
тана математическая теория музыки, основой которой служат 
УП-—ТХ книги Евклида. 

В предложении 11 говорится, что между двумя квадратными 
числами можно вставить одно среднее пропорциональное. 

Пусть имеются два числа А = С2, В =- 02. Построим число 
Е=С.0. Тогда из соотношений 


С.С=А, 


С.)р—=Е 
получаем: 


аналогично, из соотношений 


найдём: 


Таким образом, Е будет средним пропорциональным для 
А и В. 

Затем нужно доказать, что отношение двух квадратных чисел 
равно двойному отношению сторон этих чисел. Собственно говоря, 
это следует из более общей теоремы, установленной в предло- 
жении 9; то обстоятельство, что в предложениях 11 и 12 эти по- 
ложения специально доказываются, служит характерным призна- 
ком более позднего происхождения предложения 5. Упомянутое 
положение, выражающееся равенством 


А? _ (А\2 
В \В)’ 
является для нас очевидным; для греческих же математиков, не 
дававших вполне отчётливой формулировки правилу умножения 
дробей, это положение приходилось специально доказывать. Идея 


этого доказательства заключается в применении средних пропор- 
циональных. Мы имеем: 


А2 Д2 Е А? А? |=) 2 


РТЕХР-ЕХЕ 


Е * 
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поскольку же 


то 
42 _А\,А _ А\? 
в-=вЖ8= (в). 
В пре)ложенич 12 устанавливается аналогичное? положение 


для кубических чисел, между которыми вставляются два средних 
пропорциональных. 


Пусть заданные кубические числа будут А—= СЗ и В = 03. 
Строим последовательно числа: 
С.С =Е, С.)=1 О.)=Н, 
С.1= С*р=а, О.1=5С.0%*==К. 
Последовательно получаем: 


С.С —=Е С __ ВБ. 
С.) =] С Г. 
рн рН’ 
С.Е=А Е_ А. С _А. 
са} Га’ ра’ 
С.Г = С _ С. 
р.1=А)} р К’ 
р.1=К\ ГК. С _К 
р.Н= В НВ’ р В. 
Из этих равенств вытекает: 
А_Са_ К 
а К В’ 


т. е. между Аи В вставлены два средних пропорциональных Си К. 

Что кубические числа находятся в тройном отношении 
сторон, доказывается аналогично предложению 11-му: 

А_А.@,К__ /ГА\з 

в=ахкхв=(5) 

Но А:@ = С:0; значит, 


То обстоятельство, что греческая теоретическая арифметика 
не знала нашего правила умножения дробей, было причиной то- 
го, что пришлось довольно громоздко доказывать для нас почти 
очевидное цоложение, выражаемое предложением 13. 
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Если А, В, С составляют непрерывную пропорцию, то будут 
составлять непрерывную пропорциюи А2, В3, СЗ, а также .8, В, (3. 

Доказательство заключается в том, что мы последовательно 
образуем системы средних пропорциональных. 

Пусть =), В2=Е, С*==Г[, 


Строим числа 


Тогда последовательно будем иметь: 
О:[: Е = А?; АВ: В?, 
Е: Х:1= В2: ВС: С?. 
Так как оэщее отношение в первой пропорции равно А: В, а 
во второй В:С, причём А, В, С составляют непрерывную про- 


порцию. . 
А:В —=В:С, 
то мы получим «по равенству»: 
р:Е = А*:В*, Е:[== В? (2, 


т, е. что 0) == 42, Е = В*, [—= (С? составляют непрерывную про- 
порцию, 
Аналогично доказывается теорема и для кубов: 


АЗ—Н, В3—=@, С3=К. 
Образуём систему чисел 
А.Г = А2.В —=М, В.Г= А. В2 = М, 
В.Х = В*.С=0О, С.Х=В.С*=Р, 
В таком случае: 
Н:М:М:О —= А3: А2В: АВ?: В, 
@:О:Р:К= В: В2С: ВС?: СЗ. 


Н:а =С:К, 
т.е. Н= 3, С =В3, К=С образуют непрерывную пропор 


цию. (Й. В.) 

6. Иррациональность квадратного и кубичного корней. 
Можно сказать, что предложения 14, 15, 16, [7 содержат в заро- 
дыше то, из чего впоследствии развилась теория иррациональ- 
ных корней. 

В предложении 14 утверждается, что если квадратное число 
делится на Квадратное число, то и отношение корней будет тоже 
целым числом, и обратно. 


Отсюда 


В 
Пусть А=С2 В —=р?и д есть целоз число; требуется до- 


79) 
казать, что и С будет целым числом. 
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Образуем среднее пропорциональное Е = С.0; в таком слу- 
чае будем иметь непрерывную пропорцию 


А:Е =Е:В. 
На основании предложения 7, если 4 делит В, то оно должно 


А 
разделить и 2; значит, -—- будет целое число. Но А: Е = С*:СЖ 


Е 
—— ® ы С 
ЖР==С:0; значит, и ур) будет целым числом. 
Доказательство обратного предложения не представляет затру- 
днений. 


В предложении 15 утверждается то же самое для случая 


кубов. 


В р 
Пусть А= (3, В —= ОЗ и -4—- целое; доказать, что и -- бу- 
дет целым числом. 


Строим систему чисел: 


(8—Е, С.р=1 О*= АНА, 
С.1—= С*.)=0, О.1=С.0*=К. 
В таком случае 
Е:1—= Г: Н=С:2; 
А: =С4:К=К:В =С:0. 


Если А делит нацело В, то, по предложению 7, оно разделит и С; 
р 
значит, АС будет целым числом, что и требовалось доказать. 


Предложения 16 и 17 легко доказываются от противного. 

Из них мы легко выведем, что если М не есть точный ква- 
драт (или, соответственно, куб), то квадратный (или кубичный) 
корень не может выражаться целым числом. 

Действительно, если № не есть такой квадрат, но является 
целым числом, то Квадратный корень из него, очевидно, не мо- 
жет быть целым числом. Пусть он выражается рациональной 
дробью >. Мы можем рассматривать аи 6 как стороны двух 


. а а? 
квадратов. Если -; Не есть целое число, то и -„; не может быть 
а? 
целым числом, что противно предположению, что М==-> есть 


р2 
целое число. 

Аналогично доказывается соответствующее предложение и 
для случая кубичных корней. 

Нужно, однако, заметить, что доказательность этого рассу- 
ждения основывается на том, что предполагается известным пра- 
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„а а а2 
вило умножения дробей $ х $ ==р=,‚ предполагать же это для 
греческой теоретической арифметики мы не имеем права. (И. В.) 

7. Подобные числа. Предложения 18 и 19 представляют 
естественные обобщения предложений 11 и 12. 

В предложении 18 утверждается, что между двумя подоб- 
ными плоскостными числами можно вставить одно среднее про- 
порциональное. 

Пусть будут два плоскостных числа А=С.О) и В=РЕ.[. 
Поскольку эти числа подобны, мы будем иметь: 


рт 1 Е Г` 
Составляем число Н=).Е. 
Имеем: 
р.Е—=Н, СОА ОА. 
ел} Е НТН! 
Е.Р =Н, р _Н 
Е.Г = В, | 1 В’. 
Из этих равенств вытекает: 
А_Н. 
Н В’ 


таким образом, между числами А и В вставлено среднее про- 
порциональное Н —=).Е. 


Отношение подобных плоскостных чисел будет: 


А__ А хЯ __ /[А\2__ (С\2 
В Нл^В  \Н]) \Е) ’ 
т. е. оно равно двойному отношению соответственных сторон. 


В предложении 19 мы имеем дело с подобными телесными 


числами, между которыми можно вставить два средних пропор- 
циональных числа. 


Пусть А—=сС.О.Е, В =Г.Н.@ — два подобных телесных 
числа; значит, между их сторонами. имеют место соотношения 


С 1 р Н 
Бон Е 0’ 
или «перестановкой», 
С Р_Е 
ГОН (' 


Выделяем из 4, В числа 


С.0=К, Г.Н=Е. 
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Вышестоящие равенства показывают, что Аи [Г суть подобные 
плоскостные числа, между которыми, согласно предыдущему 
предложению, существует среднее пропорциональное число 


М=р:1. 


Поскольку М есть среднее пропорциональное между Ки Г, 
имеем: 


К _М 

мг 
С другой стороны, из равенств 

р.С = К, 

р. —=мМ 
вытекает 

СК 

ГМ. 
Таким образом, 

КМ Ср Е 


— —> = -- 


М ГГ Н О`' 
Докажем, что два средних пропорциональных чи. та между А и В 
будут: 


— 
— 


№—= Е.М= Е.О. 
Х =а.М=—=а.р.[. 


Действительно, мы будем иметь последовательно: 


вК=А) КА СЕ. 
Е.М-М,} Мм... 
вм=м] Ем. 
а.М=хХ,} а-х; 
в.м=х МХ С 
С-В, ДЕВ-т- 
Используя вышенаписанные пропорции, будем иметь: 
А -М_Х 
м-х- В. 


Таким образом, Ми Х будут действительно два средних пропор- 
циональных числа между Аи В 
Отношение А:В будет: 


;-(9-9-®-®) 


К КНИГЕ УШ 321 


Предложение 20 является обратным по отношению к 18-му: 
между двумя числами 4 и В существует среднее пропорцио- 
нальное число С: 

А:С =С:В; 


требуется доказать, что А и В будут два подобных плоскостных 
числа. 

Для отношений А:Си С:В найдём два наименьших числа 
р, Е (предложение 33 книги УП) так, чтобы было: 


А_С_ О 
С-В Е` 
Если Ди Е— наименьшие числа, то, согласно предложению 20 


книги УП, они должны делить нацело соответствующие члены 
каждого из отношений. 


Пусть 
АС, С_В_, 
Б-Е-Ь  Б-ЕНМ. 
В таком случае 
А=р. В=Р.Н, 
т.е. Ди В суть два плоскостных числа. 
Докажем теперь, что они подобны. 
Мы будем иметь последовательно: 
Г. О—А, \ р _А 
Г. Е=С } Е С’ 
Е: 1=С, \ Г_С 
Е.Н =В, } Н В’ 
Поскольку А:С =<С:В, то, значит, 
Р_1 РЕ 
Е НИТ И! 


а это значит, что числа А и В являются подобными. 
В предложении 21 доказывается аналогичная теорема для 
случая двух средних пропорциональных. 
Пусть для чисел А и В существуют два средних пропор- 
циональных Си Д: 
АС 


СБ в! 
требуется доказать, что А и В являются подобными телесными 
числами. 

Найдём три наименьших числа Е:/:Н, находящихся в тех 


же отношениях А:С:О и С:О:В (предложение 2); согласно 
предложению 3 числа Е и Н будут первыми между собой. 


Э1 Евклид 
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Поскольку между Е и Н существует среднее пропорциональное 
число /, то, согласно только что доказанному предложению, ЕЁ 
и Н будут два подобных плоскостных числа. Положим 


Е=а.К Н=Е.М, 
а_кК 
ОМ: 
Если Г есть среднее пропорциональное между Е и Н, то суще- 
ствуют равенства 
Е _ТГ_а_К 
ТН Е М: 


Так как наименьшие числа в данных отношениях делят 
соответственные члены остальных соотношений, ТО МЫ будем 
иметь: 


А:р=Е:Н, С:В =Е:Н, 
А_р , С _ В 
Е-Н=М; ЕНЫХ, 
где № Х — два целых числа. 
В таком случае 
А—=М-Е = М№.С.К, 
В=хХ.Н=Х.Ё.М. 


Таким образом, А и В — два телесных числа. 
Докажем, что они будут подобными. Мы имеем: 


№. Е = А, М —__ А 
Х.Е=С, Хх С' 
Но 
А ЕВ 
С [1 
(так как Е, Г, Н — наименьшие числа, представляющие отношения 
А:С:0). 
Так как 


то 


таким образом, А—=М.(.Ки В = Х.[.М являются двумя подоб- 
ными телесными числами. (И. В.) 
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8. Квадраты и кубы. Последние шесть предложений У Ш книги 
посвящены разбору частных случаев плоскостных чисел, а именно 
квадратов и кубов; доказательства их настолько несложны, что 
не требуют никаких особенных пояснений. 

Клавий 2) пополняет Евклида следующими предложениями: 

1°. Два числа, имеющих отношение квадрата к квадрату, 
являются подобными плоскостными. 

2°. Два числа, имеющих отношение куба к кубу, являются 
подобными телесными. 

Мы, следуя за Клавием, докажем только первое. 

Пусть два числа А и В относятся друг к другу как квадрат 
С к квадрату ШО. 

Вместо евклидовского чертежа Клавий пользуется табличкой 

А.8 В.18 
С.16 20.36 


Докажем, что Аи В будут подобными плоскостными числами. 

Между квадратными числами Си РО можно вставить одно 
среднее пропорциональное (предложение 11); значит, и между 
А и В попадёт одно среднее пропорциональное (предложение 8); 
следовательно, Аи В будут плоскостными подобными числами 
(предложение 20). 


2) С1ау!1и$, Орега МаетаНса, МогипНае, 1612. 


21* 
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1. Свойства квадратных и кубических чисел. В предложе- 
нии 1 доказывается, что произведение двух подобных плоскост- 
ных чисел будет квадратом, т. е. ели А=а.6, В = (^а)-(А5), то 


@ = АВ = А? а?6?. 


Так как Евклид не пользуется разложением на множители, то 
его доказательство имеет несколько более сложный вид. 
Из пропорции 
А: В = 42: АВ (=):С) 


и предложения 18 книги УШ, что между двумя подобными чи- 
слами всегда существует одно среднее пропорциональное, он 
выводит, что между 4? и АВ есть одно среднее пропорциональ- 
ное (предложение 8 книги УПТ) а так как 2 есть квадрат, то 
на основании предложения 22 книги УШ и АВ должно быть 
квадратом. 

В предложении 2 доказывается обратная теорема. Так как 


А:В = А*: АВ (=)0:С) 


и АВ есть квадрат, то между А? и АВ (предложение 18 книги 
\ИЛ), а значит, и между А и В (предложение 8 книги УШ), 
существует одно среднее пропорциональное, но тогда на основа- 
нии предложения 20 книги УШ Аи В будут подобными плоско- 
стными числами. 

Следующие четыре предложения относятся к кубам. 

Предложение 3. Квадрат куба есть куб. 

Если А = 08, тои А? — а6 — (а2)3 будет кубом. 

Евклид доказывает теорему методом средних пропорциональ- 
ных. Составив пропорцию 


1:а = а: а? = а?:а3 (1:С =С:р=Ь:А), 
он видит, что между |1 и 43 —= А будут два средних пропорцио- 
нальных. По предложению 8 книги УШ столько же их будет 
и между Аи 1: 
48: 44 — 44:45 — а5:а6. 
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Если же между 43 и а6 будет два средних пропорциональных 
И 43 —=А есть куб, то должно быть кубом и 42 = В. 
Предложение 4. Произведение двух кубов есть куб: если 


А —= а3, В = 53, 
то 
С —= АВ — (а5}3. 
Мы имеем, что 
р = 4? — а3а3 —= (а2)3 (предложение 3) 
и 


Ь:С == А: АВ == (42): 43653 = А:В. 


Так как между двумя кубами Аи В можно вставить два средних 
пропорциональных числа, то на основании предложения 8 книги 
УПТ между 42 и АВ тоже попадут два средних пропорциональ- 
ных; а так как 2.4? есть куб,’ то на основании предложения 23 
книги \/1Ш будет кубом и АВ. 

Предложение 5 выражает теорему, обратную предыдущей: 
если 4 =23 и АВ—=С — кубы, то и В будет кубом. 

Мы имеем: 


р:С = А: АВ —=А:В. 


Поскольку 42 и АВ — кубы, между ними можно вставить два 
средних пропорциональных; значит, между Аи В тоже будут 
два средних пропорциональных, а так как А — куб, тои В должно 
быть кубом. 

Предложгние 6 представляет теорему, обратную предложе- 
нию 9: если квадрат числа есть куб, то и само число будет 
кубом; если 42 —= В —= а3, то и само А есть куб. 


Мы имеем: 
4А2—=В, АВ=С = 43; 
затем, 
1: А= А: >, 
1: А = А?: 3, 
т. е. 


1: А = А: 42 = А*; 43. 


Так как 42—=Ви 43=С суть кубы, то между ними будут 
два средних пропорциональных; на основании предложения 8 
книги УШ будут два средних пропорциональных и между А 
н В = 42; поскольку же В есть куб, то и А должно быть 
кубом. 

Последнее можно доказать, или обобщая предложение 23 
книги \УПТ, или при помощи предложения 21 книги УШ. 

Действительно, поскольку между 4 и В = А? можно вставить 
два средних пропорциональных числа, то они на основании пред- 
ложения 21 книги УШ будут подобными телесными числами, 
а так как В есть куб, то должно быть кубом и А. (И. В.) 


326 КОММЕНТАРИИ 


2, Схолии Клавия. У Евклида почему-то нет теорем о 
квадратах, отвечающих предложениям 3, 4, выражаемым симво- 
лически так: 


а3.а3 — (42); 
43-63 — (263. 


Клавий 1) делает в своих схолиях дополнения, которые вос- 
станавливают нарушенную этими дефектами гармонию системы 
«Начал». 

К предложению 3: 

1. Бели два квадратных числа перемножаются, то произ- 
ведение — квадрат. 

П. Если два числа, перемножаясь, производят не квадрат 
и Одно из них квадрат, то другое не квадрат. 

Ш. Квадрат и не квадрат, перемножаясь, дают не квад- 
рат. 

Приводим доказательство только последней схолии. 

«Число А квадрат, В не квадрат, произведение их С. 
Я утверждаю, что С не квадрат. 

В самом делз, пусть С квадрат. Перемножаются А и В, и А 
квадрат, тогда В квадрат. А это против предположения». 

К предложению 4: 

1. Куб, умножая не куб, производит не куб. 

П. Вели куб, умножая некоторое число, производит неко- 
торое число, то число это не куб. 

3. Геометрическая прогрессия последовательных степеней. 
Шесть предложений 8—13 образуют единое целое и разбирают 
свойства непрерывной пропорции, как говорили греки (или гео- 
метрической прогрессии, как сказали бы мы), первый член кото- 
рой равняется единице. 

Пр дложение 8 устанавливает структуру рассматриваемого 
ряда: мы бы сказали, что он представляет ряд последовательных 
степеней знаменателя прогрессии, равного второму её члену; 
греки же, для которых конкретно представимыми были лишь 
квадраты и кубы, выражают то же самое, но только через тер- 
мины квадратов и кубов. Если избавиться от этой терминологии, 
то идея доказательства Евклида выступит очень выпукло: в ряду 


1, а, а?, @3, а*, @5, @а6,... 


будут квадратами 42, 4%, @6 и все остальные через одно; кубами 
же 43, 46 и все остальные через два; кубами же и квадратами 
вместе будут а6, а1? и все остальные через пять. 

В предложении 9 доказывается, что если следующее за едини- 
цей число будет квадратом или кубом, то и все остальные будут 
соответственно квадратами или кубами. Доказательство основы- 
вается на свойствах непрерывной пропорции. 


1) С1ау{из, Орега ша., МорипНае, 1612. 
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Действительно, если в ряду 
1, а, а?, @3, а4,... 


число а будет квадратом, а 4?, а*,... будут квадратами, со- 
гласно доказанному в предложении 8, то в непрерывной пропор- 
ЦИИ 4:42 — 42:03 первый и второй члены — квадраты, а значит 
(предложение 22 книги УП], и последний член а3 тоже будет 
квадратом. Из пропорции 43:44 = 4*:а5 докажем то же для а 
ИТ. Д. 

Если теперь а будет кубом, то 4? есть куб, как квадрат 
куба (предложение 3), а 23 — по только что доказанной теореме 
(предложение 8). Тогда в непрерывной пропорции 


а: а? — а2:а3 == а3 — а3: а“, 


где а есть куб, и последний-член а* тоже будет кубом, согласно 
предложению 23 книги У. Затем из непрерывной пропорции 


42: 03: 4%: аб 


докажем, что и а5 будет кубом и точно так же все остальные. 

Конечно, при нашем способе обозначения степеней оба эти 
результата являются очевидными. 

Предложение 10 является противоположным предыдущему: 
если а не будет квадратом или кубом, то и никакое другое 
в ряду 

а, а?, а3, @*, а5, @6,..., 


кроме, конечно, 42, а*,... или, соответственно, 43, @68,... 
Доказательство идёт от противного. 
Если 43 будет квадратом, то из пропорции 


а: а2 —= а?:а3 


получается, что аи а? относятся, как два квадратных числа а? 
и 43; поскольку же 42 есть квадрат, то должно быть квадратом 
и а, что противно предположению. 

Точно ‘так же, если 4“ есть куб, то из пропорции 


а2:а3 — а3: а* 


получается, что а? должно быть кубом. На основании же пред- 
ложения 6 тогда и а должно быть кубом, что противно предпо- 
ложению. , 

Последние три предложения (11—13) этой группы касаются 
делимости членов степенного ряда. 

Предложение 11 выражает, что каждый больший член сте- 


пенного ряда делится на меньший, причём частное будет тоже 
заключаться в ряду. 
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Это положение — для нас очевидное — Евклид доказывает 
сначала для четырёх чисел А (=), В, С, О, Е. По свойствам 
непрерывной пропорции 


А:В —=Д:Е, 
откуда перестановкой 
А:р=В:Е, 
а так как А —=1, то 
Е 
В =. 


‚ Нетрудно обобщить теорему и на большее количество чисел, 
что Евклид делает без доказательства в следствии. Это положе- 
ние будет очевидным, если написать непрерывную пропорцию 


в виде 
А: Ж:Ж:В:Ж:С:Ж:Ж:Б, 


где крестиками обозначены ненужные нам члепы ряда. По свой- 
ству непрерывной пропорции получаем 


А:В =С:0, 


после чего всё доказательство развёртывается совершенно так 
же, как и выше. 

Это предложение играет роль вводного для двух следующих, 
интересных тем, что в тексте их доказательств, впервые в ариф- 
метических книгах, появляются чисто геометрические термины 
6 мо ©9, Н*) =<произведение, образуемое>» ©, Н (предложе- 
ние 13), 0 50 105 А т:то4 юуоу = квадрат на А (предложение 12) 
или просто 6 &ло тоб А. | 

Предложение 1[2 выражает, что всякое первое число РК, 
измеряющее последнее число ряда, обязательно будет измерять 
и то число, которое в ряду непосредственно следует за еди- 
ницей. 

Идея евклидовского доказательства, выраженного несколько 
многословно, заключается в следующем. 

Пусть дан ряд 


1, А, 42, 43, Аз 


и пусть Е — некоторое первое число, измеряющее Д == 44. Тре- 
буется доказать, что оно будет измерять и А 

Предположим, что это не так; тогда Е будет первым с А 
числом. Если теперь Е измеряет 4+, то мы имеем: 


р—=А!:= Е.Г, 


+) Правильнее было бы 0 бпо тофу ©, Н. 


К КНИГЕ 1Х 329 


с другой стороны, согласно предложению 11, 
44 — 43. А—С.А, 


АЗ. А—=Е.[. 
Равенство этих произведений равносильно пропорции 
Е __ А 
А Г`' 


Поскольку же Би А суть первые между собой, то они, согласно 
предложениям 20 и 21| книги УП, должны делить числа, находя- 
щиеся в одном с ним отношении; значит, Е должно разделить 
С == 43. 

Повторяя с 3 аналогичные рассуждения, докажем последо- 
вательно, что ЕЁ должно разделить и >, а затем и 2, что проти- 
воречит сделанному предположению, что А и Е суть первые 
между собой числа. Если же А и Е не будут первыми между 
собой, то Е, поскольку оно первое число, обязательно должно 
разделить А, и теорема доказана. 

‚ Такое же постепенное понижение степени употребляется 
и в сходном доказательстве предложения 13, гласящего, что 
если в степенном ряду следующее за единицей число является 
первым, то последнее число может делиться только на числа 
рассматриваемого степенного ряда. 

Доказательство опять идёт от противного. Предположим, что 
в ряду 

1, А, Аз, 23, А+ 


последнее число 44 делится на какое-то число Е, не являющееся 
степенью первого числа 4. Тогда число Е не может быть про- 
стым (ибо по предложению 12 оно должно тогда разделить /) 
и не может иметь никаких первых делителей, отличных от 4, 
ибо тогда эти первые делители должны были бы разделить 4; 
значит, Е представляет некоторую степень А. Для нас теорема 
по существу уже доказана; для греков же, не знавших других 
степеней, кроме квадрата и куба, она ещё не является в полной 
мере доказанной. 


Если Е содержит множитель, ‘отличный от А, то частное 
А4 
Е =! не может быть ни одним из членов ряда А, 42, 43, ибо 


тогда по предложению 11 и Е должно было быть его членом. 
Из равенств 
Е. [= 2%, А. 43 — А4 
заключаем, что 
1 


А 1. 
Е А. 
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4 


А и 
Мы видим, что частное == должно делить предпоследнии член 


ряда /3. Таким образом, от последнего члена 4 мы перешли 

к предпоследнему .48; теперь мы должны исследовать его дели- 

мость на множитель /, не принадлежащий к числу членов ряда. 
3 


Обозначив частное =, мы аналогично докажем, что Н 

не входит в число членов ряда и, кроме того, должно делить 42. 
2 

Точно так же и частное я=а не должно входить в ряд 


и одновременно должно делить 2, что невозможно. Значит, @ 
будет входить в наш ряд; поскольку оно делит простое число А, 
то оно должно быть равно или А, или единице (последнюю воз- 
можность Евклид, естественно, не рассматривает). Но если @ = А, 
то и Н= А, затем [= 42 и Е= 42. Если же @ = 1, то Н== >, 
[—=Аи Е== 43. Таким образом, Е во всех случаях должно вхо- 
дить в наш ряд. (И. В.) 

4. Принцип полной математической индукции *). Некоторые 
математики 3» 4), например Вакка 5), видят в евклидовом доказа- 
тельстве предложения 9 книги [Х гораздо больше, чем в нём 
заклочается, а именно в словах «подобным же образом докажем, 
что И все остальные будут квадратами». 

Я не вижу здесь чего-либо более простого заключения по 
аналогии. 

Сам же принцип полной математической индукции является 
совершенно чуждым духу античной мысли. 

Здесь можно только сказать, что во всей общности теорема 
Евклида может быть доказана строго только с применением 
принципа полной математической индукции; если положение 
верно для п==1 и, будучи верно для п, верно и для п--1, то 
оно верно для всех значений п=1,2,3,... 

То же самое следует сказать и о многих других предложе- 
ниях арифметических книг. 

Можно ещё согласиться, что таким принципом (без опреде- 
лённого его выявления как общего принципа) пользуется Мавро- 
лик. Так, равенство 


Р-Р 5... Г ба-- = (@а-6 17 (1) 


2) Епг!ацез, СН ЕМетепи ФЕисПАе е Па с!Чса ап@са е 
шо4егпа, Во1обпа, 1925—1932. 

3) Егапс! зсо Мацго!11со, Атишейсае Ир 4ио, 1557. 

4) ЛасоЬ Вегпоц111, Агз Соп]есфапа1, 1713 (Орега, 1, стр. 
252—283). 

5) Масса, Зиг 1е рипре 4 таисНоп та фётаНдие (Кеуце 
4е Меарпуз!дие, 1911, стр. 30); его же, Маиго]усиз {пе Йгз{ а15- 
соуегег оЁ Ше рйпар!е о! фе шашета са! п4исНоп (Ви|. оЁ Ше 
Атег1с. Ма. $0с., ХУГ, стр. 70—73). 
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при всяком значении целого числа а им доказывается, исходя из 
РЗ... 5 (2а— 1 ==а2 (2) 


прибавлением к обеим частям 2а--1; поскольку 


?--(2а--1) = (а 1 


то получается тождество (1). 

Но манера выражаться отличается от евклидовской тем, что 
в конце выступает бесконечность: 

«Так как, по предложению 3, единица со следующим нечёт- 
ным даёт квадрат, т. е. 4. 

А второй квадрат с третьим нечётным, 5, даёт третий квад- 
рат, т. е. 9. 

А третий квадрат, 9, с четвёртым нечётным, 7, даёт четвёр- 
тый квадрат, т. е. 16. И так постоянно до бесконечности, дока- 
зывается, повторяя предложение 13». 

Как общий метод полная математическая индукция выступает 
только у Паскаля 6) и Бернулли. 

Следует отметить, что приравнивание принципа полной мате- 
матической индукции определению целых чисел совершенно 
затушёвывает его истинное значение как логичгского постулата. 

Это вовсе не свойство конечных целых чисел, а постулат, 
которым мы должны восполнить систему логических постулатов, 
чтобы быть в состоянии относительно чисел доказывать то, чего 
мы не можем доказать аристотелевской логикой. Обоснованность 
такого рода выводов, сводимая к заключению из бесконечного 
ряда силлогизмов, могла быть признана только тогда, когда 
математическая мысль вполне свыклась с бесконечными опера- 
циями и когда были установлены постулаты, определяющие 
получение с помощью этих операций требуемых результатов. 

Это, конечно, не математическая аксиома, относящаяся 
к свойствам чисел или пространства; даже если рассматривать её 
как логическую аксиому, она коренным образом отличается от 
так называемых логических законов: тождества, противоречия 
и исключённого третьего. 

Это положение того же рода, что аксиома силлогизмов, 
утверждающая истинность заключения при истинности посылок. 
Если верны посылки и и 9, то будет верным и выводящееся из 
них заключение и; таким образом, & обладает такой же степенью 
достоверности, как И и 5. 

Отсюда вытекает положение более общего характера, 
которое тоже признаётся за очевидное. Если изо, Ио, ..., Ип 
конечным числом силлогизмов выводится ш, то при истинности 
и1, И. ..., И, Истинно также и %.. 


6) В. Разса!|, Оецугез, 4. ПШ, Раз, 1908. 
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Эта аксиома не включается в систему основных постулатов, 
а стоит совершенно особняком, санкционируя правила формаль- 
ной логики, на основании которых совершаются выводы. 

Античными мыслителями признавались только те выводы, 
которые в действительности произведены, в которых прослежи- 
ваются все посылки и заключения. 

В полной математической индукции узаконяются выводы 
через бесконечный ряд силлогизмов. . 

Входящие в этот процесс силлогизмы не осуществляются 
в действительности, ибо нельзя произвести бесконечное число 
силлогизмов, но утверждается, что если и и и можно связать 
бесконечным рядом силлогизмов и, и›,..., И,, ..., закон образова- 
ния которых Можно ясно уразуметь, то при истинности и сле- 
дует признать и истинность %. 

При этом в положении: «если и истинно и существуют сил- 
лОГИЗМЫ И1, И2,..., И, связующие ий с &, то ш истинно», само 
понятие «существовать» подвергается эволюции. 

В глазах античного математика существование не присуще 
актуальной бесконечности, противоречивость которой доказывает 
её небытие. 

Поэтому такая аксиома при бесконечном и не только не 
была бы признана очевидной, но, более того, — была бы признана 
совсем не имгющей смысла, ибо относилась бы к тому, что не- 
возможно. 

Аристотель вполне определённо говорит, что в положитель- 
ных доказательствах не может быть бесконечного ряда ни при 
восхождении к высшему, ни при нисхождении к низшему поня- 
тию, предполагая бесконечность пути доказательств, мы отвер- 
гаем самую возможность этого доказательства. 

5. Псаммит Архимедат) и классификация больших чисел. 
Геометрическая прогрессия, исследуемая Евклидом, лежит 
в основе сочинения Архимеда «Псаммит» (т. е. счёт песчинок), 
в котором устанавливается классификация возрастающего ряда 
натуральных чисел. 

Эта классификация оказывается нужной Архимеду при исчи- 
слении песчинок, заключающихся в сфере неподвижных звёзд. 

Для нас имеет значение не этот результат, а доказательство 
возможности математического ответа на поставленную Архиме- 
дом задачу о счёте песчинок. 

До Архимеда имелись словесные выражения для чисел пер- 
вого десятка, для десятков, сотен, тысяч, десятков тысяч, при 
помощи которых греческие математики доходили до десятков 
МИЛЛИОНОВ. 


7) Архимед, Псаммит, пер. Ф. Петрушевского (1824) или 
Г. Н. Попова (М.—Л., 1932). — Моптис[а, Н1зоше 4ез шае- 
таЧацез. — А. а. Каз пег, Сезсы1сШе 4ег Мабетачк, абИт- 
‘реп, Т, 1796 (П, 1797; ПБ 1799; ТУ, 1800). 
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Эти числа Архимедом называются так: 


шоу&6с — единицы, 

беия шоуйдес (дехабё<) — десятки, 

Ехалоу шоуабз< (Ен4тоутад=<) — сотни, 

ХО цоуйбес ({0и90<<) — тысячи, 

морад=с — десятки тысяч или мириады, 

Оёка добуабес — десятки мириад, 

вхатоу вориабз< — сотни мириад (у нас — миллионы), 
ХО воруаб ев — тысячи мириад (== 107). 


Но Архимед поднимается выше, образуя геометрическую 
прогрессию (по Евклиду — непрерывную пропорцию) 


1, 101 102, 108, 104 105, 106, 107, 108, ... 


Числа 1,..., 107 образуют первую октаду и называются 
первыми. 

Числа 103,..., 101 образуют вторую октаду; это — вторые 
числа. 

108°2,..., 1028 — третья октада, третьи числа; 108.3,..., 1081 — 


четвёртая октада, четвёртые числа. 

Такие октады Архимед продолжает до 108”, где п — послед- 
нее число, равное мириаде мириад, т. е. 108. Все числа от 1 до 
108-108 он относит к первому периоду и строит члены второго 
периода, пользуясь опять геометрической прогрессией: 

108-108, 108:108+1,..., 108:108+7 — 1-я октада или первые числа 
2-го периода, 

103*108+8,..., 108-108+15 —2-я октада или вторые числа 2-го 
периода. 

Начальные числа этих .прогрессий он называет единицами 
соответствующего периода. 

Единица 3-го периода: 102.8.108; 

единица 4-го периода: 103-8108; 

единица 5-го периода: 10% 8-108 и т. д. 

Вообще единица (п-№ 1)-го периода: 107.8- 108, 

Границей для и является опять 10” и последней единицей 
у Архимеда является единица (108-1- 1)-го периода 


10108.8.108, 


Здесь Архимед останавливается. 

Конечный результат Архимеда состоит в том, что число 
песчинок, заключённых в сфере неподвижных звёзд, меньше 
тысячи мириад восьмых чисел, т. е. в современном обозначе- 
нии 1068. 

6. Современная классификация больших чисел. В настоя- 
щее время при классификации чисел мы пользуемся прогрессией 
со знаменателем 10. Первой гексадой (а не октадой) являются 
числа 1 — 106 от единицы до миллиона, второй — числа 106 — 108 
от миллиона до биллиона, третьей — числа 1012 — 1018 от биллиона 
до триллиона и Т. д. 
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Таким образом, получаются числа: 


1036 — триллион, 

10*-6 — квадрильон, 

105.6 — квинтильон (пентальон), 
106-6 —секстильон (гексальон) 
107-6 — септильон (гептальон), 
108.6 — октальон, 

109.6 — нонильон, 

1010.6 — децильон (декальон). 


Следует заметить, что раньше классификация была только 
с помощью прогрессии со знаменателем 108, причём словесное 
выражение составлялось только из единиц, десятков, сотен и 
ТЫСЯЧ. 

Число 86789325178, которое писалось в форме 


86 789 35 178, 


Адам Ризэ 8) читает так: 

Восемьдесят шесть тысяч тысяч раз тысяча, семьсот восемь- 
десят девять тысяч раз тысяча, триста двадцать пять тысяч, сто 
семьдесят восемь. 

Аналогичным образом читает и Штиффель 9). 

Слово миллион изобретено итальянцами 10) в ХТУ в. для обоз- 
начения «большой тысячи», т. е. 10002, и встречается впервые 
у Шюкэ для словесного обозначения 1012, 1018 и т. д. В печати 
слово миллион появляется впервые у Делароша (1520)\) во 
Франции, в Германии же — только в конце ХУП в. 

В ХУИП в. во Франции деление производится по три цифры 
в каждом периоде, так что 109 (а не 1012) оказывается биллионом, 
1012 триллионом, 1015 квадрильоном, и этот принцип классифика- 
ции остаётся в силе по настоящее время не только во Франции, 
- нои в Соединённых Штатах, в то время как старый принцип 
употребляется в Германии, Англии и России. 

7. Арифметическая и гармоническая пропорции. Никомах 
пополняет евклидову непрерывную пропорцию арифметической: 


а-—=—е—=ес—а=... 


8) А. К1езе, Кесппипе аи! Аег Шмеп ип4 1е4деги, Ейиам, 
1522. 

9) М. ${111е1, Агйтейса 1щебта, Нюрнберг, 1544. 

10) 1... Рас1011, Зита 4е АгИвтейса Сеотеа Рхорог{- 
ош е{ РгорогНопаШа, Уепййз, 1494. 

1) Ое 1а КосВе, ГазтеНаие, Гуоп, 1520, 1588. 
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и Также гармонической: 
а: —=(а— 65):(6— с). 


В пифагорейском мировоззрении, видевшем сущность вещей 
в числах, последней пропорции придавалось особенно много зна- 
чения. Её находили в музыке: а, 6, с являлись длинами струн, 
отвечающих тонам 40, п, зо, образующим гармонический ак- 
корд (откуда происходит и само название). 

Её старались уловить при изучении правильных (платоновых) 
тел, а именно отметили, что в кубе числа 12 рёбер, 8 вершин и 
6 граней образуют как раз гармоническую пропорцию. Согласно 
Никомаху 12) Филолай вследствие этого свойства называл куб гео- 
метрической гармонией. 

Никомах отмечает интересную теорему, связующую между 
собой эти три пропорции. Если Взять четыре числа так, что пер- 
вые два образуют с третьим арифметическую пропорцию, а 
с четвёртым гармоническуто, т. е. образуют ряд 


а--6 248 
а, 8, 0, а’ 


то все четыре числа образуют геометрическую пропорцию, так 
как' нетрудно убедиться, что 


5 ав. 246. 
2 а--ь° 
В дальнейшем тог же Никомах пополняет три основные про- 
порции ещё другими, так что всего их оказывается десять: 
4) а: —=(6 —с):(а—6) (6,5, 3) 
5) 6:6=(8—с):(а—6) (65, 4, 2) 
6) а:6 —= (6 — с):(а—6) (6,4, 1 
7) а: = (а—с):(6—с) (9, 8, 6) 
8) а: =(@а—с):(а— 65) (9,7, 6) 
9) 6: =(а— с): —с) (Т, 6, 4) 
10) 6: =(а— с):(а—В) (6,5, 3) 
Несколько слов о терминологии. Греческое слово &уа^0\(а 
(пропорция) употребляется, как правило, для обычной геометри- 
ческой пропорции, а уеобтис (что следовало бы перевести: посред- 


ственность) — для непрерывной (в том числе и обобщённой) про- 
порции. 


а 


12) М1сотасвиз Сегазепиз, ш{одисНоп1; АгИБтейсае 
1611 П, ед. Носпе, 11рз!ае, 1866 (греч. текст). Англ. перевод: №1- 
сотаспиз оЁ Сегаза, ГигодисНоп 0 АгИвтейс, апз1. Бу 
М. Г.. О’Ообе, М№ем-Уотк, 1926. 


236 КОММЕНТАРИИ 


Ямблих 13) определённо говорит, что древние называли про- 
порцией (4у5)0) только геометрическую, позднейшие же и все 
остальные. 

8. Обобщение прогрессии. У Евклида имеются следующие 
ряды чисел, возрастающих по определённым законам: целых чисел 


1, 2, 3, 4, 5...) 
12, 22, 32, 42, 952, ..., 
13, 23, 38, 43, 53... 


Затем идёт непрерывная пропорция 


квадратов 


кубов 


11а=а:6—=6:6=..., 
дающая геометрическую прогрессию 
1 а, а?, @3, ... 


В античное время к этим рядам прибавляли ещё арифмети- 
ческую прогрессию 


а, аа, а 24а, а За, ... 


Дальнейшим обобщением являются ряды, указываемые Кар- 
даном 14). 

К рядам равно-возрастающим, каковыми являлись арифме- 
тическая и геометрическая прогрессии, он прибавляет ещё кон- 
формно-возрастающие (софогте аибепз), т. е. такие, у которых 
для арифметической прогрессии разность, для геометрической 
знаменатель имеют два чередующихся значения. 

Таков ряд: 1, 2, 6, 12, 36, 72 в случае геометрической. про- 
рессии; его общая форма будет: 


а, а1, ааг, аа?г, а4йг?, ... 
В случае же арифметической прогрессии имеем: 
а, ака, ата-е, ар 2а-Ре, а--2а--2е, а за--%е, ... 


Затем идут равномерно-возрастающая прогрессия (аедиа|- 
{4ег аибепз) такая, в которой разности или знаменатели возра- 
стают, как арифметическая прогрессия. 

Для геометрической имеем форму 


а, аа, аа (а-- 1), а4 (а-Н 1) (а--2), ...; 


13) [ап Ь11с 81 ш №Мкотас в! Сегазеп! агиптейсат игодис- 
Нопет ег, еб. Р1з34еШ, Гери, 1894. — ВоеЕН1из$, Пе шзН- 
{иНопе агИвтеНса Ни ЦП, е4. Еиефет, Герас, 1867. 

м) Сагаапиз, Ое питегогит ргориефаИЬиз, гл. 26. 
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для арифметической форму 
а, ата, ата 24а, а-а--2а-- за, ... 


9. Теория простых чисел. Семь предложений 14 — 20 отно- 
сятся к теории простых чисел. 

Первое из них равносильно фундаментальной теореме этой 
теории о единственности разложения составного числа на простые 
множители; интересно, что Евклид доказывает его лишь для слу- 
чая, когда эти простые множители входят лишь в первых сте- 
пенях — настолько далека от греческого ума была идея о разло- 
жении числа на простые множители. Проще всего, пожалуй, это 
можно объяснить тем, что в евклидовской классификации состав- 
ных чисел на плоскостные и телесные не было места для чисел 
состоящих более чем из трёх множителей; недаром при доказа- 
тельстве предложения 14 Евклид берёт число А, равное произ- 
ведению лишь Трёх сомножителей В, С, р. 

Предложение 15 говорит, что из трёх наименьших чисел, 
составляющих непрерывную пропорцию, сумма двух любых бу- 
дет первой с третьим. 

Если эти три числа будут наименьшими, то, согласно след- 
ствию предложения 2 книги УШ, их можно представить в виде 


92, ав, В, 


гдечи В суть первые между собой числа (у Евклида ОЕ и Е!). 
Теорема распадается на две: нужно доказать, что а? -|-яВ будет 
первым с #2 и затем, что а2-|-В2 будет первым с ав. 

Первая часть доказывается так: если а есть первое с В, то 
иа-|-В будет первым с В (предложение 28 книги УП), и а (а- В) 
будет первым с ; (предложение 24 книги УП), а значит, и с В? 
(предложение 25 книги УП). Но а(а-- В) =о2-- В (предложе- 
ние 3 книги П), и теорема доказана. 

Вторая часть доказывается так: если а-|- В будет первым са 
и В тои («-- 9)? будет первым с ав. Но (а-- 8): == ч2 --- 2 -|- 298 
(предложение 4 книги 11); дважды отнимая от этого равенства 
по ай, получим, что и остаток 92 -{[-В2 будет первым с 98. 

В доказательстве этой теоремы важно отметить два пункта: 

1°. Ссылка на предложения 3, 4 второй книги. 

2°. Употребление для вычитания термина ди=\5у и, который 
в \ книге обозначает вторую производную пропорцию. Так как 
в дальнейшем ди/Абуи употребляется только для обозначения про- 
изводной пропорции, то предложение 15, а также и предложе- 
ние 4 второй книги принадлежат к числу сравнительно ранних; 
весьма вероятно, что они сложились ещё до Евдокса, материал 
которого Евклид использовал в своей У книге. 

Предложения 16 и 17 являются леммами к двум задачам, 
решающимся в предложениях 18 и 19. 


22 Евклид 
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Первое из них читается так: если А и В — два взаимно про- 
стых числа, то не существует такого числа С, чтобы имела место 
пропорция 

А: В =В:С. 


Второе гласит: если А и ДР — взаимно простые члены непре- 
рывной пропорции А:В:С:), то не существует числа Е, удов- 
летворяющего пропорции 


А:В =рР:ЁЕ. 


Метод доказательства обоих предложений совершенно оди- 
наковый; ограничимся доказательством второго предложения. 
Из пропорции А: В =):Е следует: 


А_в 


Но Аир суть первые между собой; тогда, по предложениям 
20, 21 книги УП, А должно делить В, а О делить Е. Но если 
А делит В, то, по свойству непрерывной пропорции, оно разделит 
и О (отметим, между прочим, что Евклид в предложении 12 до- 
казывает лишь положение, обратное требуемому, считая, ве- 
роятно, прямое положение очевидным), что невозможно. 

Интересно, что Евклид формулирует конец доказательства 
несколько иначе, чем сделали бы мы: он говорит, что «А изме- 
ряет 4, 2, являющиеся первыми между собой; это же невоз- 
можно». Очевидно, что понятие чисел «первых между собой» 
было более ранним, чем понятие «первых вообще» чисел. 

В предложении 18 решается задача о нахождении третьей 
пропорциональной С к двум А и В, удовлетворяющей пропорции 


А:В—=В:С. 


Задача оказывается возможной, если 
В? 
— = целому. 
А у 


Это целое и будет искомой третьей пропорциональной, как легко 


видеть из ряда 
|, (- ) 
а:а:—:а.|—|. 
а а 


Не следует смешивать третью пропорциональную со средней 
пропорциональной, удовлетворяющей пропорции 


А:С =С:В, 
откуда 
С=УА.В. 
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Предложение 19 представляет интерес в том отношении, 
что, повидимому, в его доказательстве Евклад допустил ошибку. 
В этом предложении ставится задача об исследовании возможно- 
сти нахождения для А, В, С четвёртого пропорционального. Так 
как эта пропорциональная должна удовлетворять уравнению 


А: В —=С:х, 


то, с нашей точки зрения, решение получается очень просто. 
Так как 
В.С 


А ) 


то искомое пропорциональное существует, когда В.С делится 
на А, и не существует, когда оно не делится. К этому выводу 
приходит и сам Евклид в последней части теоремы. 

Возможно, однако, что перед умственным взором греческого 
математика одновременно рисовалась и другая задача: найти чет- 
вёртое пропорциональное не в простой, а в непрерывной про- 
порции: 


„Хх —= 


А: В = В:С =С:х. 


Тогда можно объяснить те четыре случая, которые он различает. 

1) Если А, В, С составляют непрерывную пропорцию и 

А первое с С; тогда, по предложению 17, задача невозможна. 

2) Если А, В, С не составляют непрерывной пропорции и 

`А, С взаимно простые. 

3) Если А, В, С составляют непрерывную пропорцию и 

А, С не взаимно простые. 
4) Если А, В, С не составляют непрерывной пропорции и 
А, С не взаимно простые. 

Второй случай даёт невозможное решение с точки зрения 
непрерывной пропорции, причём безразлично, будут ли А, С вза- 
имно простыми или нет. Посмотрим, как идёт доказательство 
Евклида. 

Рассуждая от противного, он допускает существование чет- 
вёртого пропорционального Д по уравнению 


А:В =С:)р 
и, кроме того, определяет некоторое целое число Е по пропорции 
В:С —=):Е. 
Тогда «по равенству» из этих пропорций получается 
| А С 


Поскольку А, С первые между собой, то они, по предложениям 
20, 21 книги УП, должны делить соответственно С и Ё, что не- 
возможно, ибо Ди С первые между собой. 


22* 
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Ошибка Евклида заключается в том, что он допускает суще- 
ствование целого числа Е, удовлетворяющего пропорции 


В:С —=р:Е, 


тогда как можно показать, что такого числа не существует. Дей- 
ствительно, Е должно удовлетворять уравнению 


А:С =С:Е, 


при 4, С же взаимно простых не может существовать такого числа 
Е, как это видно из предложения 16. 

Гейберг относит это неправильное доказательство на счёт 
самого Евклида. Клавий 15) и Борелли 16) исправляют ошибку Ев- 
клида, Коммандино 17) и Кампанус 18) оставляют текст Евклида без 
изменения. 

В третьем случае, с точки зрения непрерывной пропорции, 
решение получается, когда 

ВС _ С? __ 
4 — в — целому. 
ВС .. 
Так как при —4`› Равном целому, существует четвёртое пропор- 


циональное и в обычной пропорции, то возможно, что это обстоя- 
тельство и было причиной недоразумения самого Евклида или 
какого-нибудь из его переписчиков. 

Во всяком случае были переписчики, от которых ошибка 
Евклида не ускользнула. В ватиканском манускрипте Евклида 
(Ру Гейберга) в первой части доказательства есть вставка (после 
слов: «Тогда пусть не будут А, В, С последовательно пропорци- 
ональными при крайних, опять являющихся первыми между со- 
бой»): «Я утверждаю, что и так возможно; действительно, если А 
измеряет <произведение» В, С, то доказательство пойдёт подобно 
следующему далее. Если же А не измеряет «произведения» В, 
С, то невозможно подыскать четвёртое пропорциональное. На- 
пример, пусть А будет три какие-нибудь «единицы», В же шесть, 
С же семь. И ясно, что возможно. Если же А было бы пять, то 
никак невозможно. И просто, когда В есть кратное 4, возможно 
найти нетвёртое пропорциональное; если же нет, невозможно». 
(И. В. 

10. Решето Эратосфена (хосиуоу, с/огит Егтаоз®еп1$). Су- 
щественным дополнением к евклидовской теории простых чисел 
является так называемое эратосфеново решето, представляющее 


165) С]ау1из$, см. примеч. 1. 
16) Воге111, ЕисИаез гез4Иииз, Р1за, 1658. 
6 5) Сотшай4!{по, Еис1а1з Еететогит Ни ХУ, Резаго, 
72. 
18) Сатрапиз -ДашЬег{из, Еис141з Мебсагепз1з Ее. 
Сеот., Раз, 1516. 
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собой очень простой способ выделения всех простых чисел, не 
превосходящих какого-нибудь наперёд заданного целого числа М. 

По этому способу выписывают сначала последовательность 
всех натуральных чисел от 1 до М включительно: 


23, 4,5, ..., М. (1) 


Заметив, что 2 есть первое простое число < М, вычёркивают из 
этой последовательности каждое второе число, начиная с 22 =—4. 
Заметив, что первое, сохранившееся после 2, число 8 есть про- 
стое, вычёркивают из той же последовательности (1) каждое 
третье число, начиная с 32 —=9. Заметив, что после 3 нетрону- 
тым остаётся простое число 5, вычёркивают в последовательно- 
сти (1) каждое пятое число, начиная с 52—25, и т. д., Пока 
квадраты простых чисел не превосходят №. В результате такого 
«просеивания» выделяется последовательность всех простых чи- 
сел, не превосходящих №: 


2, 3,5,..., р= М. 
11. Простые числа линейной формы 139). Приводим некото- 


рые значения формы Й,--1, где Е, — произведение всех про- 
стых чисел до р включительно, которой пользуется Евклид: 


1-2 = 3 
112.3—= 7 
ыы 59 простые числа 
112.3.5.7.11= 2311 
1-[2.3.5.7.11.18=30 031 . 
1-1 2.3.5.7.11.13.17 
1--2.3.5.7.11.13.17.19 составные числа 
1-[2.3.5.7.11.13.17.19-23 


Следовательно, при одних значениях р возникают простые ч исла 
при других — составные. Задача о том, в каких случаях эти Числа 
будут простыми, представляется очень трудной и до сих пор не 
разрешена. 

Следует отметить, что та же форма 2,--1 приводит к за- 
ключению о существовании бесконечного множества простых чи- 
сел некоторых определённых форм, например 


211, би-- 1, 10" 1, 15-1 ит. д. 


Нетрудно убедиться, что число формы 4я —1 или простое, 
или же делится на простое число той же формы. 
В самом деле, 


(48—11) (42-6) =4и-- 1, 


19) Е. Гисаз, Твеойе 4ез потьгез, Ра{, 1891, 
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так что произведение множителей формы 4т-- 1 будет всегда 
давать числа той же формы, а не формы 4п — 1. 
Взяв вместо ,-|-1 выражение Ц, — 1, где 


Ир =22.3.5.7.11... (р—1).р, 


мы, воспроизведя евклидовское рассуждение, убеждаемся в су- 
ществовании бесконечного множества пробтых чисел формы 
4п — 1. 

Это положение представляет лишь частный случай замеча- 
тельной теоремы, высказанной Лежандром в 1788 г., но доказан- 
ной только в 1837 г. Леженом-Дирихле: «Всякая бесконечная 
арифметическая прогрессия Ех -- т, первый член т и разность Е 
которой являются взаимно простыми числами, содержит бес- 
конечное множество положительных простых чисел 4» 9). 

Вместо 2,--1 можно взять в доказательстве Евклида 


П (7) 1=1.2.3... р-Е1, 


где 1.2.35... р есть произведение всех целых чисел до р вклю- 
чительно, т. е. р! 
Если р — простое число, то оно будет делителем числа 


1.2.3... (РИ -1= (р И!-1. 


Например, 13 будет ‘делителем числа 479 001 601 = 12!---1. 

В этом состоит известная теорема Вильсона, с помощью ко- 
торой можно установить, представляет ли р простое или составное 
число (ибо, если р составное, то (р— 1)! 1 на р не делится). 

12. Формы простых чисел. Предложение 20 книги 1Х о су- 
ществовании бесконечного множества простых чисел можно пред- 
ставить в форме проблемы о разыскании простых чисел р > х, 
где х дано. 

Операции, решающие задачу, сводятся к операциям разложе- 
ния 7,--1 на множители. 

Математики старались найти формулу, разрешающую этот 
вопрос, т. е. выразить р через х: 


р=$ (*), 


где ф строится с помощью элементарных алгебраических операций 
и тех трансцендентных, которыми пользуется Анализ бесконечно 
малых. По отношению к последовательности всех простых чи- 
сел рь, р, Рз, ... следует различать задачи: 

1) О разыскании простого числа ра, большего чем данное 
простое число ри, т. е. 


Рт=Ф (ри), где т > п. 


20) Р. Ч. Ге] еипе-О1:1сВ1еф, Уоезипоеп Бег ДСаШеп- 
{Пеоше, ВгаипзсВ\е1х, 1894. — П. Г. Лежен-Дирихле, Лекции 
по Теории чисел, пер. под ред. Б. И. Сегал, М. — Л., 1936. 
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2) О разыскании простого числа р„-.1, непосредственно сле- 
дующего за данным простым числом ри: 


Ри--1 — $ (Ри). 
3) О разыскании простых чисел данного порядка: . 
Ри— $ (7). 


К этим проблемам следует ещё прибавить следующие: 

4) О разыскании $ (х) такой, что при всяком целом х$(х) 
представляла бы простое число. 

5) О разыскании такой ф (^х), что ‹(х) даёт бесконечное мно- 
жество простых чисел. 

6) О разыскании $(х), дающей точное число простых чисел, 
меньших Хх. 

Последняя из этих проблем эволюционирует в другую, хотя 
и тоже трудную, но для которой большие усилия математиков 
дали решение: о разыскании асимптотического выражения & (Хх) 
для ф (Хх), т. е. такого, что 


Задачи 4, 5, вероятно, являются неразрешимыми. Первая 
потому, что такой функции не существует, вторая потому, что 
хотя, как следует думать, все алгебраически неразрешимые формы 
и содержат бескочечное множество простых чисел, но для 
доказательства этого (в смысле убеждения в его справедливости) 
У нае недостаточно основных очевидных положений. 

Эйлер 21) приводит полиномы с целыми коэффициентами 


хх -17, 2—2-29, 22—41, 


дающие простые числа при следующих друг за другом значе- 
ниях х. Но это является случайностью. Нетрудно видеть, что 
полиномы с целыми коэффициентами не могут давать только 
простые числа. 

Так, если } (хо) ==р, то 


$ (хо ру) = (хо рУР' (х)-... 


должно уже делиться на р. 
Ферма думал, что все числа формы 


т | 


простые. Это верно для п==0, 1, 2, 3, 4, но уже оказывается 
неверным для и —=5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 18, 23, 36, 38, 73. 


21) Еи[ ег, Моцу. Мет. Ас. ВегИт, 1772. 
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Естественно думать, что то же следует сказать и о тех фор- 
мах, под которые различными математиками подводились простые 
числа. 

Линейная форма ах-Е- 6 при а и 6 взаимно простых содержит 
бесконечное множество простых чисел. Это доказал Лежен- 
Дирихле (ем. комментарий 11). Но других таких доказательств 
мы не имеем. 

Эйзенштейн полагал, что то же следует сказать и о форме 


22" {-1: Люка думает, что Эйзенштейн имел доказательство этого 
положения. Но сомнительно, чтобы такое доказательство воз- 
можно было найти для пп - |. 

13. Число простых чисел, не превосходящих данного 
числа х. Обозначим через т (х) число простых чисел, не пре- 
восходящих какого-нибудь положительного числа х. 


Уже Эйлеру (1707—1783) было известно, что о при 
п — ©. Это соотношение свидетельствовало о том, что количество 
простых чисел бесконечно мало по сравнению со множеством 
всех натуральных чисел, но не давало возможности хотя бы 
приближённо выразить арифметическую функцию т (п) в зависи- 
мости ОТ Я. 

Первую асимптотическую формулу для определения т (х) 
при больших х дал Лежандр в 1808 Г. во втором томе своей 
«Теории чисел» 22): 


х 


0) = тх— 108365 ° 


Эту формулу он проверил на таблице простых чисел от 10000 
до 1000000. 

Гаусс (1777—1855) в письме к Энке от 1849 г. (опублико- 
ванном в 1863 г.) указал 23) асимптотическую формулу 


А 
аи 
п (х) = И (х), где И = (пи 
2 


Сопоставляя значения т (х) и 11 (х) до х=3 000 000, Гаусс и 
Гольдшмидт установили, что, уже начиная с первой сотни тысяч, 
это число остаётся меньше [1 (х), причём разность, много раз 
колеблясь, постепенно растёт вместе с х (см. Б. Риман, Сочи- 

% 
нения, М.—Л., 1948, стр. 224). 

Следует заметить, что хотя ни Гаусс, ни Лежандр не фор- 

мулировали вполне строго требований к точности своих эмпири- 


22) А. М. Герепагте, Езза! зиг {а 4Пвое 4ез пошЬгез, П, 
Райз, 1808. 


28) Чаизз, \егке, ВЧ. П (Нбвеге АгившеНк), @б{тсеп, 1863. 
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ческих формул за пределами таблицы, они, видимо, стремились 
«ДОСТИЧЬ ‚асимптотической эквивалентности“ т (х) и аппроксими- 
рующей функции } (х), т. е. чтобы при безграничном увеличении х 


к (х 
отношение —— 
7(х) 
ление простых чисел, пер. с англ. Д. А. Райкова, М. — Л., 1936, 
стр. 9). 

В решении вопроса о распределении простых чисел огромное 
значение имели работы 24) П. Л. Чебышева (1821—1894). По мне- 
нию Э. Ландау — одного из крупнейших современных специа- 
листов по теории чисел, — Чебышев первый после Евклида суще- 
ственно продвинул вперёд решение этой проблемы. 

В своей первой работе, посвящённой этому вопросу, «Об 
определении числа простых чисел, не превосходящих данной вели- 
чины», опубликованной в 1848 .г., Чебышев установил связь между 


стремилось к единице» (А.Е. Ингам, Распреде- 


со 

значениями функции п(х) и поведением функции (=, ы 

п=1 п 
вблизи особой точки #=1 при действительных значениях 2. «Эта 
связь, — указывает А. О. Гельфонд в комментариях к рассматри- 
ваемой работе, — позволила ему открыть фундаментальный для рас- 
пределения простых чисел факт колебания к(х) около 14 (х) = 

х 


[1 
= Е», хотя этот факт «не мог быть дан Чебышевым в его 


шх 


2 
современной точной формулировке, именно, что разность х(х) — 
—11(%) бесчисленное число раз меняет знак (Литтльвуд, 1914) 
и ЧТО 


®(х) — М (х) = хех) шах, #(х) —ью 


(Адамар, Валле-Пуссен)». 
В другой своей работе —«О простых числах», опубликованной 
в 1850 г., Чебышев впервые нашёл границы колебания к (х) около 


шо" ©. установил, что существуют положительные константы 
а и 6, удовлетворяющие условию- 


х х 
а <т(х) < при х=2, 


24) П. Л. Чебышев, $иг 1а юпсНоп аш абегише 1а (©1а- 
146 4ез пошЬгез ргепиегз иЁ6еигз а ипе Птйе 4оппёе (М6то1- 
тез Чез зауап{$ 6тапоегз 4е ГАса4. Ппр. $1. 4е 51.-Р &етзБоигв, 
УТ [1848], стр. 1—19); Метоше зиг пошфгез ргепмегз (там же, 
УП [1850], стр. 17—33). См. Полн. собр. соч. П. Л. Чебыщева, 
т, |, изд. АН СССР, 1944, стр. 173 и 191, 


346 КОММЕНТАРИИ 


что, в свою очередь, позволило ему доказать так называемый 
постулат Бертрана: между хи 2х находится по крайней мере 
одно простое число. 


Чебышев доказал предыдущее неравенство для а = 0,92129... 
и 6 —= то — 1,105... Уточняя результаты Чебышева, Сильвестр 


установил, что при достаточно больших х выполняется нера- 
венство 
х 


х 
095 < =(я) < 105 7 


и что если х больше известного предела, то между хи 1,092 х 
имеется простое число. 


П. Л. Чебышев доказал (1850), что если существует предел 

отношения 
х 

и 

пи 
2 
при х —+ ©, то он может быть равен только 1. Опираясь на но- 
вые идеи Римана, высказанные им в 1859 г. в мемуаре «О числе 
простых чисел, не превышающих данной величины» 25), Адамар 26) 
и Валле-Пуссен 27) одновременно и независимо друг от друга уста- 
новили в 1896 г. существование и равенство единице вышеупомя- 


нутого предела, в результате чего был окончательно утверждён 
так называемый асимптотический закон простых чигел: 


п(х):-^ или п (х): 
шах 


х 


| Ибн = (9): | аи — т {= ы: р 


х- пи х- 09 шх 
2 


Дальнейшие исследования были посвящены, главным образом, 
наиболее точной оценке разности *«(х) —1(х) и развивались в 


25) В. К 1етапи, Оерег 4е Апга! 4ег Ргипха еп ищег ешег 
сесереп Стбззе (Мопазъенсв{е ег ВегИпег Акаепие, 1859), 
См. русский пер. в книге: Б. Риман, Сочинения, Гостехиздат. 
1948, стр. 216—224. 

26) ]. Нааатага, ЕфаАе зиг 1ез$ ргори@{з$ 4ез ТюпсНопз 
епНёге$ е{ф еп рагЯсиНег Ф’ипе ТопсНоп сопз1А6гве раг Кетапп 
(]оигпа| 4е та{6., +. 9, зег. 4, 1893, 171—215); биг 1а 4131БиНоп 
4ез 26г0з$ 4е 1а ТопсНоп &($) е{ зез сопзбаиепсез аг\птёНадиез 
(Ви|. 4е 1а $0с. та1й. 4е Егапсе, 24, 1896, 199—220). 

27) С. ]. 4е 1а Уа!16е-Р оизз1 п, КесвегсВез апа]уйдиез зиг 
]а {пбопе 4ез потьгез; Ртепиёте рае: Га ТопсНоп &($) 4е К1етапп 
61 1ез поттез ргепцегз еп обпёга! (Апп. 4е 1а $06. зале. 4е 
ВгихеЦез, 20., 1896, 183—256). 
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плане идей Римана, связанных со свойствами дзета-функции 6 (2) 
комплексного переменного 2. Однако, по мнению А. О. Гельфонда, 
«В настоящее время есть уже достаточные основания вернуться 
к идеям Чебышева и с этой стороны попытаться подойти к за- 
кону распределения простых чисел; другими словами, хотя бы 
найти удовлетворительную оценку для разности п(х) — [4 (х»*). 
14. Доказательство Эйлера и Гакса для теоремы 20 книги [Х. 
Совершенно на других принципах основано доказательство ЭЙ- 
лера28) существования бесконечного множества простых чисел. 
При р> 1 мы имеем разложение 


где полагаем р равным простым числам: 2, 3, 5, Т,... 
Перемножая такие разложения, мы получаем справа сумму 


1 
различных членов вида 5385. с положительными или равными 
нулю показателями а, В, %,..., так что 


1 1 1 1 1 1 1 
О О БИ Си Ива НВА 
а 1 | 

2 3 5 7 


Сумма гармонического ряда в правой части бесконечна. Но 
левая часть может обладать бесконечным значением только в том 
случае, если числс множителей, а значит, и простых чисел — бес- 
конечное множество. 


Существует ещё другое доказательство. 


Гакс 29) берёт неприводимую дробь Га + ...-- =. 


где 2, 3,...,р— простые числа, и указывает, что, с одной сто- 
роны числитель, очевидно, не делится ни на одно из простых 
чисел 2, 3,..., ри поэтому он или простое число, или делится на 


простое число большее р. 


Бесконечность множества простых чисел выводится также из 
формулы Эйлера 80) 


*) Комментарий 13 принадлежит В. А. Солодкову. (/7рим. ред.) 

28) 1.. Еи| ег, пгодисНо ш Апа1узи 1шНойогит, Г, Лозанна, 
1748 (русский пер. под ред. С. Я. Лурье, М., 1936), гл. ХГ. 

29) ]. НаскК$, Ас{. ша. 14, 1890 — 1891, стр. 329 — 386. 

30) Г. Еи!ег, шнодисчо, Г, гл. ХУ (см. примеч. 28). 
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где произведение в левой части распространяется на все простые 
числа, а сумма в правой — на все натуральные числа. Но правая 
2 


Г 
‘часть сводится к —, и 1? оказывается рациональным числом в 


том случае, если множество простых чисел ограничено. 

15. Теория чётных и нечётных чисел. Последние 16 пред- 
ложений 1Х книги представляют законченное целое, мало связан- 
ное с предшествующим материалом. Эти предложения, если ис- 
ключить два последних (35 и 36), поражают своей элементарно- 
стью и, с нашей точки зрения, вряд ли заслуживают специаль- 
ного выделения в самый конец арифметических книг Евклида, 
которые они как будто венчают. 

Немецкий исследователь Беккер в статье «Гебге уом Сега- 
4еп ип Опоега4еп т 1Х Висве 4ег ЕикКНа1зспеп Е1етете> в 
3-м томе «ОицеЦеп ипа Зи еп гиг ЧезсЬ1сЩе ег МаетайкК ипа 
РвузК» (ат. В. Зи еп ПТ, стр. 586—599) показал, что эта часть 
[Х книги может быть рассматриваема как остаток очень древней 
греческой математической науки. 

Эти предложения опираются на определение чётных и не- 
чётных чисел в начале УП книги (определения 6—10), к которым 
нужно присоединить последнее определение 23 совершенных чи- 
сел; теория совершенных чисел является истинным завершением 
всех этих предложений конца 1Х книги. 

Аргументация Беккера основывается на следующем. 

Во-первых, различение чётных и нечётных чисел, а также раз- 
ных подразделений чётных очень характерно для пифагорейских уче- 
ний, в которых противоположность между единицей и двойкой, 
чётом и нечётом принадлежала к числу основных. 

Во-вторых, доказательство в этой части ведётся на точках 
(«счётных камешках»), представляющих различные числа *); число 
есть совокупность монад-точек; такое представление числа тоже 
восходит к пифагорейцам. . , 

Два последних предложения (35 и 36) относятся к учению о 
совершенных числах, причём предложение 35 представляет лемму, 
необходимую для доказательства последнего предложения 36. 
В доказательствах этих теорем, равно как и в доказательстве 
предложения 32, используется материал, содержащийся в более 
ранних арифметических книгах, но Беккер показал, что эти дока- 
зательства могут быть заменены более простыми, опирающимися 
только на предложения 21—34. 


*) В гейберговском издании этот момент не отражён; числа 
в этом разделе, равно как и во всех чертежах предшествующих 
предложений, изображаются линиями, что по существу характерно 
лишь для послеэвдоксовского периода развития греческой мате- 
матики, когда число из собрания дискретных единиц превратилось 
в меру непрерывных величин, простейшей из которых является 
длина прямой линии, 


К КНИГЕ 1Х 349 


Начнём с предложения 32: «Из чисел, получаемых удвоением 
от двойки, каждое будет только чётно-чётным». 

При доказательстве этой теоремы у Евклида применяется 
предложение 13 книги [Х, формулирующееся так: «Если будет от 
единицы сколько угодно последовательно пропорциональных чи- 
сел, то же число, что за единицей, будет первое, то наибольшее 
число не будет измеряться никаким другим, кроме находящихся 
среди пропорциональных чисел». 

Можно обойтись без привлечения этой теоремы, используя, 
например, предыдущее предложение 31: «Если нечётное число 
по отношению к некоторому числу будет первым, то оно будет 
первым и по отношению к его удвоенному». Действительно, лю- 
бое нечётное число будет первым с двойкой, значит, будет пер- 
вым и с удвоенной двойкой, и с учетверённой ит. д., что и до- 
казывает нашу теорему; при этом не нужно выходить из того 
круга предложений, который начинается с предложения 21книги [Х. 

Так как предложение 35 является леммой для доказательства 
36, то мы можем его опустить и прямо перейдём к беккеровской 
реконструкции первоначального . доказательства предложения 36. 


Образован ряд чисел 1, 2, 4,...,2”, обладающих тем свой- 


ством, что сумма 
1--2--4--... 2” = р, 


где р есть некоторое первое число; доказать, что число 2®.р яв- 
ляется совершенным, т. е. равным сумме всех своих делителей. 


Делителями числа 2”.р будут, очевидно, следующие: 

1,2, 22,..., 27-1 27, 

р» 2р, 22р, ..., 27 71.р. 
Докажем, что другие делители у числа 2".р невозможны, 
Действительно, всякий делитель будет или чётным, или не- 


чётным числом. Но всякое нечётное число, отличное от р, не де- 
лит простого числа р, а согласно предложению 31 не будет де- 


лить и 2р, 4р,... и, наконец, 2”.р. 

Далее, если в качестве делителя мы возьмём чётно-нечётное 
число вида 2(2А-|-1), то, согласно замечанию, сделанному при 
доказательстве предложения 33, его половина разделит половину 


делимого, т. е. число 2А--1 будет делителем 2"—1), что, по пре- 
дыдущему, невозможно. 

Если в качестве делителя мы возьмём число, могущее быть 
представленным и как чётно-чётное, и как чётно-нечётное, т. е. 
число вида 27 (28 -[-1), где т меньше п, то, разделив делимое 


и делитель т раз на 2, придём к выводу, что 2" ".р должно 
делиться на 2^ -|-1, что невозможно. 

Наконец, если делителем было бы какое-нибудь число, могу- 
щее быть представленным только как чётно-чётное, т. е. число 
вида 27, то легко докажем, что т не может быть больше п, ибо 
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в противном случае оказалось бы, что нечётное число р должно 
было бы делиться на чётное число 2-Й. 
Теперь остаётся лишь доказать, что 


а-А-.- 2 -р-2р+... 12" М. р, 


Но сумма 1 --2--4--... 2” уже равняется р. Сокращая о5е 
части на р, приходим к необходимости доказательства равенства 


11-2-6426... 27-2, 


Это доказательство «на камешках» легко производится так (черт. 1). 


1 1=2 
11-2 =4 
11-2 4=8 


1-1 2-24-18 —16 


ИТ. Д. 


НЕЕ НВ 


Черт. 1. 
Доказательство, очевидно, опирается на то, что 


2--2—2.2, 


и, следовательно, 
й— П-]| ол 
2—1 271 — 07, 


и, таким образом, не требует предварительного знания формулы 
суммы геометрической прогрессии. 

Наличие последовательных удвоений Беккер сопоставляет со 
специально египетским способом умножения при помощи удвое- 
ния и видит в этом признак египетского происхождения учения 
о совершенных числах. 


` 
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Можно дать и более существенные доказательства в пользу 
египетского происхождения этой теории. 

Прежде всего, неоспорим тот факт, что египтяне употребляли 
два совершенных числа би 28. Если употребление числа 6, как 
кратного 2 и 3, может быть объяснено и другими причинами, то 
факт разделения египетского локтя на 28 пальцев вряд ли можно 
объяснить чем-либо другим, как не тем, что египтяне, создавая 
масштабную линейку, хотели, чтобы длина основной единицы рав- 
нялась сумме всех. кратных её подразделений. 

Наконец, немецкий учёный Гульч указал ещё следующие до- 
воды в пользу египетского происхождения понятия о совершен- 
ном числе *). 

Основным является евклидовское определение совершенного 
числа как «равного сумме всех своих частей». Эта формулировка, 
кажущаяся нам немного тривиальной, сейчас же уяснится, если 
мы прочтём у Евклида определение части (определение 3 книги УП]: 
часть есть число, укладывающееся целое число раз в большем, 


1 
таким образом, евклидовская «часть» есть дробь >. Это, конечно, 


сразу же заставляет вспомнить о египетском понятии дроби: 
ТОЛЬКО при Таком ограниченном понимании дроби-части уничто- 
жается тривиальность евклидовского определения совершенного 
числа. 

Понятие о совершенном числе возникло в связи с попытками 


представить единицу в виде суммы дробей с числителями, рав- 
ными единице: 


1 1 1 
Рае РГ 


что было необходимо египтянам для производства вычитания. 

Выполняя действие над дро5бями, египтяне заменяли их про- 
порциональными целыми числами (исчисление «секем»), что в не- 
которой степени соответствует нашему приведению к общему 
знаменателю. Пусть этот знаменатель будет №; умножив на него 
обе части нашего равенства и положив 


мои Мои МЩ 
п в 


мы приходим к равенству 


Мия... , 


*) Работа Гульча мне известна лишь по краткому упомина- 
нию У Таннери в «Мётоцез зсепиНаиез», т. Х, стр. 33—35; 
однако ход мыслей Гульча может быть вполне восстановлен. 
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т. е. число № должно быть равно сумме своих делителей. Если 
мы теперь потребуем, чтобы оно равнялось сумме всех своих де- 
лителей, то и придём к понятию совершенного числа. 

Мы разобрали историю совершенных чисел до Евклида; те- 
перь нам остаётся посмотреть, что сделал с ними сам Евклид. 
Ему принадлежат два последних предложения: 35 и 36. Первое 
из них, служащее у Евклида леммой для доказательства предло- 
жения 36, имеет громадное значение и само по себе: оно впер- 
вые в истории математической науки даёт формулу для опреде- 
ления суммы геометрической прогрессии. 

Идея евклидовского доказательства предложения 35 заклю- 
чается в следующем. 

Возьмём ряд чисел А, ВС, О, ЕГ, составляющих геометри- 
ческую прогрессию 


а, а4, а4?, а93. 
и вычтем по А—а из второго и последнего чисел; получится 
НС = аа — а, Е@ = а — а. 
Задача сводится к тому, чтобы доказать равенство 
а4—а а43 — а 
а ааа а?" 


При нашем способе обозначения доказательство этого равенства 
сводится к простому выполнению алгебраического деления 


7 19-4? 


Евклид же должен был прибегнуть к составлению производной 
пропорции с вычитанием: 


чай ай (ЖМИ), 
а 099 а? \4 ТК Ш 
аа—а _ 448—449 _ @43 — а9? СР.) 
а ____ @9 —_ а42 4 ПКП 
Если теперь мы напишем, что сумма предыдущих’ относится к 
сумме последующих, как один из предыдущих относится к одному 
из последующих, то и получим нужную нам теорему 


ка_ Е __ 
@  ГГ1К-Ш-1а’ 
а4а—а _ @3—а 


а —а-раа-рае’ 
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Из неё легко получается формула суммы геометрической про- 


грессии: 
$— 
ааа а9? = т . 


После этого доказательство предложения 36 приобретает 
такой вид. 


Пусть 12-2 --...-2"—1—р, где р — первое число; 
требуется доказать, что р.27-1 есть совершенное число. 
Составляем два ряда: 


_1. 
2, 22, 23,..., 2П-", 
р, 2р, 22р, и.) 27-29. 
«По равенству» (предложение 14 книги УП) будем иметь: 
-оп-1— п:0П-8 
2:27-1 —р:27-*р, 
что на основании предложения 19 книги УП даёт: 
р.21-—1—2.27-?р 
Для нас это равенство является очевидным; для Евклида же, 


при его способе обозначения, оно подлежало доказательству. 
Теперь Евклид переходит к суммированию ряда 


р-р 4р--... 2”. 


Приписав к нему ещё один член 2"—1р, он на основании предло- 
жения 35 получает: 


2р—р _ 2—1 — р 
р РЕЗ... 2" ар’ 


откуда, поскольку отношение в левой части равняется единице , 


вытекает: 
р-р... 27—20 = 2" —р 
и, значит, 


Ир=р-р-2р|... 2" р 
или, поскольку р—=О-А-... 2—1; 


тр... 2" (1-2... 2-9. 


Таким образом, число 2^—1р делится на все числа, стоящие в пра- 
вой части, и равно сумме всех этих делителей. 

Для доказательства, что 2й-1р есть совершенное число, нам 
остаётся только доказать, что оно не может иметь никаких дру- 
гих делителей. Это доказательство Евклид ведёт от противного. 


23 Евклид 
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Пусть 2—1 делится на некоторое число х, отличное от 
чисел, стоящих в правой части нашего равенства. Тогда мы 
должны будем иметь: 

| 27—1р — х.т, 


откуда 
р х 
т. — 9й—1 . 


Но х не может измерять 2"-1, значит, и р не будет измерять т 
значит, оно будет с ним первым. Отсюда следует, что 2И— 
должно измеряться т, т. е. т должно представлять некоторую 
степень двух. Пусть т==2/, в таком случае 


27 _ р 
20—17 21—71’ 


откуда 
2.2 и—г-—1р —= оп—1 „р=х.т. 


Если т==27, то х==2п-71р, что противоречит нашему предпо- 
ложению. Таким образом, всякий делитель 2"-1р должен заклю- 
чаться в ряду чисел, стоящих в правой части равенства: 


Иа-Иа... 2" 2р, 


т. е. 27-1р есть совершенное число. (И. В.) 

16. Иное доказательство предложения 22. В приложении 
к гейберговскому изданию Евклида помещено второе доказатель- 
ство предложения 22 (черт. 2): 


«Иначе. 


Или и так; поскольку теперь АВ нечётное, то отнимем от 
него единицу /В; значит, остаток 4/Г будет чётным. 


И В А р Е 
— 


Черт. 2. 


Опять, поскольку ВС нечётно и /В является единицей, то значит, 
ГС чвтное. Также и АГ чётное. Значит, и всё АС будет чётным 
(предложение 21 книги [Х). Вот на том же основании и СЁ будет 
четным. Так что и всё АЕ будет чётным (предложение 21 кни- 
ги [Х)>. 

17. Совершенные числа 3). Евклид для совершенного числа, 
т. е. числа, равного сумме всех своих делителей (отличных от 
него самого), даёт в предложении 36 книги 1Х формулу 


№М—= 22—14, 


. 91) См. примеч. 19. — Тгор1Ке, СезсН. 4ег Е1етегиаг-Ма{6., 
Ва. Г, 3. Аий., Ве!1. ипа Ге!рё., 1930, стр. 138—139 (С, П). 
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где 6 представляет сумму 1-12-22... -|-2Р—1 которая вы- 
ражается через 22 — 1, так что № (совершенное число) = 22Р—1Ж 


х (22 —1); при этом предполагается, что не только р, но и 
2Р — | простое число. 


Но из его рассуждения вовсе не следует, что всякое совер- 
шенное число будет такой формы. В настоящее время доказано, 
что всякое чётное совершенное число должно быть евклидов- 


ской формы, но до сих пор не найдено ни одного нечётного 
совершенного числа. 


Древние знали только следующие совершенные числа: 


1) 2 (22—16, 
2) 2? (28 — 1) =28, 
3) 24 (25 — 1) = 496, 
4) 26 (21 — 1) =8128, 


о которых упоминают Никомах и Боэций. Пятое совершенное 
число 
5) 212 (218 — |) —=33 550 336 


указывается Региомонтаном (1436 — 1476). Штиффель его не 
знает, но выставляет 


28 (29 — 1) =256.511 = 130 816 


как совершенное число, упуская из виду, что 511 не простое. 
В «Началах Евклида» Шейбеля (1. 5спеуЪ!) 1555 г. находим 
шестое и седьмое совершенные числа: 


6) 216 (2м — 1) =8 589 869 056, 


7) 218 (29 — 1) = 137 438 691 328. 
Восьмое ° 


8) 230 (281 — 1) =2 305 843 008 139 952 128 


принадлежит Мерсенну (1644). 
Только в конце ХХ в. было найдено Зеельгофом (З5ееШво!Н) 
(1885) девятое совершенное число 


, 9) 260 (261 — |) 
с 37 цифрами. 
В 1912 г. американец Ро\егз нашёл десятое совершенное 


число 
10) 288 (289 — |). 

В 1914 г. Рожегз и Еаидаиетьегоие нашли одиннадцатое число 
11) 2106 (2107 — 1). 

Раидиетфегоне доказал также, что будет совершенным число 
12) 2126 (2127 — 1); 

последнее с 77 цифрами. 


23* 
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18. Исследование простых чисел вида 22 — 132). Когда 
форма 2Р — 1, ‘входящая в евклидову форму, даёт простое число, 
то 22Р-—1(2Р —1) является совершенным. 


Для того чтобы 2Р —1 было простым, конечно, необходимо, 
чтобы р было простым. 


В самом деле, в противном случае, если р == в, то 2Р — | = 
—2% — 1 будет делиться на 2“ —|и 28—1. 
Но условие это вовсе не достаточно. Мы имеем, например, 


21 —1=23.89. 


Мы приводим таблицу, содержащую составные числа формы 
2Р —1 до р=251, которым поэтому уже не будут отвечать со- 
вершенные числа. 


|| 
11 23 59 17 995 179 559 
23 47 73 439 191 383 
29 233 79 2687 211 15 193 
37 223 83 167 223 18 287 
41 13 367 97 11 447 233 1399 
43 431 113 3391 239 479 
47 2351 131 263 251 903 
53 6 361 | 151 18 121 


Для чисел 11, 23, 29, 37 это было обнаружено Ферма, для 
41 — Плана, для 43, 47, 43, 59 — Ляндри, для остальных — Деляс- 
саром. 

19. Дружественные числа 33). Проблемой, аналогично разре- 
шаемой, является проблема о дружественных числах, т. е. таких, 
для которых сумма делителей одного равна другому, и обратно: 


с (р) =а, °(4)=р. 


Ямблих приписывает открытие дружественных чисел Пи- 
фагору. 


32) Гисаз (см. примеч. 19). —П. Л. Чебышев, Теория 
сравнений, СПБ, 1849. 


33) Тгор{Ке, Г, стр. 139 (см. примеч. 31). 
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Ему были известны дружественные числа: 


220 —1-[-2--4-- 71-Е 142, 
284—121 4-45-10 11-20-22 44-55 - 110. 
Арабский математик Табит Ибн-Корра34) (836—901) даёт форму 
для дружественных чисел, аналогичную той, какую даёт Евклид 
для совершенных, а именно: 
А=2Пр.а, В = 2", 
где 
р=3.2й — 1, д=3.21-—1 — |, 7=9.22"—1 — |. 


Ферма в письме к Мерсенну указывает дружественные числа 
17 296 и 18416, Декарт — 9363 584 и 9437 056. 


34) \МоерКе, МоНсе зиг ипе Шевойе а]ощёе раг ТваБИ реп 
Коггав а РагиптЕНаие зрёсшаНуе 4ез Сгесз, ]Тоигп. Аз. 20. 
Раз, 1852, стр. 433. 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ Х 


1. Постулаты Клавия. Клавий 1) отмечает, что Евклид неявно 
пользуется некоторыми очевидными положениями, которые Кла- 
вий выдвигает как постулаты и аксиомы. Их можно найти 
и в других комментариях, например Родия 2). 

К постулатам он относит только архимедову аксиому в сле- 
дующей форме: 

Гребуется, чтобы возможно было умножением какой-либо 
величины сделать, чтобы она превзошла любую величину 
того же рода. 

Аксиомами же выставляются следующие предложения: 

Г. Величина, измеряющая несколько величин, измеряет также 
их сумму. 

П. Величина, измеряющая какую-либо величину, измеряет 
также и ту, которую последняя измеряет. 

Ш. Величина, измеряющая целую величину и отнимаемую, 
измеряет также и остаток. , 

Эти аксиомы не следует отождествлять с теми, которые 
выставляются в начале арифметических книг, тах как не только 
для Евклида, но и для Клавия не всякая геометрическая величина 
выражается числом. 

2. К истории терминологии 3). Термины ритоё, &ерттоё — до- 
словно «выразимые и не выразимые» идут ещё от пифагорейцев; 
обиретроки 06 вошизтро, или асоиузтрое вводятся Феодором Киренским, 
учителем Платона. Теэтет, вводя наряду с простыми одночлен- 
ными ещё двучленные, различает уже руло: влизь и рттой боубщии, 
т. е. рациональные в длине и в степени, а также термин &%о%0% — 
иррациональные. 


1) С] ау! из, Орега та Мештайса, МобипЧае, 1612. Соштеп+. 
шп Ечс!аз Елетеща Сеот. ПЬ.Х. 
2) Ко41из, Еис!а1з Еетещогим Пой. ХШ, УщепЪегелае, 
1634. 
3) ТгорЕКе, Сезсв. 4ег Е1етежаг-МашетаЧк, Ва. И, 3. 
АцН., Вег|. ипа Ге1рё2., 1933, стр. 94—95 (С, 5). 
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Марциан Капелла (470 г. н. э.) переводит &^0110° латинским словом 
игаЧопаЙз, а Кассиодор обрьетрос и добриетрос через гаНЧопаЙз и 
ггаЧопаз. Термин сотштепзигаЪ1!1$, вполне отвечающий нашему 
термину «соизмеримый», вводится Боэцием (489—524). 

Герхард Кремонский (1114—1187), вместо итаНопаН$ чаще 
употребляет термин, заимствованный у арабов: зиг4из (глухой 
или немой). 


Леонардо Пизанский пользуется терминами га#опа!1, 1ггаЧо- 
паз и зигаиз. 


Брадвардин (около 1290—1349) берёт азиите{гиз вместо 1псот- 
тепзигаЪ1113. 

Термины зиг4из, игаопа!з$ встречаются и у позднейших 
авторов: у Рудольфа и Штиффеля. 

3. Определение соизмеримости и рациональности. Следует 
хорошо вдуматься в определения Евклида. Прежде всего, следует 
обратить внимание на то, что они относятся к геометрическим 
величинам вообще, а не к числам. 

В отношении площадей первое определение не требует ком- 
ментария. Площади, например прямоугольников, соизмеримы, 
если у них существует общая мера, и несоизмеримы, если этой 
общей меры нет. 

Но относительно прямой первое определение в евклидовской 
формулировке может быть неправильно понято. В евклидовском 
понимании прямые могут быть соизмеримыми и тогда, когда 
У них общей меры нет. Если прямую, как площадь, подвести 
под общее понятие величины, то под определение 1 подойдёт 
только один вид соизмеримости, т. е. линейная соизмеримость 
или соизмеримость по длине. Но Евклид ещё устанавливает поня- 
тие соизмеримости в степени, т. е. прямые а и В он называет 
соизмеримыми в степени‘ тогда, когда соизмеримыми являются 
связанные с ними площади квадратов, или — как выражается 
Евклид — квадраты на а и 6. 

Определение рациональности прямых может тоже породить 
недоразумение. 

Прежде всего, это понятие не абсолютное, как наше понятие 
рациональных чисел, а только относительное. Третье определе- 
ние следовало бы формулировать так: приняв за основную пря- 
мую а, мы будем называть и самоё а и все прямые Ё, с, 4, с ней 
соизмеримые, рациональными, а несоизмеримые — иррациональ- 
НЫМИ. 

Если признать, как это делает Лежандр, 4) а за ним и мы, 
взаимно однозначное соответствие между геометрическими вели- 
чинами и числами и принять за единицу какую-либо определён- 
ную прямую, то мы, при нашем понимании рациональности, 
должны принять за рациональные величины те, которые, будучи 
измерены этой единицей, выражаются рациональными числами. 

4) Герепаге, Е!6теп{з 4е овёошёмче, Райз, 1794; 12 64. 
1823; русский пер. — «Начальные основания геометрии», 1819. 


360 КОММЕНТАРИИ 


Но, по Евклиду, рациональными оказались бы и все прямые, 


которые выражаются числами вида У №, где М№М— рациональное 
число, Так как Евклид для рациональности предполагает соизме- 
римость в более общем смысле, — как линейно, так и в степени. 

Дело значительно осложняется тем, что из площадей рацио- 
нальными, согласно определению 4, будут только те, которые 
выражаются рациональными числами, так как для площадей не 
существует соизмеримых в степени, так как квадрат площади 
уже никакого геометрического смысла не имеет. 

4. Начало истории иррациональных величин. Пифагорей- 
цам следует приписать открытие не иррациональных чисел, 
а иррациональных или — лучше сказать — несоизмеримых вели- 
чин, т. е. величин, не имеющих общей меры или таких, отноше- 
ние которых не выражается отношением целых чисел. 

Чтобы уяснить себе значение этого открытия, следует встать 
на раннепифагорейскую точку зрения, которая сохранилась у 
индусских математиков \ — У] вв. н. э. 

На этой ступени математического развития считалось, что 
все геометрические величины могут быть выражены рациональ- 
ными числами, причём приближённые значения чисто механи- 
чески принимались за точные 5). 

Пифагорейцы старались найти отношение диагонали квадрата 
к его стороне в числах, но им удавалось найти только прибли- 
жённые значения ИУ2, и то, что это были не точные, а только 
приближённые значения, ими тоже сначала не осознавалось. 

Так получались дроби: 


3 
о ? 


7 174 
5 ’ 12? 29? °°° 

Процесс нахождения приближений, развёртывающийся без 
конца, должен был навести на мысль (выражая результат в ариф- 
метической форме), что не существует рациональной дроби, рав- 
ной И2. 

Нельзя точно определить, когда было открыто доказательство 
несоизмеримости диагонали квадрата с его стороной; по всей 
вероятности, это имело место в первой половине \ в. до н. э. 
Известно только, что учитель Платона Феодор Киренский уже 


имел доказательство иррациональности УЗ, У5 ит. д. до У17. 

Аристотель упоминает о доказательстве несоизмеримости 
диагонали квадрата с его стороной, которое аналогично приво- 
димому в дополнениях к Х книге (см. комментарий 67) и осно- 
вано на том, что в случае обратного предположения одно и 
то же число оказывается и чётным и нечётным. 


5) Тгор!Ке, Сезсв. 4ег Е1етешаг-Ма{в., Ва. ЦП, 3. АцИ., 
стр. 82 (С, 5). 
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Теэтету Афинскому приписывается первая теория иррацио- 
нальных чисел. 

Теория пропорций, вначале относившаяся только к соизме- 
римым величинам и представлявшая теорию числовых пропорций, 
образцом которой являются арифметические книги «Начал», 
обращается трудами Евдокса в У книгу евклидовых «Начал», 
в которой вся теория проводится без обращения к числам. 
Следующей ступенью развития является теория иррациональных 
чисел, начало которой кладёт Теэтет, но главная заслуга обра- 
ботки которой бесспорно принадлежит самому Евклиду. 

Освобождение же теории иррациональных чисел от геометри- 
ческой формы идёт от арабов. Именно арабские комментаторы, 
в частности Ан-Найризи (Аннариций), постепенно обращают 
ипррациональные вгличины в иррациональные числа, называемые 
у Леонардо Пизанского глухими. 

5. Процесс Евклида. Первое предложение Х книги имеет 
особенно большое значение в «Началах» Евклида. 

На нём основывается так называемый метод исчерпывания, 
на месте которого стоит сейчас современная теория пределов 
и который совершенно неправильно понимали математики второй 
половины ХУШ в., отождествляя его с теорией пределов. 

В первом предложении Х книги Евклид доказывает, что если 


. а 
от данной величины а отнять величину в >-, от остатка 


а С1 
61 =@а — 61 =5 отнять величину 8» > 5, от остатка с2==с1 — 


а [3 , 
— = отнять 93 > 5 и т. д., ТО после конечного числа п ша- 


а [12 зо 
тов можно получить остаток с» = 5п, меньший любой наперёд 


заданной величины 0. 

Конечно, Евклид не мыслит переменными величинами, вся- 
кая величина для него не текучая, а как бы кристаллизо- 
ванная, что, впрочем, характерно и для других понятий в 
античной науке. Круг идей, в котором вращается даламбе- 
рова теория пределов 6), совершенно иной, чем тот, в котором 
живёт Евклид. 

Но мы должны здесь ввести некоторый корректив. 

Величины, получаемые процессом Евклида, с точки зрения 
классической математики обращаются в значения переменной, 
стремящейся к нулю, т. е. бесконечно малой (не актуально, а 
потенциально, т. е. в возможности). 

Дальнейшая эволюция математической мысли, которая в по- 
исках строгого обоснования Анализа бесконечно малых вынуждена 


6) М. РА|ешЬегъ Епсуорёйе 4ез зепсез, 4ез а1{$ ей 
4ез тёйегз, слово Мшйе, 
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была обратиться к актуальной бесконечности, т.е. к тгории 
множеств, повернула обратно к Евклиду. Она стала характери- 
зовать величину или множество не тем, что в них есть, но тем, 
что мы с ними можем сдглать. 

Бесконечные множества стали определяться как равные или 
эквивалентные, если возможно установить между ними взаймно 
однозначное соответствие, так что каждому элементу первого 
множества отвечает один и только один элемент второго, и 
обратно. 

Можно сказать, что то понятие бесконечно малого, которым 
жил классический Анализ, начало постепенно исчезать. 

Бесконечно малое переставало быть тем, чтб изменялось, 
имея своим пределом нуль, или что опускалось ниже всякой 
поставленной границы; оно становилось тем, чтб можно сЭелать 
по абсолютной величине меньше всякэго данного положитель- 
ного числа. 

Если обозначить последовательность чисел, получаемых в про- 
цессе Евклида, через о1, 4», 3, ..., аи, ТО, говоря современным 
языком и избегая термина «бесконечно малое», мы можем, как 
это принято в современном Анализе, написать а„ <: (= > 0) при 
пу т. е. можно взять у настолько большим, что для значений п, 
больших у, величина а, будет меньше наперёд заданного поло- 
жительного числа . Конечно, при этом мы сближаемся с Евкли- 
дом, Уудаляясь от Д’Аламбера. 

Такая последовательность операций, когда от данной вели- 
чины отнимают не менее её половины, от остатка тоже отнимают 
не менее его половины и т. д., называется иногда алгорифмом 
Евклида. Во избежание возможных недоразумений (смешение 
с известным алгорифмом, изложенным в предложениях 1Ы— 
3 книги УП) мы будем говорить в этом случае о процессе 
Евклида. 

Этот процесс, как известно, является основной опера- 
цией при доказательстве различных положений в теории мно- 
жеств. 

Мы например, его употребляем, когда доказываем, что бес- 
конечное, но ограниченное множеств) имеет обязательно 
точку сгущения (причём берём случай деления не на неравные 
части, а пополам). 

Пусть дано множество точек бесконечное, но ограниченное, 
т. е. помещающееся на отрезке АВ. Разделив этот отрезок попо- 
лам точкой С, мы должны утверждать, что данное множество 
бесконечно по крайней мере в одной из половин АС или СВ (ибо 
‚в противном случае оно было. бы конечным). Так же мы поступаем 
с той половиной, например АС, где оказывается бесконечное 
множество точек, и т. д. В результате, употребляя процесс Евклида 
и используя его теорему, мы должны будем уместить бесконеч- 
ное множество точек на сколь угодно малом отрезке. В это 


доказательство вводится поправка, благодаря которой интуитив- 
ный материал исключается. 
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Обозначая координаты концов стягивающихся отрезков (т.е. 
расстояния их от начала отрезка) через 


а < а2<аз<...<а,, 
>> Ь>... >В, 


мы будем иметь две монотонные последовательности с разностью 
в, — аи, которая может быть сделана как угодно малой. 

Последнее устанавливает существование предела для началь- 
ной и конечной точки стягивающихся интервалов, т.е. существо- 
вание не только сгущения, но и точки, в окрестности ко- 
торой происходит это сгущение. 

6. Второе доказательство предложения 1. В приложениях 
к 3-му тому «Евклидовых Начал» в издании Гейберга помещено 
и другое доказательство предложения 1: 

«Первая теорема иначе. 

Положим две неравные величины АВ, С; и поскольку С мень- 
шая, то она, взятая кратной достаточное число раз, когда-нибудь 
станет больше величины АВ. Пусть это случится <сеё кратным» 
[М; разделим его на равные С «части», и пусть они будут МО, 
@Н, НЬ и от АВ отнимем большую чем половина «часть» ВЕ, 
и от РА — большую чем половина «часть» ЕД, и будем это де- 
лать постоянно, пока «количество» делений в Г/М не сделается 
равным «количеству» делений в АВ. Пусть это случится с ВЕ, 
ЕР, БА, и пусть БРА будет равна каждой из АГ, ЁМ№, МХ, и 
будем это делать, пока «количество» 
делений АХ не сделается равным 7 7] Е |) [д 
«количеству делений» [М (черт. 1). -—щ—— 

И поскольку ВЕ больще половины 
ВА, то БЕ будет больше БА; значит, м @ И [ 
тем более, она будет больше ДА. 


Но ДА равна ХМ; значит, ВЕ будет ——— 
больше М№Х. Опять, поскольку ЕБ А МХ 
больше половины ЕА, она будет боль- 

ше ЛА. Но ДА равна №, значит, Черт. 1. 


ЕО будет больше М№Ё. Значит, вся 
РВ будет больше ХЁ. Но РА равна [К. Значит, вся ВА будет 
больше ХА. Но МГ больше чем ВА; значит, тем более, МГ будет 
больше ХК. И поскольку ХМ, МЕ, ГК равны между собой, также 
и МС, СН, НГ равны между собой, и количество <делений> в 
МГ равно количеству в ХК, то значит, будет, что как АЁ к [Н, 
так и АХ к [М (предложение 15 книги У). Но [М больше КХ; 
значит, и ЯН! больше [А (предложение 14 книги У), и //1 равна 
С, КЁ же ‹равна> АД; значит, С будет больше АР; что и тре- 
бовалось доказать». 

7. Аксиома Архимеда. Не следует считать предложение 
] книги Х за эквивалент архимедовой аксиомы, по которой для 


любых а и р всегда можно найти такое целое число и, что будет 
па > 6. 
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Мы уже видели, что в планиметрических книгах Евклид 
нигде не выставляет это положение как аксиому, но вносит 
свойство, выражаемое аксиомой Архимеда, в определение вели- 
чин, между которыми может существовать отношение (опре- 
деление 4 книги \). 

Архимед же вполне определённо выставляет следующее по- 
ложение в форме аксиомы: 

Если даны две неравные величины а и В (@`> 5), то кратное 
них разности (а — 5) может превзойти всякую данную величину. 

Есть основания приписывать первое выявление этой аксиомы 
Эвдоксу 7). За это, между прочим, говорят слова и самого Архи- 
меда, который замечает, что этой леммой пользовались другие 
геометры, например, при доказательстве предложений о том, что 
площади кругов относятся между собой как квадраты радиусов 
или объёмы сфер — как кубы радиусов, а также при определении 
объёмов пирамид и параллелепипедов. 

Все эти открытия приписывают Эвдоксу. 

Мы проанализируем, пользуясь современным обозначением 
зависимости как первого, так и второго (в дополнениях) доказа- 
тельств от архимедовой` аксиомы. 

В первом доказательстве своим процессом Евклид из а полу- 
чает отрезки 


а а 
1—5, С —= д, ПО = 


Он задаёт произвольно Ви строит отрезок 
а = пб, 


где и означает порядок си. 
Но можно всегда, на основании аксиомы Архимеда, п вы- 
брать так, чтобы выполнялось неравенство 


пра, 
а так как 
аза-е-...-Н с», 
па с... си. 
<<... < а (*) 


п.с<а-е-... си, 


значит, ис, < пб ис, < 6, 


то, следовательно, 
Но 


и потому 


7) Еч+ос!из, Соштеги. в «АгсШтед1$ Орега ошша» е4. 
Нефеге, Ш, Гаряс, 1880—1881. 
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Второе доказательство тоже включает утверждение о воз- 
можности подбора такого п, чтобы выполнялось неравенство 


4=— ив `> а. 


Здесь строится ещё отрезок ис, ==, который в силу соотно- 
шения (*) будет меньше 4, и, следовательно, меньше 4. Затем 
используется пропорция 


си: = 1:4. 
и из того, что [< 4, заключается, что также 
си < 6. 


8. Парадокс Зенона 8). То, что Евклид в своём процессе (см. 
комментарий 5) не мыслит ни актуально ни потенциально беско- 
нечно малого, мы вполне выявим анализом того настроения умов, 
в атмосфере которого он жил. Здесь следует вспомнить пара- 
доксы Зенона (около 490—430 до н. э.), философа элейской 
школы, в которых в настоящее время часто видят гораздо больше 
того, что в них заключается. 

Если попытаться выразить языком евклидовых «Начал» сущ- 
ность возражений Зенона против движения, то можно, пожалуй, 
сказать, что она сводится к следующему. 

Движения не существует. Почему? Потому, что движущееся 
тело должно было бы завершить не завершающийся евклидов 
процесс. 

Быстроногий Ахилл, говорит Зенон, не может догнать чере- 
пахи, так как, когда Ахилл передвигается на половину расстояния 
от черепахи, последняя передвигается на небольшое расстояние, 
которое она прошла в то же время. Когда Ахилл передвигается 
опять на половину остающегося расстояния, черепаха тоже пе- 
ременяет своё место, продвигаясь вперёд, и т. д. 

Этот процесс деления пополам расстояния между черепахой 
и Ахиллом никогда не может быть закончен. Отсюда делается 
заключение, что Ахилл никогда не догонит черепахи. 

На первый взгляд кажется, что простейшим объяснением 
парадокса является следующее. Зенон из того, что ему потре- 
буется бесконечное время для завершения процесса Евклида, 
неправильно заключает, что результат этой операции не суще- 
ствует. 

Но действительная причина здесь лежит несколько глубже: 
невозможность выводится из того, что завершение этой операции 
предполагает актуальную бесконечность, т. е. завершённую 
бесконечность, с которой мы вполне примирились, — более того: 
положили в основу логического обоснования Анализа, — но кото- 
рая в глазах древних всегда являлась понятием неприемлемым. 


8) А. Маковельский, Досократики, ч. 2, Казань, 1915.— 
С. А. Богомолов, Актуальная бесконечность, Л. — М., 1934. 
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Аристотелевская критика зеноновских парадоксов основыва- 
лась на установлении различия между актуальной и потенци- 
альной бесконечностью и признаниии потенциально-бесконечной 
делимости характеристическим свойством непрерывного. 

«... Ошибочно рассуждение Зенона», — указывал Аристо- 
тель 3), — «что невозможно пройти бесконечное, т. е. коснуться 
бесконечного множества отдельных частей в ограниченное время. 
Ведь длина и время, как и вообще всё непрерывное, называются 
бесконечными в двояком смысле: или в отношении деления или 
в отношении границ. И вот, бесконечного в количественном от- 
ношении нельзя коснуться в ограниченное время, бесконечного 
согласно делению — возможно, Так как само время в этом смысле 
бесконечно». 

Хотя некоторые авторы и стараются в «Эфодике» Архимеда, 
в псевдоаристотелевском сочинении «О неделимых линиях» видеть 
что-то вроде актуально бесконечно малого в актуально беско- 
нечном числе 10), т. е. неделимые Кеплера 11) и Кавальери 12), 
но, вникнув глубже в античную мысль, мы не найдём ничего 
такого, что бы вполне определённо и ясно говорило заэту точку 
зрения, а изучение хода средневековой мысли уже вполне вы- 
являет ту эволюцию мысли, которая от отрицания бесконечности 
привела к её признанию сперва в теологической, затем космоло- 
гической и, наконец, математической области. 

То же следует сказать о потенциальной бесконечности, за- 
ключающейся в понятии предела. Я не буду разбирать довольно 
тонкий вопрос о различии аристотелевского понятия потенции 
и просто логической возможности, которая входит в даламбе- 
ровское и современное понятия математической потенциальной 
бесконечности. Отмечу лишь, что в аристотелевском понятии 
потенциальной бесконечности предполагается только переход 
через все ставящиеся границы, но понятие это не заключало 
иследа приближения к определённой цели. 

Как’ Евклид смотрел на свой процесс? 

Я думаю, что того противоречия, которое видел Зенон, 
Евклид не видел. Он не видел в нём актуальной бесконечности. 
Вернее всего, он стоял на точке зрения Аристотеля. Влияние 


9) Аристотель, Физика, кн. УГ; пер. В. П. Карпова, 1937. 

10) Ф. Петрушевский, Архимеда две книги «О шаре и 
цилиндре», «Измерение круга» и «Леммы», СПБ, 1823. — АгсЬ1- 
ше4!$ орега опича, её. Нефеге, Гарас, 1880 — 1881, уо|. П, 
«Квадратура параболы». 

1) Кер!ег, Моуа з1егеотеййа ЧоПогит ушайогит (1112, 
1615). Русск. перевод: «Новая стереометрия винных бочек», — 
М. —Л., 1935. 

12) Сауа!{ег!, Сеотей1а 11491151ЮШит сопИпиогитш поула 
ацаат гаЧопе ргошофа, 1635. Бонавентура Кавальери, 
Геометрия неделимых, пер. С. Я. Лурье, 1939. 


К КНИГЕ Хх 367 


логики Аристотеля 13) на Евклида стоит вне сомнения. Я думаю 
что аристотелевское решение элейских парадоксов было в то 
время принято большинством, в том числе и Евклидом. 

9. Необходимое и достаточное условие несоизмеримости. 
Евклид доказывает, что невозможность ограничиться конечным 
числом шагов в применении его алгорифма является достаточным 
признаком иррациональности. В сущности для доказательства 
пррациональности это только и нужно. 

Но, как указывает Клавий 14), имеет место и обратная теорема: 

Если из двух данных несоизмеримых величин всегда вычи- 
тается меньшая из большей попеременным вычитанием, то 
никогда последующая не будет измерять предыдущую. 

Пусть, говорит Клавий, из двух величин АВ и СДО вычита- 
ется меньшая АВ из большей СО и остаётся остаток ЕО. Также 
пусть из АВ вычитается ЕО, остаётся ЕВ ит. д. Я утверждаю, 
что при таком попеременном вычитании никогда последняя не 
будет измерять предыдущую. 

Ибо, если это будет, то ЕВ измерит предыдущую ЕР. Но 
вследствие того, что РВ измеряет ЕД, а ЕР измеряет АР, то 
ЕВ измеряет также и АР. Но она измеряет себя. Поэтому ЕВ 
измеряет и целую АВ. Но АВ измеряет СЁ, так что РВ изме- 
ряет и СЕ. Если теперь принять, что РВ измеряет ЕО, то ЕВ 
измеряет и целую СО. Но доказано, что РВ измеряет АВ и по- 
тому ЕВ измеряет обе АВ и СР, что противоречит предположе- 
нию о несоизмеримости АВ и СО. 

Геометрический алгорифм Евклида вполне отвечает ариф- 
метическому; доказательству теоремы 2 и решению задач 3, 4 
вполне отвечают предложения |1 — 3 книги УП. Следует только 
вместо числа поставить величину и вместо измерения в арифме- 
тическом смысле (по-нашему — деления) поставить геометрическое 
измерение. 

10. Соотношения между величинами и числами, Предло- 
жения 5—8 образуют замкнутое целое и разбирают вопрос: когда 
отношение между двумя величинами может быть выражено в чис- 
лах? Ответ на поставленный вопрос заключается в том, что это 
имеет место только для соизмеримых Величин. 

В рассуждениях Евклида имеется один существенный пробел. 

Определение пропорциональности между числами установлено 
Евклидом в определении 21 книги УП: 

Числа являются пропорциональными, если первое от второго 
и третье от четвёртого будут равнократными, или той же самой 
частью, или теми же «частями». 

Определение пропорциональности величин дано в определе- 
нии 5 книги У. 


13) Аг1зфо{е[ез, Апа]у4са риота, Орега отща е4. ГЧо\, 
1848 — 1869. . 

м) СТау1из, Орега та{в., 1612; Е!ет. Еис!. В. Х, ргор. 2, 
сгр. 399. 
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«Говорят, что величины находятся в том же отношении, 
первая ко второй и третья к четвёртой, если равнократные первой 
и третьей одновременно больше, или одновременно равны, или 
одновременно меньше равнократных второй и четвёртой каждая 
каждой при какой бы то ни было кратности, если взять их в соот- 
ветственном порядке». 

Ниоткуда не следует, что первое определение является част- 
ным случаем второго. Соответствующее доказательство было 
включено Симсоном в его издание Евклида (см. НеафнН, Те 
Чуепп Воокз оЁ ЕисИФз Ейетещз, у0[. П, 126, 2-е изд., 
СатЬасе, 1926). 

Нужную нам часть доказательства можно изложить так. 

Если числа а, 6, с, 4 составляют пропорцию 


а _с 
а’ 

то, согласно определению 21 книги УП, 

а=тЬ, с =та, 


где т — некоторое рациональное число. 
Возьмём два любых числа ри 4; тогда, если 


тр24 
< ) 
то и 


> > 
ра = 46, ре= да, 


а это и означает, что наши числа будут пропорциональными 
в смысле определения 5 книги \. 

Если теперь будем большими буквами изображать величины, 
а малыми числа, то для двух соизмеримых величин. Аи В с 0б- 
щей мерой С будут иметь место равенства 


А=аС, В=еС, 


где 4 ие будут некоторые вполне определённые целые числа. 


Так как 
А В 
= в=% 
то 
да Ве © — 1 
СОТ СТ" Ве, 


откуда, «по равенству», 
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Таким образом, А по отношению к В и 4 по отношению к е бу- 
дут равнократными, т. е. пропорциональными в смысле 21, УП; 
поскольку же доказано, что 21, УП будет частным случаем 5, \, 
то величины А и В будут пропорциональными числам 4 ие 
и в смысле определения 5 книги У. 

В предложении 6 доказывается обратная теорема: если 


ле, то существует общая мера для А и В. 
Имеем 
2 =. С, ес—1 
Отсюда 
А (1 С 1 
ст те 


«По равенству» 


„ 4 
Из равенства отношений © заключаем, что 


по предложению 9 книги \У это равносильно равенству В = 1. 
Поскольку же С есть общая мера Ак /, то, значит, она будет 
общей мерой и для Аи В=Г. 

Доказательства предложений 7 и 8 не требуют пояснений. 
(И. В.) 

11. Другое доказательство предложения 6. В приложении 
к изданию «Евклидовых Начал» Гейберга приводится также и сле- 
дующее доказательство этой теоремы. 


«6-е предложение иначе. “———— 
Пусть две величины А, В имеют 
между собой отношение, как число 2-=——_— р—— 


С к числу О; я утверждаю, что Эти 
величины будутсоизмеримыми(черт.2). 

Действительно, сколько будет в 
С единиц, на столько равных «частей» 
пусть будет разделена А, и пусть Е 
будет равна одной из них; значит, будет, что как единица к числу С, 
так и ЕкА (предложение 15 книги У). Будет же, что и как Скр, 
«так и> А к В; «по равенству» (предложение 22 книги \), значит, 
будет, что как единица к Д, <так и» Е к В. И единица измеряет 2; 
значит, и Е измеряет В. Также и Е измеряет А, поскольку и 
единица «измеряет» С; значит, Е измеряет каждое из А, В; 


ы—Ц`— =—— 


Черт. 2. 


94 Евклид 
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значит, А, В будут соизмеримы, и общей их мерой будет Ё, 
что и требовалось доказать». 

12. Теорема Теэтега. Предложение 9 книги Х равносильно 
утверждению, что корень из неточного квадрата не может выра- 
жаться соизмеримым числом. 

В формулировке теоремы («соизмеримы в степени») интересно 
отметить одно обстоятельство, указывающее, до какой степени 
прочно в уме греческого математика укоренилась идея о цело- 
численной пропорциональности. 

Первоначальное определение отношения (определения 3, 5 
книги \У) предполагало целое число, указывающее, во сколько 
одно число или одна величина больше другой: так появилось 
представление о «части (№00$)» и «кратном (п>\ик)аочов)», т. е. 


в нашем смысле обпи >. › Где п — целое число. Дальше произо- 


шло расширение понятия отношения на дробные числа (в нашем 
смысле), возникло определение 4 книги УП, понятие «частей 


‚ т 
(вёрт)», т.е. >. Нужно, однако, отметить, что евклидова «дробь» 


в действительности представляла пару целых чисел ти п, при 
помощи которых выражалось данное отношение. После открытия 


иррациональности У 2 пришлось отказаться от возможности вы- 
ражения в целых числах всех отношений величин; однако наряду 
с несоизмеримыми линейно (11 ^=) возникли соизмеримые в сте- 
пени (бур), отношение квадратов которых выражалось при 
помощи целых чисел. 


Несоизмеримость У 2 была установлена пифагорейцами, по 
всей вероятности, не позже середины У в.; несоизмеримость 


УЗ, У5,..., УШМ знал уже Феодор Киренский, учитель Пла- 
тона, во второй половине У в.; наконец, нэсоизмеримость квад- 
ратного корня из неточного квадрата была установлена Теэтетом 
(первая половина [У в.), как о том свидетельствует схолия к рас- 
сматриваемому предложению (предложение 62 книги Х, ЕисИ4е$ 
(Нешего), \, стр. 45)): 

«Теорема эта является теэтетовым изобретением и о ней 
упоминает Платон в «Теэтете», но там она находится в более 
частном виде, здесь же в более общем; действительно, там он 
говорит о том, что квадраты, измеряемые квадратными числами, 
имеют и стороны соизмеримые. Но это более частное предложе- 
ние, ибо оно не охватывает все соизмеримые площади, у которых 
и стороны являются соизмеримыми». 

Предложение 9 с нашей точки зрения сводится к равенствам 


А:В =с:а, 
А?: В2 — с2: 42, 


где 4, В — длины, а с, 4 — измеряющие их отношение целые 
числа. 
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У Евклида доказательство идёт сложнее. При доказательстве 
прямой теоремы он от равенства 


А:В =е:а 


восходит к равенству 2?: В2 —= 62:42 при помощи ссылок: 1) на 
предложение 20 книги У! — отношение площадей подобных фи- 
гур равно двойному отношению сходственных сторон, 2) на пред- 
ложение 11 книги УПГ— отношение квадратных чисел равно 
двойному отношению их сторон — и3) на положение, что равенство 
двух отношений влечёт за собой и равенство соответствующих 
двойных отношений, которое у Евклида нигде специально не 
выражено, но может быть получено в результате некоторого 
видоизменения предложения 22 книги \У[. 

Доказательство обратной теоремы опирается на обратное 
положение, что равенство двойных отношений влечёт за собой 
и равенство простых отношений (А. В.). 

13. Другое доказательство предложения 9. В приложении 
к 3-му тому гейбэрговского издания Евклида приведено ещё 
следующее доказательство: 

«9-е предложение иначе (черт. 3). 

Действительно, поскольку 4 соизмеримо с В, то оно имеет 
отношение, как число к числу (предложение 6). Пусть оно будет 
иметь <отношение», как Ск р, и пусть С, умножая само себя, 
произведёт Е, С же, умножая Ш), произве- 
дёт 1, ) же, умножая само себя, произве- д .—щ—щ——щ 
дёт Н. Поскочьку теперь С, умножая само 
себя, произвело Ё, умножая. же О, произ- 8 = 
вело /, то, значит, будет, что как С к О, 
т. е. как А к В, [так и] Ек / (предложение 
17 книги УП). Но как А кВ, так и <квад- Й н_ч 
рат» на 4 к <прямоугольнику> между 4, В; 
значит, будет, что как квадрат на 4 к <пря- 
моугольнику> между 2, В, таки Е кГ. / _—_ 
Опять, поскольку ШО, умножая само себя, 
произвело РМ, С же, умножая О, произвело Г) Я 
то значит, будет, что как Ск р,-т. е. как 
Ак В, так и Гк Н (предложение 17 книги 
УП). Но как А к В, так и <прямоуголь- 
ник> между 4, В к «квадрату» на В; значит, будет, что как 
<прямоугольник> между 4, В к «квадрату» на В, таки [к Н. 
Но как <квадрат> на А к <прямоугольнику> между А, В, так 
было иЕк Г; «по равенству» (предложение 22 книги У), значит, — 
как <квадрат> на А к <квадрату» на В, так и Ек Н. Каждое же 
из Е, Н — квадрат; ибо Е есть «квадрат» на С, Н же <квад- 
рат> на О; значит, «квадрат» на 4 к «квадрату» на В имеет 


отношение, как квадратное число к квадратному числу. Это и 
требовалось доказать. 


24* 


а. 
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Но вот пусть «квадрат» на А к «квадрату» на В будет иметь 
отношение, как квадратное число Е к квадратному числу Н; 
я утверждаю, что 4 будет соизмеримым с В. 

Действительно, пусть у Е сторона будет С, у Н же— р, и 
пусть С, умножая О, произведёт Г; значит, Е, [, Н будут после- 
довательно пропорциональны в отношении Ск Д (предложение 11 
книги УГ] И поскольку для «квадратов» на 4, В средняя про- 
порциональная будет «прямоугольник» между А, В, для ЕЁ, Н же 
«средней пропорциональной будет» /, то значит, будет, что как 
«квадрат> на А к <прямоугольнику>» между А, В, так и Е к Г. 
Как же <прямоугольник» между А, В к «квадрату» на В, так и 
Гк Н, но как «квадрат» на А к «<прямоугольнику» между А, В, 
так и Ак В. Значит, А, В будут соизмеримыми; ибо они имеют 
отношение, как число Е к числу Г (предложение 6), т. е. как С 
к О; ибо, как С к Др, Стак и» Е к Г; ибо С, умножая само себя, 
произвело Ё, умножая же О, произвело / (предложение 17 кни- 
ги УП); значит, будет, что как С к О, так и Ек 1. 

14. Доказательство существования несоизмеримых чисел. 
Основная цель предложения 10 и предшествующей ему леммы 
заключается в том, чтобы показать факт существования вели- 
чин, которые не будут соизмеримы ни линейно, ни даже в 
степени. 

Это доказательство основано на арифметической теореме 
(предложение 26 книги УП), что подобные плоскостные числа 
имеют отношение, как квадратные числа, и обратно, что непо- 
добные плоскостные числа не могут относиться, как квадратные 
числа. 

Чтобы найти прямую, только линейно несоизмеримую с за- 
данной прямой А, берём два числа В и С, не выражающие отно- 
шения точных квадратов, и строим прямую О по уравнению. 


42: 2 =В:С. 


Такую прямую РД можно построить согласно предложению 6: она 
будет соизмерима с А в степени, но несоизмерима линейно. 

Но если отношение А:Д не выражается соизмеримым чис- 
лом, то отношение А:Е, где Е — средняя пропорциональная между 
Аир, удовлетворяющая пропорции А:Е = 2:0, не будет со- 
измеримым даже в степени, так как 


это же последнее отношение несоизмеримо. 
В обозначениях Евклида дело обстоит несколько сложнее: 
ему приходится доказывать, что если 
42 А 


—— 


Е РБ 
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и 4, О несоизмеримы линейно, то будут несоизмеримы и 2, Е2. 
Доказательство же это даётся лишь в следующем предложении 
(11), которое в ватиканском манускрипте «Начал» нумеруется 
10-м. На этом основании, а также и по некоторым другим сооб- 
ражениям Гейберг считает принадлежность этого предложения 
Евклиду весьма сомнительной. 

В «Приложении» Гейберг даёт следующее окончание текста 
предложения 10. | 

«Значит, к предложенной прямой, рациональной, от которой, 
как мы сказали, берётся мера, например 4, приисканы соизмери- 
мая в степени, т. е. рациональная только в степени, «прямая» О, 
иррациональная же Е. Действительно, иррациональными вообще 
он называет <прямые», которые ни линейно, ни в степени не со- 
измеримы с рациональной» (И. В.). 

15. Свойства несоизмериуиых величин. Легко доказываются 
следующие теоремы для величин А, В, С, р. 

(11) Если А:В =С:Р и А соизмерима с В, то и С соизме- 
рима с О. 

(12) Если А соизмерима с С и В соизмерима с С, то А со- 
измерима с В (транзитивность соизмеримости). 

(13) Если. А соизмерима с В и несоизмерима 
с С, тс и В будет несоизмерима с С. 

В «приложении» Гейберг даёт ещё одну теорему, 
аналогичную предложению 12. в 6 

«К предложению 13 лемма на основании приведе- 
ния к абсурду. й 

Если будут две величины и одна будет соизме- 
рима, другая же несоизмерима с одной и той же, 
то величины будут несоизмеримыми (черт. 4). 

В самом деле, пусть будут две величины А, В и иная С, и 
пусть А будет соизмерима сС, В же с С несоизмерима. Я утвер- 
ждаю, что и А будет несоизмерима с В. 

Действительно, если А соизмэрима © В, также и С СА, то 
значит, и С будет соизмерима с В (предложение 12); это же не 
предполагается» (И. В.). 

16. Теорема Пифагора и иррациональности. В истории 
возникновения теории иррациональных чисел теорема Пифагора 
сыграла очень большую и важную роль. Исследования последних 
лет позволяют пролить некоторый свет на историю её возникно- 
вения и условия, определившие развитие процесса постепенного 
установления этой теоремы. 

Первичной формой её выражения был знаменитый египетский 
треугольник со сторонами 3, 4, 5, существование которого засви- 
детельствовано для эпохи постройки второй большой пирамиды, 
принадлежащей фараону Хефрену (около 2800 до н. э.). Возник- 
ший первоначально в связи с необходимостью построения прямо- 
го угла, треугольник этот в дальнейшем положил начало удобной 
мере площади; следы этой меры сохранились в старой русской 
десятине, равнявшейся 2400 кв. сажен и представлявшей площадь 


Черт. 4. 
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прямоугольника 


30% 80—30 (40-Ё 40) 
ИЛИ 


40% 60 —=40Х (30-Е 30) 


квадратных сажен. В дальнейшем развитии теорема Пифагора 
оказалась связанной с вопросами архитектурной планировки и 
членения зданий. В первом тысячелетии до н. э. в вавилонской 
и индусской математике появляются и другие, отличные от 3, 4, 
5, типы целочисленных прямоугольных треугольников. 

В относящейся ко Пв. до н. э. индусской «сутре шнура» 
Апастамбы приведён ряд операций с площадями, требовавших 
применения теоремы Пифагора, которая была известна индусам 
во всей общности, правда, не для прямоугольного треугольника, 
но для прямоугольника, в котором квадрат диагонали равнялся 
сумме квадратов сторон. При помощи теоремы Пифагора произ- 
водились удвоения, утроения и т. д. площадей, диагональ квадра- 
та называлась А\1Кагат (делающая вдвое) его стороны; диагональ 
прямоугольника, построенного на стороне квадрата и его диаго- 
нали, называлась И1Кагап! (делающая втрое); треть её составляла 
так называемую 1:НуаКагап1 (делающая в треть). На практике 


индусам приходилось доходить даже до зарфатаКагап! (усемеря- 
ющая). Эта индусская терминология находит свой отзвук в гре- 
ческих 8)9006, тридаолюос боудшеи (двойной, тройной в квадрате), 
употреблявшихся для обозначения квадрата с площадью вдвое, 
втрое больше первоначального. Среди искусствоведов существует 
теория (Хэмбидж), что пропорции греческих зданий, а также 
и художественных произведений были основаны на целочисленной 
пропорциональности не линий, но именно площадей; с этим 
вполне согласуется то обстоятельство, что наши иррациональные 


числа У2, УЗ ит. д. у греков считались только особым видом 
рациональнос!и; они назывались «рациональными в степени» 
(евклидово отто\ биуаз\). 


При помощи теоремы Пифагора индусы складывали и вычи- 
тали площади квадратов, причём построения их лишь в деталях 


отличались от тех построений У а?-- 62 и У а2— №. которые из- 
ложены в лемме к предложению 14 книги Х Евклида. 

Предложение 14 устанавливает, что для четырёх пропорцио- 
нальных величин 


а: —с:а 
разности 4—6? и 62—42 будут одновременно представлять 


квадраты величин или соизмеримых линейно с первым членом 
отношения (а и с) или же несоизмеримых. 
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Доказательство развивается так: положим а? — 62 =е2 и 
62 — 42—11; тогда из равенства 


а2 62 
72 2? 
получаем 
ира Фе 
ПР о 
ИЛИ 
е2 [2 
$2 = а , 
а затем 
ев. _[ 
| а’ 


Сравнивая (мы сказали бы «перемножая») пропорции 


а _ с |/) [и 
ьЬ а’е { 


получаем 


откуда следует, что оба эти отношения будут одновременно вы- 
рааться или рациональными, или же иррациональными числами. 
‚ В.) 

17. Квадратные уравнения и теория иррациональностей. 
Предложения 15 и 16 представляют вводные теоремы к весьма 
важным предложениям 17 и 18. 

Общая формулировка этих предложений может быть дана 
в таком виде. 

Если имеются прямые а, В, с, удовлетворяющие условию 


а-Ро=с, 


причём а, 6 будут соизмеримы (или несоизмеримы) друг с дру- 
гом, тои с будет соизмерима (или несоизмерима) с каждой из 
них; обратно: если с соизмерима (или несоизмерима) с одной 
из а, 6, то иа, 6 будут между собой соизмеримы (или несоиз- 
меримы). 

Доказательство предложения 15 не требует пояснений; дока- 
зательство 16 ведётся от противного. Если а и 6 несоизмеримы, 
то и с будет несоизмерима с каждой из них. Действительно, если 
бы она была соизмерима, например, с а, то была бы соизмерима 
и с остатком 65; значит, а и В былибы соизмеримы, что противно 
предположению. 
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Точно так же, если с несоизмерима са, то и В будет несо- 
измерима с а; в противоположном случае а было бы соизмеримо 
с с, что противно предположению. 

Аналогично можно объединить и формулировки парных между 
собой предложений 17 и 18. 

Если а и 6 суть две прямые (@`>) иа разделена на две 
части хи у, удовлетворяю- 


@-7 щие уравнениям 


УХ 
$ ——^— 
4. 
6 
—_—< 


то разность 42—62 будет 
представлять квадрат пря- 


62 
| Хх у=а, ХУ — зщ, 
№ 


мой, которая будет соизме- 

Е_2 И рима или несоизмерима ли- 
@ нейно с а, в зависимости от 
того, будут ли соизмеримы 

Черт. 5. или несоизмеримы между 


собой х и у. 
Обратно, если разность 42 — 62 представляет квадрат соиз- 
меримой или несоизмеримой с а прямой, то соответственно будут 
соизмеримы или несоизмеримы и её части х иу. 


Доказательство прямой теоремы обоих предложений 17 и 18 
сводится к следующему. 


На линии ВС =а (черт. 5) строим прямоугольник с основа- 
нием ВО —х так, чтобы было 


62 
вр.БС=х(а—^)=-т, 


и делим ВС в точке Е пополам. 
По предложению 5 книги П 


вр.РС-- ЕР? = ЕС?, 
что в наших обозначениях равносильно равенству 
га 2 а2 
х(а—х ——]| = =— 
которое после умножения на 4 даёт: 


4х (а — ХР (а — 2х)? = а? 
ИЛИ 


02 (а — 2)? — а2. 
Отсюда мы видим, что 
а? — 92 — (а — 2х2. 
Если теперь х и а— х соизмеримы, то, согласно предложе- 


нию 15, а будет соизмеримо сх, а затем и с 2х — а, что и до- 
азывает первую часть предложения 17. 
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Если же х и а — х не будут соизмеримы, то, согласно пред- 
ложению 16, а не будет соизмеримо с х, а следовательно, и 
а— 2х. 

Обратно, если а — 2х будет соизмеримо (или несоизмеримо) 
с а, то легко докажем, что и а — х будет соизмеримо (или соот- 
ветственно несоизмеримо) с х. 

Доказательство Евклида проводится так: 

1) Дано: а — х соизмеримо с х. 

Тогда: 

а соизмеримо с х (15, Х), 
х соизмеримо с 2х (6, Х), 
а соизмеримо с 2х (12, Х), 
а соизмеримо са— 2х (15, Х). 

2) Дано: а соизмеримо с а — 2х. 

Тогда: 

а соизмеримо с 2х (15, Х), 

2х соизмеримо сх (6, Х), 
а соизмеримо с х (12, Х), 
а — х соизмеримо сх (15, Х). 


Аналогично проводится доказательство и предложения 18, только 
вместо «соизмеримо» ставится «несоизмеримо» (кроме положения 
«х соизмеримо с 2х») и в ссылках предложения 12, 15 Х заме- 
няются предложениями 13, 16 Х. 

18. Условия рациональности корней квадратного уравне- 
ния. Это 17-ое предложение является основным и широко исполь- 
зуется Евклидом в его дока- 
зательствах. 7 

Если даны две прямые и 
аи В (а>ь) ика прила- 
гается прямоугольник АВСО [2 } 
Так, что по отнятии от него 
квадрата ЕРСО остаётся пря- 
моугольник АВЕЕ, равный чет- 
верти квадрата, построенного на ^^ Е 1 
р, причём разность между квад- 
ратами, построенными на а и , 
на 6, соизмерима с а в смыс- 1ерт. 6. 
ле Евклида (т. е. не только 


а? — са? аиТ а2— са), то основание оставшегося прямо- 
угольника (а — х) = АЕ и основание квадрата х = ЕД соизме- 
римы линейно. 

Евклид строит прямоугольник АВРЕ так, что до прямоуголь- 
ника АВСО, который может быть построен на данном отрезке АР, 
недостаёт квадрата ЕРСР (черт. 6). , 

Это построение представляет частный случай построения, рас- 
сматриваемого в предложении 28 книги УГ: к данной прямой при- 
ложить параллелограмм (здесь — прямоугольник), равный данной 
прямолинейной фигуре (здесь — квадрату) и имеющий недостаток, 


378 КОММЕНТАРИИ 


подобный данному параллелограмму (здесь — квадрату). При этом 
Евклид прибавляет: необходимо, чтобы фигура, построенная на 
половине отрезка и подобная недостатку, была не больше данной 
фигуры (равную которой надо приложить). 

Мы в комментариях указывали, каким образом именно в этой 
частной форме предложение 28 использовалось для решения 
числового квадратного уравнения 


х (а — х) = 57, (1) 


геометрически имеющего следующий смысл: площадь АВРЕ, вы- 
ражаемая через АВХ АЕ, т. е. (а— х)х, равна данному квад- 
рату 82. 

Для корней уравнения 


х? — ах 52 —=0 (2) 
имеем формулу 


В предложении 17 берётся четверть квадрата или квадрат, 


построенный на половине, вследствие чего уравнение (1) заме- 
няется на 
> 


а 


х(а—х) =, (4) 


а (3) принимает вид 


.— @ „У а— в 
— 5) — В) ® 
Дополнение к формулировке 28, УТ представляет условие ' 62- 
щественности корней: а—8 (случай а=6 Евклид не рассма- 
тривает). 
Теорема 17 даёт необходимое и достаточное условие рацио- 
нальности корней рассматриваемого уравнения. 
а2 — ра [2 
Оно состоит в том, что ——__ должно быть рациональной 
дробью. 
19. Системы уравнений 2-й степени. В своих рассуждениях 
Евклид заменяет исследование рациональности корней квадрат- 
ного уравнения исследованием рациональности решений системы 


уравнений 
ху =, 
которая приводится к квадратному уравнению 
22 — вх | 82 —= 


с корнями 2=х, у, 
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Можно сказать, что Евклид неявно пользуется теми свой- 
ствами корней квадратного уравнения, которые вчисто алгебраи- 
ческой форме для буквенного уравнения были выявлены Виэтой 1). 

Обычно уравнения (1) берутся в виде 


х-Ну==а, 
ху=6. (1) 


В евклидовом понимании х и у не числа, а прямые такие, 
что их сумма определяется, как рациональная прямая а, а пря- 
моугольник между х и у есть БВ, т. е. какая-то площадь. 

Хотя эта система сводится к квадратному уравнению, но 
можно сказать, что Евклид имеет в мысли всегда скорее систему 
уравнений первой и второй степени, чем единичное квадратное 
уравнение. 

Х книга приводит и к системам 


ху=а, Фу, (2) 
ху=а, 2 — =. (3) 


Эти системы выражают характерные свойства иррациональ- 
ностей Х книги. 
К ним ещё следует прибавить уравнения 


ху=а, х:у=т:п, (4) 


дающие прямоугольник между х, у и отношение хк у; затем 
систему 


хй — у? — 062, х:у=т:1. 


Вместо минуса можно брать плюс. Конечно, и в этом случае 
системе уравнений будут отвечать некоторые свойства, которыми 
оперируют «Начала». Соотношение ^?-!- у2 —= 92 выражает, что 
хи у таковы, что сумма квадратов, построенных на х и у как 
катетах, равна квадрату, построенному на 6 как гипотенузе. 

Следует отметить, что система (4) даётся ещё в древнееги- 
петском папирусе Кахуна в числовой форме: 


ху = 12, х:У= 1:1, 


3 
Более того, там имеется система 2-1 у? = 100, х:у=1:--, 


Интересно то, что уравнение это не приводится к квадратному, 
а решается «фальшивым правилом» (Кебша 12131). Полагая х=1 


2 
и У, получаем ® У —те, так что вместо 100 имеем 


15) Е. У1ета, Пе аедиаНопит тесосп юопе еф етеп4айопе 
{раба{из 4ио, 1591. 
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и ==. это указывает, что х нужно изменить в отношении 

Н 
10: 4—8, т. е. взять х = 8. 

Особенное развитие системы квадратных уравнений получили 
в «Арифметике» Диофанта. 

Там мы находим системы, рассматриваемые уже определённо 
в числах. Ищутся числа, удовлетворяющие таким системам, но 
при этом решения ищутся только в положительных рациональ- 
ных числах, так как для Диофанта не существовали ни отрица- 
тельные, ни иррациональные числа. При этом для него не имела 
значения определённость или неопределённость уравнений в на- 
шем смысле. Наряду с системами двух уравнений с 2 неизвест- 
ными он даёт системы двух уравнений с 3, вообще п уравнений 
с т_›> п неизвестными. 

Привожу некоторые системы, рассматриваемые Диофантом: 


301) ху=а, ЗШ) х-Ну=а, 321) Хх у=а, 
ху — 5; ха —|- у? — 5; х2 — =, 
331) х — у—а, 
ху =. 


Коллекция таких систем обогащается средневековым матема- 
тиком Савасордой, затем в особенности Неморарием, о которых 
буду ниже говорить, и Леонардо Пизанским, у которого особенно 
интересной является система 


ху = 10, 


У -УБ. 
у = =У5, 


которая уже не истолковывается на евклидовском геометриче- 
ском языке, но приводится к квадратным уравнениям заменой 


У х = 
; Нагла -, на УБ с. 


Затем упомянем о системе У-РУ фу? = 16, х — у—=2, 
которая, наоборот, очень просто выражается в евклидовых тер- 
минах. 

То же следует сказать и о системе ху 2 = 10, хё = у, 
22-Г у? — х?, которую Леонардо решает с помощью Весща #2131. 

Я сказал, что Евклид мыслит больше системой, чем единич- 
ным уравнением. Но то же можно сказать и о средневековом ма- 
тематике Иордане Неморарии 16). В некоторых его задачах осно- 
вой является система х - у=а, ху=6. 


16) Мешогаг!из, Ре пите!1з 4аМз, е4. Р. ТгеиЦеш, АБВ, 
Сезсн. Ма. 2, 1879, стр. 127—166. 
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Дальнейшая история идёт через Пачиоли 17), Кардана 18), Ру- 
дольфа 19) Штиффеля 20). 

20. Ре пише!г1$ 4аН$. От Евклида идут три направления, 
ведущие к числовому решению уравнений: 

Одно — от П книги к У] (предложения 28, 29), приводящее 
к графическому решению квадратного уравнения, а затем к тому 
геометрическому обоснованию числовых и буквенных формул, 
разрешающих не только квадратное уравнение, но и кубическое, 
которое мы находим в старых Алгебрах вплоть до Виэты. Дру- 
гое — от «Данных» Евклида?!) и, наконец, третье — от Х книги 
«Начал». 

В знаменитом средневековом сочинении Иордана Неморария =?) 
мы, конечно, больше всего видим продолжение второго направ- 
ления. Сама формулировка предложений аналогична формулировке 
предложений в «Данных», хотя Неморарий уже мыслит числами, а 
не геометрическими величинами. 

Мы приводим решение квадратного уравнения трёх типов, 
причём отметим интересное явление: для каждого из них Немо- 
рарий прилагал различный приём. 


Уравнение 
хх —=а (1) 
он сводит к системе уравнений первой и второй степени: 
у—х=6, (2) 
ху = 4. (3) 


Эту систему (предложение 5) Неморарий решает так: 
| (уд = =, 
(«ру =и-4а=1,  хфу=УуУР (4) 


и из (2) и (4) определяются х и у. 

Но с уравнением х? — рх —=а (предложение 8) он поступает 
подобно тому, как поступаем мы. 

Неморарий пользуется буквенным обозначением. 


и) [.. Рас! 011, Затта 4е АтИивтеНса Сеоще а РгорогНот 
её РгорогЧопаШа, Уепе*., 1494. 

18) Саг4апиз, Агз таспае з1уе 4е геви!$ а]берга1с1з Пет 
ипиз, Могиибегоае, 1545. 

9) СЬг1зторй Киао!{Ь Вевепа ипа Ни@зсв КВесвпийя 
игсв @е Кипзфтеснеп тгесеш А1серге зо ветешскИсв Че Соз$ 
сепепп{ мег4еп, Атсещогай (Страссбург), 1525. 

20) М. 51{1{{е], АтИитеНнса и\цеста, Нюрнберг, 1544. 

1896 Ецс114ез, Рафа. Орега ошща е4. Нефьего, [е1р2., 1883— 

22) См. примеч. 16. 
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Это буквенное обозначение, являясь прототипом буквенной 
Алгебры Виэты, сильно отличается от последней; так, аб озна- 
чает не произведение а на В, а сумму а 65. 

Неморарий также рассматривает системы уравнений, но ме- 
тоды его ближе к современным, чем к диофантовым. 

Мы укажем только те, которые сближаются с Х книгой 
«Начал». 

Таковы в [У книге системы 


— — — НУ 
ху=т ху=т ху=т р у =т 
ху 
ху — 5 Хх — У —=$ х?-|- У? —=5 —=$ 
у У У >: Гу 


В Г книге он рассматривает системы 


ху=$ ХНУ=5 
(«НУ (&— У —У=@а ж- у -- (НУ) («—у=а 
хХ--У=5 хХ-Ру=5 х—у=$ 
Нури юе-ух—фу=а фура, 


которые легко упрощаются на основании простых алгебраических 
тождеств,` отвечающих предложениям П книги «Начал». 

21. Числовое квадратное уравнение. Евклид не даёт реше- 
ния числового квадратного уравнения. Но бесспорно, что 
уже античные математики обладали приёмами решения таких урав- 
нений. 

Но с какого времени? Некоторые настаивали на том, что этими 
методами обладал Евклид и что без них будто бы и не могла 
создаться Х книга 23). 

* Исследования последних лет (Нейгебауэр и др.) с полной 
достоверностью позволяют утверждать, что числовое решение 
квадратных уравнений было известно математикам древнего Ва- 
вилона приблизительно за 2000 лет до н. э., причём возможно 
даже с очень большой степенью вероятности восстановить тот 
процесс, при помощи которого они назили формулы, дающие ре- 
шения квадратных уравнений. Исходной точкой их рассуждений | 
была задача: зная площадь и периметр прямоугольника, опреде- 
лить его стороны. Эта задача приводится к системе уравнений 


ху—=а, ху=Ь, 


которую вавилоняне решали следующим образом. 


23) Д. Мордухай-Болтовской, Первые шаги буквенной 
алгебры, Известия СКГУ, 1928. 
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В качестве первого приближения они брали 
а 


и затем подыскивали, какое число 2 нужно соответственно при- 
бавить к длине и отнять от ширины, чтобы получить заданную 


площадь: 
а а 
5+2) (3—2) = 


Владея аппаратом элементарных алгебраических преобразо- 
ваний, вавилоняне без труда получали 


откуда 


Аналогично решалась и система 
х— у=—а, ху =. 
В качестве вспомогательного неизвестного теперь принима- 


лось среднее значение длины и ширины 2, к которому соответ- 
ственно прибавлялась и вычиталась половина разности: 


а а 
х=е- 5, у 5, 
ЧТО приводило К уравнению 
а2 
#2 — 4 — | , 


откуда 
42 а а? а 
= Ут, = ИТУ 


Что эти формулы были получены алгебраическим, а не гео- 
метрическим методом, можно видеть из следующих соображений: 
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1) Все корни во встречающихся задачах (а их свыше тысячи) 
являются рациональными; около 900/, всех задач имеют корнями 
х =30, у—=20. 

2) Среди более чем тысячи задач, относящихся к классиче- 
ской эпохе развития вавилонской математики (первая половина 
второго тысячелетия до н. э.), нет ни одной, где для составле- 
ния уравнения или его решения приходилось бы пользовать- 
ся теоремой Пифагора (единственный текст, где она употре- 
бляется при составлении уравнений, относится к селевкидской 
эпохе). 

3) При составлении уравнений вавилоняне частенько скла- 
дывают длины и площади и т. п., что с точки зрения геометри- 
ческого решения является абсурдом. 

Наконец, решающим обстоятельством является то, что выше- 
приведённая реконструкция вавилонского метода решения квад- 
ратното уравнения действительно имеется в подлинной записи 
вавилонского математика (Меисерацег, МапетаНзсве Ке!- 
зсогИЩеже, т. 3). 

То обстоятельство, что в предложении 17 рассматриваются 
условия рациональности корней квадратного уравнения, тоже 
является аргументом в пользу того, что в эпоху Евклида (а мо- 
жет быть, и ранее — в эпоху Теэтета) греческие математики 
уже были знакомы с числовым решением квадратных урав- 
нений „..*). 

Арабские математики утверждают, что Гиппарх (П в. до н. э.) 
решал числовые квадратные уравнения, что вполне соответствует 
тому обстоятельству, что Гиппарх во многом шёл по стопам вави- 
лонских астрономов. Герон 24) также решал числовые квадратные 
уравнения. У него встречается задача об определении диаметра 
круга, если дана сумма площади, окружности и диаметра. Эту 
задачу приводят в доказательство того, что Герон мыслил не 
как Евклид — геометрическими величинами, а абстрактными 
числами. 

В дошедших до нас книгах «Арифметики» Диофанта нет 
изложения общей методы решения квадратного уравнения, но 
есть одна фраза, в которой обещается такое решение, вследст- 
вие чего представляется вероятным, что книга, в которой нахо- 
дилось это решение, утеряна. 

Формула (конечно, риторическая), решающая квадратное 
уравнение, даётся Ариабхатой 45) (476) и Брахмагуптой *6) (598). 


*) Часть текста, ограниченная звёздочками, принадлежит 
И. Н. Веселовскому. (/Т7рим. ред.) 

24) Негоп1{з, Орега [\У, е4. НеЮего, Ге1ррг., 1912. 

5) ТгорЕКе, Сезсв. 4ег Е!етещаг-Ма{., Ва. Ш, 3. Аий., 
1937 (В, 4). — Г. Коаеф Гесопз 4е са!си!] 4’АгуаБНаа, Гоигпа! 
Аз1аНаце, зве 7, (. ХШ, Райз, 1879. 

26) Со|ергоокКе, А!сефга Тот Шз запзсгИ оЁ Вгантазир!а 
ап@ ВБазкага, Г.оп4оп, 1817. 
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22. Евклид и решение уравнений. Древние строго отличали 
„Логистику, т. е. искусство вычислять, от Арифметики — науки 
о числах. Логистика считалась наукой низшего рода и, в проти- 
воположность индусам, греками очень слабо развивалась. 

В У! книге Евклид даёт построение, разрешающее те задачи, 
которые приводят к квадратному уравнению. 

Построение весьма общего характера должно было сузиться 
в своей постановке, т. е. параллелограмм должен был заменяться 
квадратом. В комментарии 29 к УТ книге я показал, как из 
этой специальной формы арабы развили графическое решение 
квадратного уравнения. 

Клавий 27) не довольствуется при изложении предложения 17, Х 
одной ссылкой на предложение 28, УГ; он развивает полностью 
построение для этого частного случая, когда требуется, задав 
две неравные прямые аи 6, приложить к большей а прямо- 
угольник, равный четверти квадрата на меньшей $ с недостаю- 
щим квадратом. 

Арабские математики находились в ТОЙ же зависимости от 
греческой, как и индусской, в которой вне сомнения решение 
числовых уравнений имело место. Если искать здесь влияния со 
стороны греческой математики, то его скорее можно найти в 
трех призмах преобразований, которые основываются на П кни- 
Ге, а также в содержании «Данных» Евклида. 

Но «Данныз» тоже не занимаются решением числовых квад- 
ратных уревнелий; они только доказывают, что то, чтд опре- 
деляется теми условиями, кэторые прлводят к квадратному 
уравнению, дано, т. е. существует в евклидовом смысле, иначе 
говоря, может быть построено, хотя точно не указывается, как 
оно строится. 

Наконец, в Х книге мы встречаем цели, очень удалённые 
от числового решения уравнения — исследование рациональности 
и иррациональности геометрических величин (лучше сказать — 
соизмеримости и несоизмеримости с данной), определение кото- 
рых приводит к квадратному или биквадратному уравнению. 

23. Рациональные площади. С предложения 19 античные 
комментаторы начинали второй отдел Х книги, как можно ви- 
деть из схолий к предложению 19 (Не!Бегв, т. У, № 132, 
стр. 484): «До сих пор нам рассказывалось о соизмеримых и 
несоизмеримых, отсюда же об рациональных и медиальных» (Не1- 
Бего, № 133). «Вторая глава, в которой он учит о рациональ- 
ных и медиальных, соизмеримых в степени и линейно, и о пло- 
щадях, которые они заключают, и он сообщил о родстве меди- 
альной с рациональной, о различии, о способах нахождения и 
тому подобном». 

Формулировку начальной леммы Хизс (Т. Г..Неа®) считает 
слишком растянутой, не дающей ничего нового и поэтому 


21) С1ау!из, Орега та{в., 1612, Е\йет. Еиа. ПЪ. Х, ргор. 17. 


95 Евклид 
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недостойной Евклида, однако на неё есть (правда, не всегда очень 
удачные) ссылки в последующих предложениях (19, 20); во вся- 
ком случае, Гейберг не поместил эту лемму в «Приложении», 
как сомнительную. р 

Предложение 19 и обратное ему 20 с нашзи точки зрения 
равносильны теоремам: 

1) Произведение двух рациональных величин будет тоже вели- 
чиной рациональной. р 

2) Частное от деления рациональной величины на рациональ- 
ную будет тоже величиной рациональной. 

Доказательство этих предложений настолько просто, что не 
требует комментариев. 

В «Приложении» Гейберг поместил слздующую лемму к пред- 
ложению 20: 


«Лемма. 


Квадрирующая иррациональную площадь будет иррациональ- 
ной (черт. 7). 


ДД ыииниииинавииниииииниинианиниииенияий 


Черт. 7. 


В самом деле, пусть 4 квадрирует иррациональную площадь, 
т. е. пусть квадрат на А будет равен иррациональной площади, 
я утверждаю, что А будет иррациональной. 

Действительно, если А будет рациональной, то и квадрат на 
ней будет рациональным; ибо так [стоит] в определениях (опре- 
деление 4). Он же не будет; значит, А будет иррациональной; 
что и требовалось доказать». (И. В.) 

24. Медиаль. В предложении 21 вводится новое понятие 
о так называемой медиали (от — буквально средняя); так 
называется прямая, квадрирующая прямоугольник между двумя 
сторонами, выражаемыми квадратными корнями из рациональных 
чисел, или, выражаясь языком Евклида, — между двумя рацио- 
нальными, соизмеримыми только в степени прямыми: если по- 


следние обозначать через Уя, УВ, то медиаль будет равна 
ЫУ— 4 —- 
Ууа ‘Ув — Уз. 


Предложение 21 Евклида говорит, что произведение двух 
чисел, соизмеримых только в степени, будет иррациональным, 
равно как и квадратный корень из этого произведения. 

Доказательство Евклида сводится к следующему: 

Если выберем в качестве основной одну прямую, например 


Уз =р 
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то другая, соизмеримая с ней только в степени, будет 
Мы имеем (предложение 1 книги \]: 
нвУЕ = 2:2 УХ. 
Это равенство показывает, что р? и 6? УЕ несоизмеримы 
(предложение 11 книги Х), т. е. что при рациональном 02 ве- 
личина УЕ. будет иррациональна (определение 4), равно как 


и её квадрирующая ИЕ Ё , которая и называется медиалью. 


Предложение 22 является обратным предылущему: квадра! 
медиали, разделенный на рациональную, даёт рациональную, 
соизмеримую только в степени длину. 

В нашем обозначении это свойство является очевидным: 


4/-5\2 — — 
(и%) Уз _ ов 
— —- ) 
в р 2" 
где под знаком коркя стоит рациональное число. 
Евклиду приходится итти более длинным путём. Полагаем: 
—=}/ $, СВ=р (рациональная), 
А = У в = площ. Вр. 
Требуется доказать, что 


плош. ВО 
(5 


где СО несоизмерима линейно с СВ —= р. 
Если положим Н/=СВ.СР==-х, то из равенства 


плош. НТ= площ. ВО. или Уч `УВ = р.х следует (пред- 
ложение 14 книги \]}: 


р _ У (ЕЕ= СБ) 
У я ‘ЕН 65] 


и затем (предложение 20 книги УГ]: 


—= СО =, 


а 


Поскольку же р?, о, В рациональны, то будет рационально и &4*, 
а следовательно, и х (определение 4). 
Затем, 


Е: ВН = ЕР:ЕГ.ЕН  (Уа:УЁ =а:У4) 
Так как Е? =а и СО? —=лх? соизмеримы и 
ЕГ-ЕН= ВС.СР (Ух УР =:-х), 


25* 
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то, заменив ЕР? == а на ^.СО* — кл?, где Е — рациональное число, 
мы будем иметь: 


ЕСЕН =#.С0*:СР.СВ = #.СО:СВ. 


Поскольку же Е/= Та и ЕН—=У В линейно несоизмеримы, 
то будут линейно несоизмеримы и А.СДО с СВ, или, так как А и 
СВ ==р рациональны, СР == х будет линейно несоизмерима с 


СВ =, т. е. с той прямой, к которой прикладывается квадрат 
медиали. 


Наконец, предложение 23 утверждает, что всякая прямая, 
соизмеримая с медиалью, есть тоже медиаль. С нашей точки зре- 
ния эТо равносильно утверждению, что при рациональном # 


будет: __ 
ЕВ = а. 3. 


Рассуждения Евклида сводятся к следующему: 
Пусть 


1/8 —А, а В=ЕА=А 1/91. 


Берём рациональную прямую СР =р и строим прямые: 


А* _ плош. ЕС 


2—6” 
В? площ. 
== и 
р ср р 


Прямая Ер-— И будет линейно несоизмерима с р=<Ср, но 


обе прямые ЕД и О/ будут рациональны. Из пропорции 
А: В = площ. ЕС: плош. СГ =ЕР:О1 


заключаем, что ОГ, соизмеримая линейно с ЕР, будет линейно 
несоизмерима с СО —=р (предложение 11), так как ЕВ и СБ 
линейно несоизмеримы; поскольку же ОГи СР рациональны, 
то это значит, что СР и О! соизмеримы только в степени. 


В таком случае В = СО.О/-— среднее геометрическое двух. 
прямых, соизмеримых только в степени, — будет, согласно сде- 
ланному определению, медиалью. 

В следствии к этому предложению вводится понятие о меди- 
альной площади, ‘под которой нужно подразумевать площадь 
квадрата, построенного на медиали. 

В «Приложении» к гейберговскому изданию Евклида поме- 
щено следующее дополнение к следствию из предложения 25. 

«Существуют же затем и иные прямые, которые линейно 
будут несоизмеримы с медиалью, соизмеримы же только в сте- 
пени, и они тоже называются медиалями вследствие того, что 
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являются в степени соизмеримыми медиали и соизмеримыми между 
собой, поскольку медиали, но между собой они соизмеримы или 
линейно и, конечно, и в степени, или только в степени. И если — 
линейно, то и самые медиали называются соизмеримыми линейно, 
«причём» следует, что <они соизмеримы> и в степени; если же 
они соизмеримы только в степени, то они и в тахом случае на- 
зываются медиалями, соизмеримыми только в степени. 

А что медиали соизмеримы, доказать должно так. Поскольку 
медиали будут соизмеримы с некоторой медиалью, соизмеримые 
же с одним и тем же, будут соизмеримы и между собой (пред- 
ложение 12), то, значит, медиали будут соизмеримы». (И. В.) 

25. Медиальные площали. Следующая группа предложений 
(24—26) открывается «леммой» того же рода, что и помещённая 
перед предложением 19, т. е. представляющей своего рода по- 
вторение пройденного. Хизс считает эту лемму не принадлежащей 
к подлинному тексту Евклида и, соответственно, исключает слова 
«в каком-нибудь из указанных выше смыслов» из формулировки 
предложения 24. 

Рассматриваемые три предложения касаются свойств прямо- 
угольников, построенных на медиалях. Если определять медиаль- 
ную площадь, как площадь построенного на медиали квадрата 
(это не формулированное ясно определение лежит в основе след- 
ствия к предложению 23), то первое из этих предложений (24) 
говорит, что прямоугольник, построенный на медиалях, тоже бу- 
дет представлять некоторую медиальную площадь, если эти ме- 
диали будут линейно между собой соизмеримы. 

нашей точки зрения доказательство шло бы так: 
Пусть площ. АС = АВ.ВС, где АВ и ВС — две линейно со- 


измеримые медиали: 
АВ=У/ а, ВСЕЕУ ав = аб. 
Произведение их 


АВ.ВС = аб. ав У аб ва. И № 


представляет треугольник, построенный на двух соизмеримых 
только в степени прямых У Аа и У 25, т.е. медиальную площадь 
У вУаь.^У а6. 

Евклидово доказательство сводится к следующему: 


4 
Если АВ —= И а — медиаль, то площ. АД = АВ? — тоже ме- 
диаль. Так как АВ и ВС соизмеримы, то 


АВ:ВС = АВ?: АВ.ВС: 


значит, АВ.ВС соизмеримо с медиальной площадью АВ? и, таким 


образом (предложение 23 книги Х, следствие), представляет ме- 
диаль, 
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Предложение 25 касается прямоугольника, построенного на 
двух соизмеримых только в степени медиалях. 


4” = 4/_ 
Если АВ = у а — медиаль и ВСУ #. И 48 — другая 
медиаль, соизмеримая с АВ только в степени (ВС? = А. АВ?, где 
к — некоторое рациональное число), то 


АВ.ВС= ав. У Е. И а6 И ва. 


Если стоящее под корнем число представляет полный квад- 
рат, то АВ.ВС есть рациональный прямоугольник. Если же это 
не имеет места, то 


АВ.ВС—=У УаБ. У Ва 


есть медиальная площадь. 
У Евклида доказательство развивается так. 
Пусть АВ и ВС — медиали; их квадраты 


площ. АД —= АВ? и плош. ВЕ == ВС? 


будут медиальными прямоугольниками. 
Берём рациональную длину 
В = (НН = @М=КМ 


и «прикладываем» к ней площади АД, ВЕ и АС —=АВ.ВС; полу- 
чаем длины 


площ. АД _ АВ? площ. АС _ АВ.ВС 
==, бК= мо = у о 
площ. ВЕ _ ВС? 
мии, 
ОКМ 


В таком случае на прямой /4-- @(К-- КЕ расположатся площади 
@Н= Ар, КМ=АС, МЕ = ВЕ, 


из которых первая ЯН и последняя М№[Г, как квадраты медиалей, 
будут медиальными. 
Затем, так как медиальная площадь соответствует иррацио- 

нальности 2-го порядка, то отношения 

Та _ АВ? КЕ _ ВС? 

НН 9?’ КУ 2?’ 
где р? — рациональная прямая, а АВ?, ВС? — медиали, будут вы- 
ражаться иррациональностями 2-го порядка, а значит, /@ и АГ 
будут соизмеримы с /М только в степени (предложение 22 
книги Х). Но (предложение | книги УГ 


площ. Н@: площ. М —= 1А:КТ 
ИЛИ 


площ. На: площ. М = площ. АР: площ. ВЕ = АВ?:ВС?, 
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последние же соизмеримы между собой, поскольку стороны АВ 
и ВС этих квадратов соизмеримы в степени; значит, /Ф и АЁ 
соизмеримы между собой линейно. 

Далее, из пропорций 


ОВ:ВС = АВ:ВХ, 
рВ:ВС = площ. АДО:площ. Ас, 
АВ:ВХ = площ. АС:площ. СХ 


получается 
площ. А4АД):площ. АС —= площ. АС :площ. СХ 


ИЛИ 
площ. НС: площ. МА= площ. МА: площ. МД, 


откуда, разделяя на о =/Н (предложение 1 книги \1), получаем: 
[4:аК= К: КГ, 
СК? —= Та.КТ.. 


Но / и КГ суть рациональные длины, соизмеримые только в 
степепи с р==/Н, значит, СК? будет рациональным, соизмеримым 
линейно с 2*. 

Если теперь СА соизмеримо с р=/Н==@М линейно, то 
прямоугольник @М= площ. АС = АВ.ВС будет рациональным; 
если же СК соизмеримо с р только в степени, то прямоугольник 
СМ, как произведение двух Квадратных иррациональностей, будет 
медиальным. 

Наконец, предложение 26 утверждает, что разность двух ме- 
диальных площадей не может быть рациональной; в современной 
алгебре этому отвечает положение, что разность двух иррацио- 
нальных величин У а — У $ не может выражаться рациональным 
числом. 

Идея доказательства Евклида по существу совпадает с той, 
которая лежит в основе современного доказательства. Он ведет 
доказательство от противного. 

Пусть АВ и АС — две медиальные площади (значит, квадраты 
их будут рациональны), ДВ — их разность, которую мы предпо- 
лагаем рациональной. 

Берём рациональную длину Е! и прикладываем к ней пло- 
щади /@ = АВ и [Н = АС; их разность Ка = ВР будет, согласно 
предположению, рациональной. 


В таком случае длины 
площ. АВ площ. АС 
Е ——_—_—_—_—_ ——_— 


как частные от деления медиальной площади на рациональную 
длину, будут выражаться иррациональностями 2-Й степени, т. е. 
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они будут соизмеримы с Е/ только в степени, тогда как Н@ = 
__ площ. КС 
—_ Е 
на рациональную длину, будет линейно соизмерима с Е. 
Отсюда следует, что Еа, ЕН, несоизмеримые с ЕГ, будут 
также несоизмеримы линейно и с НС (предложение 13). 
о 


‚ Как частное от деления рациональной площади 


ЕН:Н@ = ЕН*:ЕН.НО; 


значит, квадрат на ЕН не будет линейно соизмеримым с прямо- 
угольником ЕН.НО. 
Далее, поскольку Еа =ЕН--НО, будем иметь: 


ЕС? —= ЕН? Нб*--2ЕН.НО. 


Так как ЕН? и НО? рациональны, ЕН.НО же не будет со- 
измерима с ЕН?, то ЕС? будет иррациональна; значит, ЕС даже 
в степени не будет соизмерима с ЕН. С другой стороны, 


__ (площ. АВ)? т 
Ре о ВЫ 


оба выражаются рациональными числами; значит, ЕС? и ЕН? ли- 
нейно соизмеримы, и Е! по крайней мере в степени соизмерима 
с ЕН. (И. В.) 

26. Нахождение медиалей, заключающих заданную пло-. 
щадь. С предложения 27 античные комментаторы начинали тре- 
тий отдел Х книги, содержащий своего рода задачи на по- 
строение. В схолиях к этому предложению (Не1!Бегь, т. \, 
№ 189, стр. 501) читаем: 

«Третья глава, в которой подготовляется нахождение ирра- 
циональных, <получающихся> сложением». 

Первые два предложения (27 и 28) образуют пару: требуется 
найти две соизмеримые только в степени медиали, которые за- 
ключали бы данную площадь, предполагаемую в предложении 27 
рациональной, в 28 же — медиальной. Поставленная задача, оче- 
видно, является неопределенной, тем более, что и величина пло- 
щади, заключающейся между медиалями, тоже не задаётся 
численно. 

Первая задача решается так. Для двух произвольных, соиз- 
меримых только в степени прямых А и В определяется средняя 
пропорциональная С и, наконец, четвёртая прямая О, удовлетво- 
ряющая пропорции 


А:В =С:2. 


Эти две прямые и будут искомыми, 
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Действительно, из равенства 


А:С =С:В 
следует, что 
С = А.В. 


Так как, по предложению 21, произведение двух соизмеримых 
только в степени прямых есть медиальная площадь, то С? будет 


. — 4 
медиальной площадью (типа У 25) и С (равное У а5) будет ме- 
диалью. Из пропорции же 


А:В=С:О 
заключаем, что и О будет медиалью. Действительно, так как А 
и В соизмеримы только в степени, то 42:68? будет рационально; 
значит, будет рационально и отношение С*:0%. Отсюда 
р? — С? = У а6, 


где К — некоторое рациональное число, и значит, 


= И а = И (ва) (№. 


Остаётся доказать, что произведение С.Д рационально. Это сле- 
дует из пропорций 


А:В =С:) (условие, определяющее р), 


А: С—=В:Р (16, У), 
А:С =С:В (условие, определяющее С), 
откуда 
С:В =В:) 
и, значит, 
С.Р = В?. 


Но В? как квадрат рациональной, соизмеримой только в степени 
прямой, представляет рациональную площадь: значит, произведе- 
ние С.Д будет рациональным. 

В «Приложении» к гейберговскому изданию Евклида приве- 
дена следующая лемма к предложению 27: 


«Лемма. 


Для двух заданных находящихся в каком-то отношении чи- 
сел и какого-нибудь иного «числа» требуется сделать, чтобы как 


«первое» число ко <второму» числу, так и это <третье> к какому- 
нибудь иному (черт. 8). 
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Пусть данные два числа будут АВ, СО, имеощие между 
собой какое-то отношение, иное же какое-нибудь «число» СЕ. 
Требуется сделать предложенное. 

Построим на ОС, СЕ прямоугольный параллелограмм ДЕ, 
и к АВ приложим равный ОЕ параллелограмм ВГ, производящий 
7 ширину 24Г. Поскольку теперь параллз- 

лограмм ОЕ равен параллзлограмму В/, 
[| он же будет с ним и равноугольным, 
Я В у равных же и равноугольных паралле- 
лограммов стороны при равных углах 
р р обратно пропорциональны, то значит, 
будет пропорция — как АВ к СР, так 
Е и СЕ к АГ; что и требовалось дока- 
Ч 8 зать». 

ерт. о. Доказательство предложения 28 идёт 

у Евклида так. 

Берутся три соизмеримые только в степени прямые А, В, 
С и строятся две прямые Ди БК, удовлетворяющие пропорциям 


А: р = :В, 
В:С —=рР:Е. 


Из этих равенств заключаем, как и для предложения 27, что 
р=УАВ есть медиаль, и Е, как соизмеримая © ДО только в 
степени, будет тоже медиалью. 


. После этого остаётся доказать, что произведение О.Е пред- 
ставляет медиальную площадь. 


Мы имеем: 
В:С =р:ЁЕ, 
В:Б=С:Е (16, \У)}, 
В: Рр=):А (условие, определяющее 0), 
р:А=С:Е 
и, значит, 
А.С —=р-Е. 


Но А.С, как прямоугольник между двумя соизмеримыми только 
в степени прямыми, будет медиальным; значит, и /).Е медиально. 
(И. В.) 

27. Целочисленные пифагорейские треугольники. С пред- 
ложения 23 начинается подготовка к построению новых типов 
иррациональных линий. Соответственно этому античная схолия 
к этому предложению говорит (Не1Ьегоь, т. \У, № 204, стр. 507): 

«Отсюда начинается отыскание и остальных иррациональных 
и сначала тех, которые получаются сложением». 

Весь отдел начинается двумя леммами, которые и сами по 
себе представляют значительный интерес. 
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Первая из них состоит в указании способа Нахождения двух 
чисел таких, чтобы сумма их квадратов была тоже квадратом. 

Берём два числа АВ, ВС одновременно или оба чётных, 
или оба нечётных (для того чтобы их разность можно было 
разделить пополам); пусть эти числа будут подобными плоскост- 
ными числами 


АВ = тпр», ВС = тпа?. 


Если разность АВ — ВС, т. е. АС, будет разделена пополам 
в точке Л), то у нас получится прямая АС, которая будет разде- 
лена в точке Ш) на равные части, а в точке В — внешним образом 
на неравные. 

Согласно предложению 6 книги П можем написать: 


АВ.ВС + СР? = ВР», 


или, в наших обозначениях, 


2__ 2\2 тп? 2\2 
поте тта + ("РИМ ив рмие | 


Поскольку же произведение двух подобных плоскостных чисел 
тпр?. тп? есть квадрат, то задача выполнена: мы нашли два 
числа 
тпре — тпд? 
тпрри о 


тпр? —- тпа? 
у ® 
В лемме 2 требуется найти два таких квадратных числа, 
чтобы сумма их нз была точным квадратом. Для решения этой 
неопределённой, вообще говоря, задачи Евклид предлагает сле- 
дующий приём. Исходя из вышенаписанного равенства 


АВ.ВС + СР? = ВР», 


сумма квадратов которых даёт точный квадрат 


он отнимает от СДО единицу ОЕ и соответственно уменьшает на 
единицу же ВЛ, т. е. нолучает некоторую прямую ВЕ. Теперь 
он хочет доказать, что 


АВ.ВС -- СЕ? 
или, в нашем обозначении, 
2 — 71а? 2 
пора ("РИ 1 


не может быть квадратным числом. Доказывает он это от про- 
тивного, утверждая, что выщенаписанное число не может быть 
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квадратным числом, большим, равным или меньшим квадратного 
числа ВЕ?, равного в нашем обозначении 


р —- тпа? | у 
2 = . 


Первая гипотеза легко устраняется. Если 


2 2 
тпр?.тп12 |" 5 А 1) 


тпр? — тпд? 2 
есть квадратное число, большее ве ("РИМ | 


2 
то оно должно равняться непосредственно следующему квадрату 
тпр?—- тп \? 
‚за ВЕ?, т. е. о — В0*, что невозможно, ибо после 


вычитания единицы наше число сделалось меньше В; ме- 
жду же (ВР? — 1)? и ВО? не может лежать никакого квад- 
ратного числа «для того (замечает Евклид), чтобы единица не 
делилась». 

Вторая гипотеза опровергается так. 

Предположим, что. 


АВ.ВС | СЕ?= ВЕ? 
ИЛИ 


102 — тпо? 2 по? па? 2 
тотал (И) к" 1) | 


Сделаем, чтобы точка Е была серединой некоторого отрезка; 
если О была серединой отрезка АС = тпр? — тпа?, то если 
мы хотим сохранить конец С неизменным, а середину передви- 
гаем из О в Е вправо на одну единицу, то мы и левый конец 
А должны передвинуть вправо на отрезок АС —=—2 единицам: 
в таком случае, применяя предложение 6, П к отрезку СС, 
разделённому пополам в точке Е, будем иметь: 


СВ.ВС | СЕ? = ВЕ? 
ИЛИ 


тпр? — тпо? 2 /тпр2—- тпа? 2 
(тпр? — 2) -тпа?-Ё. тие 1) — ии |) | 


Оба вышенаписанных равенства могут одновременно существо- 
зать лишь при условии 


АВ—= СВ или тпр? = тпр? — 3, 
что невозможно. 
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Аналогично опровергается и третья гипотеза. 
Если сумма 


АВ.ВС-Р СЕ? 


должна равняться меньшему чем ВЕ? квадратному числу ВЕ>, 
то из условия ВЕ? `> ВЕ? следует ВЕ > ВЕ; иными словами, мы 
должны точку Е ещё более приблизить к точке С, сдвигая сере- 
дину О вправо уже не на отрезок ОЕ — 1, но на отрезок ВР ==, 
глег > 1. Если мы попрежнему хотим, чтобы точка Е была 
серединой некоторого отрезка, кончающегося в С, то началь- 
ную точку А мы должны уже сдвинуть вправо на отрезок 
АН =2'. 
Применяя 6, [1 к отрезку НС, будем иметь: 


НВ.ВС СЕ? — ВЕ? 


ИЛИ 
тпр? — тпа? 2 тпр?-- тпа? 2 
(тп? — эл) -тар-+ ("РТИ 5 ы —,) ("Ри и ы —›) ; 


с другой стороны, согласно предположению, 


АВ.ВС + СЕ?= ВЕР, 
ИЛИ 


2 тпо2 2 2 пой 2 
торта ("т 1) ати, , 


Поскольку НВ < АВ и СЕ? СЕ?, то одновременное существо- 
вание этих равенств невозможно. 
Поскольку теперь выражение 


тпр? — тпа? 2 
АВ.ВС -- СЕ? = тпр?.тпа?-- - 1 


не может равняться квадратному числу, которое было бы больше, 
меньше или равно ВЕ?, то оно вообще не может быть квадрат- 
ным числом. Таким образом, числа 


тпр? — тпа? 2 
тпр?. тп? и о 1 


представляют два квадратных числа, сумма которых не равняется 
квадратному числу. 

Интересно отметить, что применённый Евклидом способ 
построения пифагорейских чисел был уже известен древневави- 
лонским математикам. 
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Положим для сокращения: 


Тогда три числа, удовлетворяющие условию 


а 2\2 2 а\2 
тпр?-тпа? се И ре | 
будут: 

тпр? — тпд? тпр? --- тпа? 
тира, т о 


или, в наших обозначениях, 
2р’4', р”? — 4”, р’ 9". 

Совершенно по этому типу построены числа, выражающие 
длину, ширину и диагональ прямоугольника в древневавилонской 
табличке РИир\оп 322, опубликованной в «Маетайса| Сипейогт 
Тех» Нейгебауэра (Мех Науеп, 1945), как показывает следующая 
таблица: 


реа" р’ 


2р’4’ р’? —_ (9 Ч 
2.0 1,59 2.49 12 5 
57,36 56,7 1,20,25 1,4 27 
1,20,0 1,16,41 150,49 115 | 32 
3,45,0 3,31,49 5.9,1 2,5 54 
1,12 1,5 1,37 9 4 
6,0 5 19 8, 1 20 9 
45,0 3811 59,1 54 | 25 
16,0 13'19 20,49 32 | 15 
10,0 8,1 | 12,49 25 | 12 
1,48,0 1.22.41 2,16,1 121 | 40 
1,0 1,15 2 | 
40,0 27,59 48,49 48 | 25 
470 2,41 4,49 15 8 
45,0 29,31 53,49 50 | 27 
1130 56 1146 9 5 


] 


Здесь, как обычно делается при транскрипции вавилонских 
текстов, надо читать: 1,59 = 1.60 -1-59; 1,20,25 =1.602--20.60--25 
ит. д. (И. В.) 

28. Предложения 29 и 30. В «Приложении»  Гейберг пред- 
посылает предложению 29 следующую лемму: 
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«Лемма к 29-му. 


Для заданных двух чисел и прямой должно сделать, чтобы 
как число к числу, так и квадрат на «заданной» прямой к <квад- 
рату> на иной какой-нибудь (черт. 9). 

Пусть данные два числа будут 4, В, прямая же С, и должно 
будет выполнить предложенное. Сделаем, что- 
бы как Ак В, <так и» прямая С к какой-нибудь 


р .. 7 дани 
иной 0), и возьмём для С, О среднюю 
пропорциональную Е (предложение 13 кни- =— 
ги \1Г). Поскольку теперь будет, что как А 

к В, <так и> прямая Ск Ш), но как Ск О, оч 


так и «квадрат» на С к «квадрату» на Ё, 7 | 
значит, как А к В, <так и квадрат» на Ск 
квадрату на Ё». 


Идея доказательства состоит „В ТОМ, ЧТО 
А:В=С:Б = С*:С.Б== С?:(У СБ}. 


Составляющие одно целое предложения 29 и 30 заключаются 
в том, что для заданной прямой Уа@ требуется найти другую 
Уь, соизмеримую с ней только в степени так, чтобы разность 
квадратов этих прямых (4—6) равнялась квадрату на прямой, 
линейно соизмеримой (предложение 29) или несоизмеримой (пред- 
ложение 30) с заданной прямой У и. _ 

Условие предложения 29 требует, чтобы для прямой Уд была 
найдена другая прямая /Ь так, чтобы имело место равенство 


Е ——5 


Черт. 9. 


а — 6 == Еда. 
Наше решение будет: 
Ь — (1 — 22) а 


Ур—=У(1 — 22) а. 


Решение Евклида заключается в том, что он для заданной 


прямой АВ = Та берёт два квадратных числа СР = т? и РЕ == п? 
таких, чтобы их разность СЕ = т? —.п2 не была точным квадратом. 
Сначала определяем А/ из условия 


АВ?: АВ —= т?: (т? — п?2), 


ИЛИ 


что легко выполняется на основании только что указанной леммы, 
В нашем обозначении 


2 ——_ ид 
Аг дв ИРИ. 
т 
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Поскольку У 11? — п? иррационален, то АГ будет соизмерима 
с АВ только в степени. 


Теперь из пропорции 
АВ? т? 
АР т? — п? 


получаем: 
АВ? _ т? 
ЯР, 
откуда 
АВ? — АР = ВР АВР. ЛЬ, 
т.е 


Вв/—=АВ.^, 
т 


Таким образом, 
— 2 и? ОНИ 
АВ=Уа и А/—=Та Ут узут в, 
если И — А, 
т 


будут две искомые, соизмеримые только в степени прямые, раз- 
я \2 
НОСТЬ квадратов которых равна ( АВ ") ‚ Т.е. квадрату на пря- 


мой, линейно соизмеримой с АВ. 

Предложение 30 ставит задачу нахождения прямых АВ и 4/ 
так, чтобы разность их квадратов равнялась квадрату на прямой, 
несоизмеримой с АВ линейно. 


Берём АВ — Узи два числа СЕ=т? и ЕР==и2, таких, 
чтобы их сумма СР = т? -- п? не была точным квадратом. 
Затем строим А/ из условия 


АВ?: АР — (т?-|- п2): т? 
откуда 


т 
А/—= АВ ————. 
Ут2- п? 
Далее, из пропорции 
СЬ:СЕ= (т? -№ 12): т? = АВ?: А 
паходим при помощи производной пропорции: 


т? -|- п2 АВ? 
(еп) — т АВ АР’ 
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откуда определяется В/=—= У АВ? — АП: 


В[—= АВ. __Уа_ где &=^.. 


Ут? УТЕР’ 

Эти две прямые АВ и В1 античный схолиаст считает «мате- 
рями» биномиальной иррациональности, о которой пойдёт речь 
в предложении 36 (схолия № 211 к предложению 30 в гейбергов- 
ском издании Евклида, т. У, стр. 510). (И. В.) 

29. Предложение 31. Предложение 31, играющее такую же 
роль по отношению ко второй иррациональности (предложение 37), 


как 30 к первой, открывается следующей леммой, помещённой 
у Гейберга в «Приложении». 


«Лемма к предложению 31. 


Если будут две прямые в каком-нибудь отношении, то будет, 
что как прямая к прямой, так и «прямоугольник» между обеими 
к квадрату на наименьшей (черт. 10). 

Пусть вот будут две прямые АВ, ВС в каком-нибудь отно- 
шении;, я утверждаю, что будет как АВ к ВС, так и <прямо- 
угольник> между АВ, ВС к «квадрату» на 
ВС. Действительно, начертим на ВС квадрат #1 Г 
ВРЕС и дополним параллелограмм АД. Ясно, 
что будет как АВ к ВС, так и параллело- 
грамм АД к параллелограмму ВЕ. И АР будет Е 
<прямоугольник> между АВ, ВС (ибо ВС равно 
ВО), ВЕ же — «квадрат» на ВС; значит, как АВ Черт. 10. 

к ВС, так и «прямоугольник» между АВ, ВС 
к <квадрату> на ВС; что и требовалось доказать». 

В предложении 31 требуется найти две соизмеримые только 
в степени медиали, заключающие рациональный прямоугольник 
так, чтобы разность квадратов на большей и меньшей равнялась 
квадрату на прямой, соизмеримой или несоизмеримой линейно 
с большей. 

Евклид рассматривает лишь случай соизмеримости. 


Берём две прямые линии Аи В, удовлетворяющие условиям 
предложения 29: 


А—=Уа, в=Уа-—№а. 
Их произведение 
АВ—=а У 1— Е? 
будет представлять медиальный прямоугольник. Если АВ= С” 


то С-=Гау 1 — А? будет медиалью. 
Теперь определяем ДО из условия 


С.Б = В? или Р.И аи 1—2 —= (1 — №). а, 
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откуда 


р=Уа |1 вит 


будет тоже медиалью. Для нас последнее обстоятельство является 
очевидным, Евклиду же приходится доказывать его несколько 
сложным способом. Он последовательно образует пропорции 


А:В = АВ: В?, 
А:В = С*:СР =С:0. 


Отсюда видно, что С с Д, так же как и Л с В, соизмеримы лишь 
в степени; затем, поскольку С — медиаль, то О будет тоже ме- 
диалью. 

Эти две медиали С и Ш) будут искомыми. Действительно, 


Се—=аУ1— №, 22—а (1 — Утв: 
их разность 


С — ра а У 1—2. (Иа 


представляет квадрат на прямой А Уз и 1 — 22 — АС, линейно 
соизмеримой ес 

Второй случай — когда разность квадратов даёт квадрат на 
прямой, линейно несоизмеримой с большей — оставлен у Евклида 
без детального разбора. Мы получим все нужные формулы, если 
возьмём в качестве Аи В прямые, удовлетворяющие условиям 
предложения 30: 


Ут 
с УВ 
Итев’ 

р— В — __ Уз __ В 
С Угра. Ув Утв 


Медиали Си ДО и будут искомыми. Действительно, 


С м 
УГ агрмутев атм уге 


— К т 4 ’ 
о Итты. Ут 
где под знаком квадрата мы получаем прямую, линейно несоиз- 
меримую с А—=Уа. 
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Схолиаст (Не1Бегоь, т. У, № 212, стр. 510) считает эти ме- 
диали «матерями» второй иррациональности — первой бимедиали, 
о которой будет речь в предложении 37. (И. В.) 

30. Предложение 32. Предложение 32 открывается леммой, 
помещённой у Гейберга в «Приложении». 


«Лемма к предложению 32. 


Если будут три прямые в каком-нибудь отношении, то будет, 
что как первая к- третьей, так и <прямоугольник> между первой 
и средней к прямоугольнику между 
средней и наименьшей (черт. 11). Я в р 

Пусть будут три прямые в каком- 
нибудь отношении АВ, ВС, СО; я утвер- 


ждаю, что будет как АВ к СРО, таки Е г Г: К 
«прямоугольник» между АВ, ВС к <пря- 
моугольнику> между ВС, СО. Черт. 11. 


Действительно, проведём АЕ из 
точки А под прямым углом к АВ и 
отложим АЁ, равную ВС, и через точку Е параллельно пря- 
мой АО проведем ЕК, через точки же В, С, О параллельно 
АЕ проведём Г/В, СЦ, ОК. И поскольку будет, что как АВ к ВС, 
так и параллелограмм А/ к параллелограмму ВС, как же ВСк Ср, 
так и ВС к СК, то значит, по «равенству» (предложение 22 кни- 
ги \), как АВ к СО, так и параллелограмм А/ к параллело- 
грамму СК. И будет АГ «прямоугольником» между АВ, ВС (ибо 
АЕ равно ВС), СК же — <прямоугольником» между ВС, СР (ибо 
ВС равно СО). 

Итак, если будут три прямые в каком-нибудь отношении, то 
будет, что как первая к третьей, так и «прямоугольник» между 
первой и средней к <прямоугольнику> между средней и третьей; 
что и требовалось доказать». 

Цель предложения 32 заключается в том, чтобы найти две 
медиальные, соизмеримые только в квадратах линии, дающие ме- 
диальное произведение и обладающие тем свойством, что разность 
их квадратов представляет квадрат линии, соизмеримой или несо- 
измеримой с большей. По мнению схолиаста (Не1Бегь, т. \, 
№ 218, стр. 512), обе эти медиали являются «матерями» второй 
бимедиали. 

Берём три соизмеримые только в квадратах линии 


А=Уа, В=УЬ, С=Ус, 


причём 42 — С? == а — с должно быть соизмеримым с 42 —= (У’а)?. 
Если положим 
А? — С? -= (АА)?, 
то отсюда следует, что 
а — с = Аа 


или 1 — - — А2. Значит Ус =УИа(1— А?) (29, Х). 


26* 
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Образуем теперь линию О согласно услови!о 
02= АВ—= ав; 
тогда Р=1/аб будет медиалью; это наша первая из искомых. 
Вторую медиаль Е мы найдём из условия 


р.Е—=В.С, 
откуда 


что тоже будет некоторой медиалью. Евклид доказывает это обсто- 
ятельство несколько иначе: он пишет ряд пропорций 


А.В:В.С —=А:С, 
0: р.Е=А:С, 
р:Е =А:С. 
Из последнего равенства получается, что Ос Е (каки Ас С) 


соизмеримы только в квадратах; поскольку же ДР — медиаль, то 
и Е должно быть медиалью (предложение 23 книги Х, следствие). 


Затем 02—=У ав, Р—=е и -: значит, 
ре 8 0) уд (1 -=) —= 22 У аё = 


— (# 7/6) = (&О)?. 
Евклид доказывает это, исходя из пропорции’ 
А:С =р:Е. 
Поскольку же А? — С2— А^2А?, тои 02— Е? = 22)? (14,Х). 


Остаётся лишь показать, что произведение О.Е есть медиаль. 
Это видно из равенства 


р.Е=В.С=У 66. 


Случай, когда 02 — Е? представляет квадрат длины, несоиз- 
меримой с РД линейно, Евклид детально не рассматривает. Мы 
можем это сделать, если вместо формулы для С 


С—=уа(1— Е?), 
получающейся из 29, Х, возьмём соответствующую формулу 
из 39, Х: 
Уа 


С —= =. 
УТ 
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Интересующие нас медиали будут 


р —= и 45, 
в_—В С / 45 
р УТ — 2? 
Действительно, 
| 22 У а 
2 Е5а — ИО ыы 
р: в'=Уа5 (1-ти) Ея 
4/ль \2 
И 2) 
У 1-Е У1-Е 22 
р 
Стоящее в скобках выражение УГЕЕ будет соизмеримо 


с О только в степени. (И. В.) 

31. Предложевие 33. Предложение 33 начинается с леммы, 
представляющей хорошо известную теорему о том, что перпен- 
дикуляр, опущенный из вершины прямого 
угла на гипотенузу, является средней про- &_Я 
порциональной между отрезками гипотену- 
зы, а катет — средней пропорциональной 
между гипотенузой и прилежащим отрез- 
ком. Доказательство почти в точности @ й 
представляет употребляющееся и в совре- 
менных учебниках и возбуждает толь- 
ко единственный вопрос, почему столь 
важная теорема фигурирует в качестве 
простой леммы. Черт. 12. 

В «Приложении» у Гейберга приво- 
дится и другое доказательство этой леммы: 

«Или и так, если построим прямоугольный параллелограмм ЕС 
и дополним АР, то ЕС будет равен АЕ; ибо каждый из них будет 
вдвое больше треугольника АВС. И будет ЕС <прямоугольником> 
между ВС, АР, а АР-— <прямоугольником» между ВА, АС. Зна- 
чит, «прямоугольник» между ВС, АР будет равен ‹прямоуголь- 
нику> между ВА, АС» (черт. 12). , 

После этого в том же «Приложении» идёт техст второй 
леммы. 


у 


«Лемма к предложению 32. 


Если прямая линия рассекается на неравные «части», то бу- 
дет, что как прямая к прямой, так и «прямоугольник> между 
целой и большей к <прямоугольнику» между целой и меньшей 
(черт. 13). 
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В самом деле, пусть некоторая прямая АВ будет рассечена 
на неравные <части» в 2; я утверждаю, что как АБ к ЕВ, так и 
«прямоугольник» между ВА, АЕ к <прямоугольнику> ме- 
жду АВ, ВЕ. 

Действительно, начертим на АВ квадрат АСОВ и через 
точку Е параллельно каждой из АС, ВО проведём Е/. Теперь 
ясно, что как АЕк ЕВ, так и параллелограмм А/ к параллело- 

грамму 1В. И будет 4! <прямоугольником» 
й Е 2 между ВА, АЕ (ибо АС равна АВ), [В же— 
«прямоугольником» между АВ, ВЕ (ибо ВР равно 
АВ). Значит, как АЕ к ЕВ, так и <прямоуголь- 
ник> между ВА, АЕ к <прямоугольнику> между 
АВ, ВЕ; что и требовалось доказать». 

Задача предложения 33 заключается в подго- 
; товке построения четвёртой иррациональности — 
й [{ 0 так называемой большей, разбираемой в предложе- 
° Черт. 13. нии 39, в формулировке которого действительно 
| упоминаются требования, поставленные в разбира- 
емом предложении. Они заключаются в том, 
чтобы найти две несоизмеримые даже в квадратах прямые, 
обладающие тем свойством, что сумма квадратов их рациональна, 

но произведение представляет медиальный прямоугольник. 

Доказательство этого предложения не принадлежит к числу 
лёгких и поэтому заслуживает более подробного разбора. 

Евклид начинает с того, что берёт две соизмеримые только 
в степени прямые АВ, ВС такие, что АВ? — ВС? представляет 
квадрат некоторой несоизмеримой с АВ прямой; иными словами, 
взятые прямые удовлетворяют требованиям предложения 30. 
Поэтому мы берём их в той форме, в какой они там получались: 


— а 
АВ=Уа, ВС= У 
УТ 
Затем он «прикладывает» к АВ с недостатком в виде квадрата 
прямоугольник, площадь которого равнялась бы квадрату на по- 


ловине ВС. Это значит, что высота х этого прямоугольника 
должна удовлетворять равенству 


2 
АВ.х = (5) --Нл-. 


Получающееся квадратное уравнение равносильно требованию 
разделить АВ на такие две части’ АЁ.—= х и ЕВ = у, чтобы 
имели место уравнения 


х-у= АВ, 


ВС \? 
= (5 . 
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Это значит, что х и у представляют корни квадратного уравне- 
НИЯ 


2 —Уз. Рун =: 


откуда 


х = И УИС тя =“ НУР”), 
Ури (1-й). 


Опираясь на предложение 18, Евклид утверждает, что х и убу- 
дут несоизмеримы между собой‘ (если бы они были соизмеримы 


между собой, то были бы соизмеримы и со своей суммой = а, 
но сама форма выражений для х и у показывает, что ни х, ни у 
не могут быть соизмеримыми с’Уа). 

После этого, строя на АВ прямоугольный треугольник, вер- 
шина Г прямого угла которого лежит на перпендикуляре, вос- 
ставленном из точки Р, Евклид получает нужные ему прямые, 
как катеты АГ и /В этого треугольника. . 


Действительно, эти прямые будут несоизмеримы даже в ква- 
дратах (вследствие несоизмеримости хи у): 
АР = АВ-АЕ=хУа, 4А1=Ух. а; 
ВР = АВ.ЕВ =уТа, В/=Уу. Иа. 
Затем, сумма их квадратов будет рациональна: 


хУа --уУа =Уа (ху) =Уа.Уа = а; 


произведение же будет медиальным: 
АГ. УХ. Иа. ИУ. УГ=Уа.Уж-=АВ.2С: 


подставляя значения АВ и ВС, будем иметь: 


— | 
АГ.ВГ—=У а. У Ща 1 
ут 2 ув’ 


т. е. иррациональной величине. (И. В.) 

32. Биквадратные уравнения и гесша И\иза. Евклид в 
предложении 33 ищет две нэсоизмеримые в степени прямые та- 
кие, что сумма квадратов их рациональна, а произведение пред- 
ставляет медиальную площадь. На алгебраическом языке эта 
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задача сводится к решению системы уравнений 


хе уз —= т, 


ху= Ут или ху? — п, 


которая приводится к биквадратному уравнению 


имеющему корни 


24 — 122 - п = 0, 


о и. ь=И *-И"-=. и. 


Чтоэы ближе подойти к обозначениям Евклида, положим: 


а262 


т—= а п=—. 


4 


Получающееся биквадратное уравнение 


а20? 


24 — а" -— —0 


при помощи подстановки 


52 — ах 


легко приводится к квадратному уравнению 


р? 
ж — ах — 


которое Евклид затем и решает. 
Найдя кории х| и х, этого уравнения, он для определения 21 


М 


Черт. 14. 


и 2› пользуется графическим приёмом 
(черт. 14): 

На прямой СО =а=л-+х. он 
строит полукруг в точке Е, разделяющей 
СР на отрезки СЕ=жЖ и ЕР=хо 
он восставляет перпендикуляр до пе- 
ресечения с кругом в точке ЛМ; отрезки 
СМ=2:, МО ==. и будут искомыми. 

В этом приведении биквадратного. 
уравнения к квадратному мы видим 
идею так называемой тебша Ииза 28) 


или метода подстановки, который применяет Абрахам Бен Эзра. 


Уравнение 


1 
х— = х— 


3 


38) См. примеч. 


с) 


м. 


1, 1 
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Эзра разрешает (если ввести современный символический язык 
алгебры), полагая 


1 
хх 4— у, 


что приводит исходное уравнение к более простому 


1 


которое уже нетрудно разрешить. 

Этот приём имеет большое методическое значение в ариф- 
метике. 

В то время как «фальшивое правило» (теби]а {а151) сыграло 
большую роль в истории необоснованного чисто автоматиче- 
ского решения, гесцйа иШиза имело значение в построении 0бо- 
снованных решений. 

Идея состоит в том, что задачи решаются в два или более 
приёма. Вместо того, чтобы непосредственно определять х, мы 
определяем у, хорошо сознавая, что, имея у, найдём и х. 

Шюкэ 29) таким приёмом решает не только биквадратное 
уравнение 


64-24 == 22, 
но и уравнения 
12-168 — 1444, 
243 210 — 48745, 
17283 — 512 645, 


приводя их к квадратному. 
Впрочем, ещё задолго до Шюкэ уравнения 


ах" | фл” — с, 
ах?" — ох -|-с 


рассматривались арабским математиком Алькархи. 
Подстановкой пользуется и Региомонтан 36), который уравнение 


х 


10 —х 
я = 


х 


25 


х .. 
сводит к квадратному, полагая т—-==у, что даёт у2-- 
1 =25у. 


29) Спиаие+, Ге Тпраму еп 1а зЧепсе 4ез потЬгез (1484), 
ВиПеНпо Вопсотразщ, т. ХШ, Коша, 1880. 

30) Кез отоп{апиз, Пег ВмеЁгмесизе е4. М. Сиихе, 
АБН. 2. СезсВ, 4, та. \13з., Ва, 12, Герио, 1902. 
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Более сложная подстановка, понижающая степень возвратного 


1 
уравнения, а именно Ухо, была применена впервые Му- 
авром 31). 
33. Предложение 34. Предложение 34 является подготовитель- 


ным к введению пятой иррациональности в предложении 40. Оно 


вводится следующей леммой, помещённой у Гейберга в «Прило- 
жении», 


«Лемма. 


Если будут две неравные прямые, и меньшая из них рассе- 
чена на равные <части>, то прямоугольник мэжду двумя прямыми 
будет вдвое больше <прямоугольника» на 
р Юре большей и половине меньшей. 
Пусть будут две неравные прямые 
АВ и ВС, из которых большей пусть 
будет АВ, и пусть ВС будет рассечена 
пополам в 0); я утверждаю, что <прямо- 
угольник> между АВ, ВС вдвое больше 
и <прямоугольника> между АВ, ВР (черт. 15}. 
Действительно, проведём из точки В под 
Черт. 15. прямыми углами к ВС «прямую» ВЕ и 
отложим ВЕ, равную ВА, и достроим чер- 
тёж. Поскольку теперь будет, что как ОВ 
к ОС, так и ВГк ОК, то значит, «присоединяя» (предложение 
18 книги У) —как ВС к ОС, так и ВК к ОК: ВС же вдвое 
больше ОС; значит, и ВА’ будет вдвое больше ДА’ И будет ВК 
«прямоугольником» между АВ, ВС (ибо АВ равно ВЕ), ОК 
же — «прямоугольником» между АВ, ВО (ибо ОС равно „Вр, 
ОГ же ‹равно> АВ); что и требовалось доказать». 

В предложении 34 решается задача — отыскать такие две 
несоизмеримые в квадратах прямые, которые дают сумму 
квадратов в виде медиальной площади, но произведение рацио- 
нальное. 

Евклид берёт две соизмеримые только в степени медиали 
АВ, ВС, произведение которых рационально, но разность квад- 
ратов АВ? — ВС? равна квадрату прямой линии, несоизмеримой 
с АВ. Так как этим условиям удовлетворяет вторая половина 
предложения 31, То искомые прямые можно взять в том виде, 
как они там даны, а именно: 


УТ-ЕР ИТ у/1- Е 


31) Мо1уге, М!зсеЙапеа апа!уЧса, Г.оп4оп, 1730. —Габсгап- 
се, Кейех!юпз зиг 1а гбзо]иЧоп а]еераие 4ез 6диаЧопз (Оеи- 
угез, Раз, 1869, т. Ш, стр. 205). 
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Затем к АВ «прикладывается» с недостатком ввиде квадрата 
прямоугольник, площадь которого равна квадрату половины ВС. 
Обозначив через х высоту этого прямоугольника, будем иметь: 


2 
АВ-х =92 —|- 2. 


Полученное квадратное уравнение равносильно делению АВ 
на такие части А/—= хи/В =, чтобы удовлетворялись уравнения 


_ Уа 
ИГР, 

ва 1 

4 аа) `угЕА` 


Решая эти уравнения, находим: 
2 2 а Г. 
АВ в У (ео), 
2 4 4 ОИТЕЕ | ри 
Уз 


ГЕЯ 

у = о). 

2-е Ут 

Аналогично предыдущему предложению доказываем, что хиу 
ЯВЛЯЮТСЯ несоизмеримыми. 


После этого при помощи того же построения, что и в пред- 
ложении 33, определяем искомые прямые: 


Ар=УАВ:АГ ВР—=УАВ. ВИ, 


которые, вследствие несоизмеримости х —= А/ и у== ГВ, будут не- 
соизмеримы даже в квадратах. Таким образом, первое требование 
выполнено. 

Второе требование заключается в том, что сумма квадратов 
искомых прямых должна быть медиальной; оно выполняется: 


х т у= АВ 


ху — 


а 
АР? --- ВР? = АВ. АГ-- АВ.1В = АВ? — ———-. 
У1-- 2 
Наконец, последнее требование состоит в том, чтобы произ- 
ведение их было рациональным; оно тоже выполняется: 


ВС а 
АР.ОВ = АВ. АГ.В1= АВ 2 № 
(И. В.) 

34. Предложение 35. Предложение 35 является подготови- 
тельным к последней — 6-й иррациональности, рассматриваемой 
в предложении 41. Это предложениз, опирающееся на предложе- 
ние 32 книги Х, состоит в следующем: 
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«Найти два несоизмеримых в квадрате отрезка, сумма квад- 
ратов которых и произведение были бы медиальными и между 
собой несоизмеримыми». 

В предложении 32 были найдены две медиали АВ и ВС, 
удовлетворяющие условиям, что их произведение медиально, а 
разность квадратов представляет квадрат на прямой, несоизмери- 
мой с большей медиалью АВ. Интересующие нас медиали будут 
иметь такое выражение: 


АВ=Ь = у/ 945, 
4,/— 
У 46 
—_, 
1-8 
где а, 6 — два целых числа, произведение которых не представ- 
ляет квадрата. 
Теперь к АВ «прикладывается» с недостатком в виде квад- 


рата прямоугольник с площадью, равной квадрату половины ВС, 
что равносильно решению системы уравнений 


ху=р = /аь, 
ху У 
7—4 


Корни эгих уравнений будут: 


ие Ув Уж 34 р 
КЕРНИ Рики "и (Нунев”) 

и 
2 (- УТЕВ)- 


Получающиеся прямые х—= А/ и у=1В будут несоизмеримыми 
(18, Х). 
Восставив в точке деления / перпендикуляр до пересечения 


с описанной на АВ полуокружностью в точке Ш), Евклид опреде- 


ляет нужные ему величины как катеты полученного треуголь- 
пика АД и ДВ: . 


И УЕУГЕЕ 
АР = В.А! — Ь 
р=УАВ. АГ = 7/8 ТВ, 


ВС —Е = 


у—и 


=: УЕ 
РВ = АВ.1В == УСТ, Г ВИ ИОН 
у Е 


Вследствие несоизмеримости А/=х и /В = у эти отрезки будут 
несоизмеримы даже в квадратах (пэрво> требовани?). 
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Поскольку 402 -- РВ? = АВ? = ав, т. е. медиальной пло- 
щади, то будет выполнено и второе требование. 

Третье требование состоит в том, что произведение АД.ДВ 
должно быть медиальным. Действительно, оно будет равно: 


У а 
утв. 
Евклид доказывает это так. Имеем: 

АГ. 1В —= ху == И», 


АР.ОВ = 


д 
ху = о =: ВЕ?, 
откуда 
ВС —=2.1), 


АВ.ВС =2.АВ.Р. 


Поскольку же АВ.ВС есть медиальная площадь, то значит, и 
АВ.[Р будет медиальной. Но 


АВ. = АВТ А/.1В =Т АВ.АГ.У АВ.1В = АЛ.БВ; 


значит, и АД.ДОВ будет медиальной площадью, т. е. третье тре- 
бование выполнено. 
Остаётся удовлетворить четвёртому требованию: чтобы сумма 


квадратов 402 -- 082 —= аёи произведение АД.ДВ = Ув _ 

21-2? 

были несоизмеримы. В нашем обозначении это является очевидным; 
Евклиду же приходится доказывать так: 

Вследствие линейной несоизмеримости АВ с ВС квадрат на 

АВ, равный сумме 422--ОВ?, будет линейно несоизмерим с 


ВС з 
прямоугольником АВ.-—-или АВ-1), который, как доказано выше, 


равен прямоугольнику АО.РВ. 

Античные схолиасты считают, что предложения 29 и 30 
являются подготовительными к 36, а следующиз за ними 31—85 — 
подготовительными к 37—41. Это безусловно верно для 33—35 
и 39-41, возможно для 31, 32 и 37, 38 и несколько сомнительно 
‘для 29, 30 и 36. Если рассматривать структуру доказательств, то 
более вероятным будет предположение, что 29, 30, а затем 31 и 
32 являются подготовительными для 33, затем 34 и 35, а эти по- 
следние, в свою очередь, подготавливают предложения 39, 40 и 41. 
(И. В.). 

35. Первая гексада иррациональностей. После ознакомле- 
ния с прямыми, рациональными, соизмеримыми только в степени 


(т. е., снашей точки зрения, иррациональными вида Уа), и ме- 
диальными, получающимися от взятия среднего геометрического 
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от двух соизмеримых только в степени, по формуле Ууа И 6 — 


— 4А/ р — 4/д .. 
== А, Евклид вводит ешё шесть новых иррациональ- 
ностей, разбираемых в предложениях 36—41. 

В предложении 36 вводится иррациональность вида 


Уз + УЬ, 
так называемая биномиаль. Иррациональность соответствующей 


прямой Евклид доказывает так: 
Мы имеем прямые 


АВ= Та, ВС=УЬ и АС=Та --УЪ, 
из которых две первые соизмеримы только в квадратах. Так как 
АВ _ АВ-ВС Уа _ У4аь 
ВС ВС? У 6’ 


то АВ.ВС=Уа6 не будет соизмеримым с ВС? =, а равно и 
с АВ?-- ВС? —=а-Е 5. Отсюда следует, что 


АС? = (Уа ГУБ) —=а-—-5--2Уав 


будет несоизмеримо с а-Е В и, значит, АС =Уа --УЬ не бу- 
дет рациональной величиной, соизмеримой с Уа и Уф хотя 


бы в квадратах. 

В «Приложении» Гейберг приводит ещё такое окончание 
этого предложения, которое он считает не принадлежащим 
Евклиду: 

«Назвал же он её «из двух имён» (&х 650 дуэратюу) вследствие 
того, что она складывается из двух рациональных (рулфу == «на- 
зываемых» или «именуемых»), разумно называя рациональную 
«именем», поскольку она «именуема» (ха’б рттбу)». 

Это окончание показывает, что укоренившееся название «би- 
номиаль», т. е. двучленная иррациональность, не совсем соответ- 
ствует греческому термину; правильнее было бы считать, что 
«биномиаль» = двухимённая иррациональность. ^ 

В предложениях 37 и 38 вводятся бимедиали — иррациональ- 
ности, получаемые от сложения двух медиалей. Из них рассма- 
триваемая в предложении 37 первая бимедиаль получается в ре- 
зультате сложения двух медиалей, произведение которых рацио- 
нально. Согласно предложению 31 полученные медиали будут 
иметь вид 


Ав=Уа.4/в, Вс=Уа. Ув. 
Их сумма 


АСУ (ЕВ) 
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не будет соизмеримой хотя бы в квадрате с АВ или ВС. Дей- 
ствительно, 


Аба (И В-У в--21/ М) = а {28-Е } 


не будет соизмерима ни с АВ=Уа 1/Ё, нис ВС=Уа 1 № 
хотя бы и в квадратах. 


Доказательство Евклида развивается аналогично предыдущему 
предложению. 


В «Приложении» у Гейберга дано следующее окончание 
этого предложения: . 


«Назвал же он её «из двух средних первой» < = первой 
бимедиалью» вследствие того, что «составные её части» заклю- 


чают рациональную «площадь», рациональная же является пер- 
ВИЧНОЙ». 


В предложении 38 вводится вторая бимедиаль, получаю- 
щаяся из суммы двух медиалей, произведение которых не рацио- 


нально, но медиально, т. е. имеет вид У а6. 
Удовлетворяющие этому условию медиали имеют вид 


АВ = Иа, ВС= Иа -УЬ. 
Требуется доказать, что сумма их 
АС = Уа 1-У Ь) 


будет иррациональной. 
При нашем способе обозначения это доказательство полу- 


чается сразу: 
АС? — У а. -Нь-2УЬ) 
даже в квадратах не будет соизмеримо ни с АВ=у/а, ни 
с ВС = УЖ .УЬ. 
Доказательство Евклида развивается так: 


К рациональной прямой ДЕ==р он прикладывает площадь, 
равную квадрату АС; получающаяся «ширина» 


разбивается на две прямые 


ре“ и ТР он, 


каждая из которых будет рациональной и соизмеримой с РЕ = 
только в квадрате (предложение 22 книги Х); между собой они 
соизмеримы только в квадратах; значит, согласно предложению 


36, их сумма ОН будет первой иррациональностью или бино- 
миалью. 
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Умножив ОН на ДЕ=р, мы получим иррациональную площадь 
(1-5) Уа 2 У а8 = АС?, 


квадратный корень из которой и даст нам третью иррациональ- 
ность, так называемую вторую бимедиаль 


АС—= Иа (1-НУЬ). 


При 6 —==а рассматриваемая иррациональность обращается в пер- 
вую бимедиаль. 


В «Приложении» у Гейберга приведено следующее оконча- 
пие этого предложения: 

«Назвал же он её «из двух средних второй» вследствие того, 
что <прямоугольник> между ними заключает медиальную и не- 
рациональную ‹площадь», медиаль же будет вторичной после 
рациональной. А что заключённое между рациональной и ирра- 
циональным будет иррациональным, ясно. Действительно, если 
бы оно было рациональным и было бы приложено к рациональ- 
ной, то и другая его сторона была бы рациональной. Но она 
и иррациональна; что нелепо. Значит, <заключённое» между ра- 
циональной и иррациональным будет иррациональным». 

Начиная с предложения 39, мы встречаемся с новым типом 
иррациональных прямых, получающихся сложением. До сих пор 
складывались прямые, соизмеримые между собой в квадратах, 
что дало нам следующие иррациональнссти: 


биномиаль Уз --УЪ, 
первая бимедиаль а ПР АУа Иа, 
вторая бимедиаль у/а --А УВ у/а. 


Теперь мы будем рассматривать иррациэнальности, получаю- 
щиеся от сложения прямых, несоизмеримых даже в квадрате. 

В предложении 39 рассматривается иррациональность, полу- 
ченная в результате сложения двух несоизмеримых в квадрате 
прямых, сумма квадратов которых рациональна, а произведение 
медиально. Соответствующие прямые, согласно предложению 33, 


будут иметь вид 
Иа-Ух, Иа Ту, 
где хи у будут корнями квадратного уравнения 


а 


2 —Уа Рита =о 


|. 


к (Нутев) 23“ (Г-УРРЕ) 
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Интересующие нас прямые будут иметь вид 


ионный 


Ав= И а.Ух= ИИ 
— уз Е 
вс-Утуу-УЗУ гея 


Квадрат суммы этих прямых будет: 


е-Еену (узжтун=)- 


—а НУТЕЕ). 


будет ме- 


р а 
Удвоенное произведение АВ.ВС, равное ———-, 
ИТ-НА? 
диальным и несоизмеримым с суммой АВ? -- ВС? = а; значит, 
АС? будет иррациональным; значит, и подавно АС будет ирра- 
циональным 


А6=\/ 4 #_ ® \. 
УЗИ '+утеЕТИ "те 


В «Приложении» у Гейберга предложение 39 заканчивается 
так: 

«Назвал же он её «большей», вследствие того, что рацио- 
нальные «квадраты» на АВ, ВС «вместе» будут больше медиаль- 
ного дважды «прямоугольника» между АВ, ВС, и название 
должно «быть» установлено в зависимости от свойства рацио- 
нальных. А что «квадраты» на АВ, ВС, <вместе взятые», больше 
удвоенного «прямоугольника» между АВ, ВС, должно доказать 
так (черт. 16). 


Черт. 16. 


Очевидно теперь, что АВ, ВС будут неравными. Действитель- 
но, если бы они были равными, то и «квадраты» на АВ, ВС 
были бы равны дважды «прямоугольнику> между АВ, ВС, и 
был бы рациональным и прямоугольник» между АВ, ВС; этого же 
не предполагается; значит, АВ, ВС будут неравными. Предполо- 
жим, что АВ больше, и отложим ВО равным ВС; значит, <квад- 
раты» на АВ, ВО равны дважды <прямоугольнику> между АВ, 
ВО и «квадрату» на ДА (предложение 7 книги П). ДВ равно ВС; 


27 Евклид 
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значит, «квадраты» на АВ, ВС равны дважды «прямоугольпику» 
между АВ, ВС и «квадрату» на АД; так что «квадраты» на АВ, ВС 
будут больше дважды <прямоугольника> между АВ, ВС на <ве- 
ЛИЧину, равную квадрату» на АБО». Используемое равенство 


АВ? -- ВО? —=2АВ.ВО + АР? 
легко доказывается разложением АВ? —(АР -- ОВ)?: 
АВ? - ВО? — АО 2АР.ВР- В0?-- ВР? —= 

= Ар --2(АР.ВО-- ВО?) = 

—= 40 --2ВР (АБ -- ВО) = 

—= 402 -2АВ.ВО. 

В предложении 40 рассматривается сложение несоизмеримых 

в квадрате прямых, у которых, наоборот, произведение будет 
рациональным, а сумма квадратов медиальной. 


Удовлетворяющие этому условию прямые получены в прелд- 
ложении 34; это будут прямые вида 


А оу вС=]/ у, 
ИТ-Е И1-Р 
где хи У будут корнями уравнения 


а 


а 
ита “Тааер-“ 


22 


Окончательно: —_ 
в Е 
У2 и1-е | ету 
У и!-® У1-- #2 
Квадрат суммы этих прямых будет: 


а Г Е 
м О и 
1-утре (1+ У (Нутев)(ГУТЕЫ)) 
“ Е 
ЕЕ ( УТЕЯ). 
Сумма квадратов АВ? -- ВС? — У 


а 
тя рационально; значит, их сумма 


АС? будет иррациопальна, так же как и её квадратный ко- 
рень АС. 


а 
— медиальна, а удвоенное 
Е 


произведение 2АВ.ВС —= 
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В «Приложении» у Гейберга эта теорема заканчивается так: 

«Рационально и медиально квадрирующей называется она 
вследствие того, что квадрирует две площади — одну рациональ- 
ную, другую же медиальную, и вследствие превосходства рацио- 
нального он назвал его первым». 

Наконец, в предложении 41 Евклид разобрал случай, когда 
и сумма квадратов и произведение являются одновременно ме- 
диальными. 

Обладающие этим свойством прямые определены в предло- 
жении 39; они имеют вид 


"Га __ 

АВ—= И. те 
УЗиИГЕЕ УТ, 
"Га ИИ 
В и. а—_ р. 
С=уритЕв ГУ 


Квадрат их суммы будет: 
У а 
Ут -- 2 
Доказательство иррациональности этого выражения Евклид 
проводит так: 


Возьмём рациональную прямую ОЁЕ==р и построим выраже- 
ние 


АС? — 


(ИУт-е-и.. 


Так как плошадь ОГ= АВ? -- ВС? = а6 медиальна, то 


рн 


будет несоизмерима с ДЕ линейно. . 
Точно так же докажем, что и 


8. 
УТ 

будет несоизмерима с ДЕ линейно. __ 

У аб 


Теперь, вследствие несоизмеримости ТУ аб и Ута ‚ будут 


несоизмеримы ОН и НК; так как они соизмеримы только 


27* 
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в степени, то (36, Х) их сумма ОА будет иррациональной, 
а именно биномиалью: 


У ав У _. 
5 ПРУГЕЕ' 


значит, будет иррациональным и произведение ДА.ДЕ —=У ав —- 


ар № 
—- УЕЕЕ и тем более квадратный корень из этого выражения 
1-е 


и“ 
а 1 
УТУ "Гугри’ 


который и даёт нам шестую иррациональность — бимедиально- 
квадрирующую. 

В «Приложении» у Гейберга эта теорема заканчивается так: 

«Называег же он её «бимедиально-квадрирующей» вслед- 
ствие того, что она квадрирует две медиальные площади, а именно 
составленное из «квадратов» на АВ, ВС и дважды <прямоуголь- 
ник> между АВ, ВС». 

Случай, когда и сумма квадратов АВ и ВС и их произведе- 
ние АВ.ВС будут одновременно рациональными, не представ- 
ляет интереса, так как приводит или к рациональной, соизмери- 
мой линейно или в степени, или, в крайнем случае, к биномиаль- 
ной прямой. 

Лежащая в основе евклидовской классификации идея совер- 
шенно ясна: иррациональности классифицируются в зависи- 
мости от того, какую форму получает квадрат суммы. 

Если заданная, получающаяся в результате сложения ирра- 
циональность будет А-В, её квадрат 


(А+ В)? = 42-1 В2-4 ЗАВ. 


Сначала Евклид рассматривает случай, когда А и В соизме- 
римы в степени; тогда А и В могут быть или обе рационалями 
(в смысле Евклида), или обе медиалями. В первом случае мы по- 
лучаем биномиаль, во втором — две бимедиали в зависимости от 
того, будет ли произведение А-В рациональным или медиальным 
(сумма квадратов 42--Ь? при соизмеримых в степени А, В будет 
всегда рациональной в смысле Евклида). . 


Затем Евклид переходит к рассмотрению несоизмеримых 
А иВ, различая опять три случая: 


1) 42-Е В? рационально, АВ медиально: «большая» иррацио- 
нальность, 


2) 42--В? медиально, АВ рационально: рационально- и ме- 
диально-квадрирующая; 


3) 42-- В* медиально, АВ медиально: бимедиально-квадри- 
рующая. (И. В.) 


РА=— 
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36. Относительный минимум. В лемме за предложением 41 
Евклид доказывает, что если 


ху=и-9=—а, 
где ху, и, то при х`> и имеем: х2-|- у2 >> и? 1 92, 
Отсюда вытекает, что наименьшее значение суммы 
ХВ У? 
будет при 
Хх — у— а 
—= у— 5. 


Эту задачу об относительном минимуме обычно сводят, 
как и другие, аналогичные, к хорошо известной задаче о ма- 
ксимуме ху при х -|- у=а или, что то же, о максимуме функ- 


. а 
ции х (а — х), который будет при х=уУ=-. 
Для этого следует только заметить, что в силу равенства 

2 -|- у? — а? —2ху 


минимуму х?-- у? будет отвечать максимум 2ху и, следова- 
тельно, ху. 

Отчасти по этому пути идёт и Евклид, который доказывает, 
что, при поставленных условиях, 


ху < и, (1) 
откуда и заключает, что 


ху? == (ху)? — 2ху == а —2ху> (и о) — 20 = а2 — 9ци. 


Что же касается неравенства (1), то оно у Евклида до- 
казывается довольно сложно. 

В основу кладётся предложение 5, П, дающее в алгебраи- 
ческой символике: 


откуда 


Чтобы отсюда получить (1), следует убедиться, что 
а а 


5 ч<х—5. 
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Чисто алгебраическое изложение вывода неравенства сильно 
искажает мысль Евклида. 

Рассматривая х, у, и, 9 как отрезки, на которые делится АВ 

› 


Евклид исследует х —5 —=ЕС и 5—9 —_Е (черт. 17). То, 


Черт. 17. 


что ДЕ < ЕС, он выводит из соотношений АЕ = ЕВи АС ОВ 
т. е. Си О оказываются на неравных расстояниях от середины 2; 
но если АД`> СВ, РЕ< ЕС. 
Неравенство ху ии при х у= 
Ц —и--о==а можно было бы вывести, 
как уже было замечено в комментарии 
к планиметрическим книгам, из того, 
что перпендикуляр к диаметру до пе- 
\ ресечения с окружностью тем больше, 
22 чем ближе его основание к центру *). 
Лемма же Евклида вытекает из по- 
строения, для которого я даю только 
чертёж (черт. 18), предлагая в нём разо- 
браться читателю. Всё сводится к тому, 
что наклонная ВА`> ВЁ, как имеющая 
основание, более удалённое от основания 
| перпендикуляра Г. 
К 37. Неравенство Коши 32). Евклид, 
доказывая при условии 
хи ху=и-о=а 


[ 


Черт. 18. 


неравенство 


уро, 


использует предложение 5 книги П, приводящееся к тождеству 
х— у \2 ху \? 
ю+ ( =”) ==”). 


+) См. комментарий 28 к УГ книге. 
32) СацсНу, Апа[узе а1оёъаце, Раг!з 1821. — Маракуев, 
Элементарная алгебра, М., 1903, т. Т, гл. 10, 
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Из этого тождества он получает: 
2 

ю<(=*), 

2 
у <2 (= >). (1) 


Затем, обращаясь к предложению 9 той же книги, он полу- 
чает 


Не) низ 


и тогда из (1) заключает, что 


х-- у? > 2ху. (2) 
Сравним этот сложный путь с тем простым, по которому 
пошли бы мы: 
й р р. 
(«— у> 6 —” 
т, е. 
ха -- у — ху 0; 
следовательно, 
д? -- У > 2ху. 


Но это вместе с тем тот путь, 
по которому Евклид не мог пойти. 

Неравенство А`>0 могло иметь 
смысл лишь в том случае, если бы 
наряду с ним имели место соотноше- 
ния А=Ои А<О0, но это предпо- 
лагает существование величины нуль 
и отрицательных величин, чего у 
Евклида не было. 

Но он мог бы непосредственно, не используя предложе- 
ний П книги, вывести своё неравенство (2) из конфигураций, 
аналогичных тем, которыми пользуется П книга. 

Для этого он должен был бы взять квадрат АВСО, по- 
строенный на х, и в нём квадрат САГМ, построенный ‘на у 
(черт. 19). 

Тогда 


АМСМ = ху= СКОР. 
Но 
х2 =АВСР = АМСМ +- Е МЬР-+- [МВР, 


Прибавляя у2 — САМЕ, получаем 
ха --- у? —= 2ху-- [МВР, 


откуда и вытекает неравенство (2) Евклида, 
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Такое доказательство, конечно, совершенно в духе Евклида. 
Прикладывая к обеим частям неравенства Евклида сумму 
х? -- у, можно привести его к виду 


гх> (==) (3) 
2 2 ]’ 
а отсюда, используя принцип ПОЛНОЙ ИНДУКЦИИ, МОЖНО получить 


неравенство 
хп уп (ху\” 
20): 


(4) 


Конечно, с точки зрения Евклида, такое неравенство может 
иметь смысл только для п—=3. Путь к нему сам Евклид мог 
бы найти только через стереометрические аналогоны П книги, 
которых нет не только у него, но и у последующих античных 
математиков. 

Если площади квадратов обозначить через а и В и стороны 


через Уаи У, то будем иметь: 


р — 
—— > И@5, (5) 


т. е. так называемое среднеарифметическое всегда больше средне- 
геометрического. 


Неравенство (4) обобщается Коши: 
АРЕНЕ)" ао... И* 
р < с 


Неравенство (5) — тоже частный случай общей теоремы Коши: 
среднеарифметическое положительных чи:ел а1, а», ..., ар, КО- 
торые не все равны между собой, больше их сргеднегеометри- 


ческого: 
на... ар —_—_—_—_—_—_Ц__ц_ 
2 И аа»...аь. (7) 


Из Уаа, <, замечая, что 
4 ЖМ№—ФФ— — 
и @142а3@4 — УУ а, У аза, 


а-- а | аз а 
2 + 2 


4 аа аа, 
ааа, < ааа ан < о 


_ ана -Наз-- а 
_-— 4 ® 


(5) 


ВЫВОДИМ, ЧТО 


Таким образом двигаемся дальше, 
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Для строгого обоснования необходимо применить принцип 
полной математической индукции: если положение доказано для 
п — 2 и, будучи верным для п, остаётся верным и для п 1, то 
оно верно для всех значений, начиная с п —=2. 

38. Единственность разложения и вторая гексада иррацио- 
нальностей. 1. Шесть предложений 42 —47 имеют своей целью 
доказать, что введённые в предложения 96 —41 иррациональ- 
ности могут быть разложены на составные части лишь единст- 
венным образом. 

Предложения 42, 43, 45, 46, в которых сумма квадратов 
составных частей и удвоенное их произведение принадлежат 
к разным типам (если одна рациональна, то другое медиально, 
и наоборот), доказываются по одному методу. 


Пусть 
хуи 9. 


жуй хуи 2, 
(ха у?) — (и 92) = 29 —2лху. 


Если в одной части стоят рациональные площади, то их разность 
будет тоже рациональна и, следовательно, не может быть (по 
26, Х) разностью стоящих в другой части медиальных площадей, 
что и доказывает предложение. 

При доказательстве предложений 44 и 47, где и сумма квад- 
ратов и удвоенное произведение будут одного типа, а именно 
оба медиальны, доказательство несколько усложняется. Евклид 
прикладывает все площади к рациональной прямой Е! = 4; в та- 
ком случае, согласно предложению 22, другие стороны получа- 
ющихся прямоугольников будут рациональными, соизмеримыми 
только в степени прямыми 

ху 2ху _ Ш, 2 
4 -- а а + а 


Тогда 


Выражения, стоящие справа и слева, представляют две равные 
биномиали; биномиали же, согласно предложению 42, делятся толь- 
ко в одной точке, откуда вытекает 


даруй, 
2х у —= 219, 
а следовательно, и 
хХ—и, У=У5, 


что и доказывает предложенное. При этом доказанная перед 
предложением 41 лемма позволяет утверждать, что разложения 
х-Ну и и - у не представляют одного и Того же разложения 
с переставленными членами. (И. В.) 

. Ко второму ряду определений древний схолиаст делает 
примечание (Не{Бехто, т. \У, № 290, стр. 534). 
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«Пятая глава, в которой он обнаружил шестикратное разно- 
образие биномиали, которая является первой <иррациональностью, 
полученной» при помощи сложения» (четвёртой главой, повиди- 
мому, была не отмеченная специально серия предложений 36 — 47). 

В «Приложении» Гейберг приводит следующее окончание 
текста «вторых определений». 

«Теперь из существующих шести рассматриваемых таким 
образом прямых он помещает первыми в ряду три, для которых 
большая «рациональ> в квадратах будет больше меньшей на 
«квадрат» на соизмеримой с собой, вторыми же — остальные три, 
для которых — на <квадрат» на несоизмеримой, вследствие того, 
что соизмеримость первенствует над несоизмеримостью; и далее 
первую, для которой большая рациональ будет соизмерима 
с отложенной рациональной «прямой», вторую же, — для которой 
меньшая, опять вследствие того, что большее первенствует над 
меньшим тем, что оно «его» содержит в себе, третью же, — 
для которой ни одна из рационалей не будет соизмерима с отло- 
женной рациональной прямой. И относительно следующих трёх 
подобным же образом — первую упомянутого второго ряда назы- 
вая четвёртой, вторую — пятой и третью — шестой». (И. В.) 

39. Алгебраическая форма евклидовых иррациональностей. 
Нессельман 33), а за ним Ващенко-Захарченко 34) выражают алг?- 
браическими формулами евклидовы иррациональности. При этом 
под буквами разумеются рациональные числа и формулами 
определяются не иррациональные величины, а определяющие их 
иррациональные чи`ла, которых у Евклида нет. Но, конечно, 
евклидовы геометрические доказательства при арифмгтизации 
геометрии дают свойства иррациональных чисел, выражаемых 
квадратными радикалами. 

Для медиали Нессельман даёт две формулы 


— 4 и 
У аТУьи у/ аё. 
Если аи 6 — прямые, то, конечно, ни первая, ни вторая 


формы не имеют смысла. 
Вторая форма имеет ещё тот недостаток, что при замене 


Уа-УБЬ через Уафи дальше У У абчерез ДЕТ, она даёт не 
ту форму, которая непосредственно отвечает иррациональности 
Евклида, а ту, которая получается только после’ ряда алгебраи- 
ческих преобразований. 

Струик 35) идёт ещё дальше. У него средняя берётся в форме 


а. 


4 


33) Меззе|тап, Пе А]серга Аег Сиеспеп, Вега, 1842. 
‚ 8) М. Е. Ващенко-Захарченко, Начала Евклида, 
Киев, 1880. 
35) Епг! аиез, СП Е етепи 4’ЕисИ4е е 1а с] са апЦса е то- 
Чегпа, Во]озпа, 1925 — 1932 (Х книга Евклида). 
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В других случаях Струик отличает числа, означаемые латин- 
скими буквами, от геомгтрических величин, означаемых гре- 
ческими. 

Но что такое а? Это какая-то уже четырёхмерная величина. 

Хизс 36) строго различает прямые, означая их малыми латин- 
скими буквами, от площадей, означаемых большими. 


Медиали у него Уа УВ, у ВУВ. 


Эти формы приемлемы. 


ВУВ 
УА 
рить то, что я сказал выше о формах Нессельмана. 


Я нахожу единственной правильной алгебраической формой 
медиальной прямой форму 


УУТУР 


а для площади — форму Уа.У В. Здесь греческие буквы аи В 
означают всегда площади, например квадраты, построенные на 


прямых Учи И В — сторонах этих квадратов. У Уа.У 8 — это 
сторона квадрата, равновеликого (по Евклиду, равного) прямо- 


угольнику между Ули У &. 


Можно писать Уух, но это уже не было бы непосредет- 
венное выражение сущности евклидовой иррациональности, а вы- 


вод из свойства У «УВ — 1 чВ, самим Евклидом используемый 
в Х книге. 

40. Определения иррациональностей. Евклид оперирует над 
13 иррациональностями, которым мы даём следующие обозначе- 
НИЯ: 

1) Средняя (или медиаль). 

2) Биномиаль. 

3) Первая `бимедиаль. 

4) Вторая бимедиаль. 

9) Большая (иррациональная). 

6) Рационально- и медиально-квадрирующая. 

7) Бимедиально-Квадрирующая. 

8) Вычет (или апотома). 

9) Первый медиальный вычет. 

10) Второй медиальный вычет. 

11) Меньшая (иррациональная). 


4, 
Но хуже формы У АВ, ‚ о них следует повто- 


флиса. мара 


36) Т. Т.. НеафН, Тве Иееп ВооКкз оЁ ЕисИФз Е1етет, 
уо!. ПТ, Сашнабе, 1956. 
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12) Образующая с рациональным целое медиальное. 

13) Образующая с медиальным целое медиальное. 

При этом ещё различают 6 биномиалей и 6 вычетов. 

Для определения иррациональности Евклид доказывает, что 
определяемая величина в действительности иррациональна. Затем 
он даёт построение иррациональности, т. е. доказывает их суще- 
ствование в том смысле, как это было указано в комментарии 
к [Г книге «Начал». | 

Что такое средняя прямая (или медиаль)? 

На языке Евклида, это — прямая, квадрат на которой равен 
прямоугольнику между двумя рациональными (в смысле Евклида), 
соизмеримыми только в степени (Евклид доказывает, что такой 
прямоугольник иррационален). 

Биномиаль состоит из двух рациональных (в смысле Евклида), 
но линейно несоизмеримых. Если вводятся в алгебраические 


формы, как у Хизса, символы рациональных чисел, то (1-- А) У« 
уже не биномиаль, а рациональная. 

Вычет отличается от биномиали только тем, что берётся 
разность вместо суммы. 


Тогда (1—Р) Уч не вычет, а рациональная. 

В бимедиали и в медиальном вычете мы складываем и 
вычитаем средние (или медиали), но опять несоизмеримые ли- 
нейно, причём Евклид отличает два рода: один — когда прямо- 
угольник между членами рациональный, второй — когда он меди- 
альный. 

Следует иметь в виду, что Евклид говорит не только о 
медиальных прямых, но и о медиальных площадях. Это пло- 
щади, которые квадрирует медиальная прямая, т. е. равные квад- 
рату на медиальной прямой, т. е. прямоугольнику между двумя 
рациональными (в евклидовом смысле) прямыми. | 

Составными иррациональными являются также: 

Г. Большая и меньшая. 

П. Рационально- и мэдиально-квадрирующая и образующая 
с рациональным целое медиальное. 

Ш. Бимедиально-квадрирующая и образующая с медиальным 
целое медиальное. 

Все они состоят из суммы и разности двух несоизмеримых 
в степени, причём: 

для [сумма квадратов рациональная, а прямоугольник между 
членами медиальный; 

для П, наоборот, сумма квадратов медиальная, а прямоуголь- 
ник рациональный; 

для Ш и сумма квадратов и прямоугольник мздиальные и 
оба несоизмеримы между собой. 

Что касается до родов биномиалей и вычетов, то они раз- 
личаются между собой в зависимости от того, . 

1) больший или меньший член соизмерим с данной прини- 
маемой за рациональную прямой, или же никакой, 
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2) та прямая, на квадрат которой больший член в квадратах 
больше меньшего, соизмерима или несоизмерима с большим 
членом. 


Мы получаем 6 родов соответственно шести возможностям 
(см. комментарий 38). 


41. Классификация иррациональных построений 3"). При 
создании буквенной Алгебры сейчас же была усмотрена аналогия 
между числовыми иррациональностями и соответственными им 
иррациональными и буквенными выражениями, которые лучше 
всего называть иррациональными буквенными построениями. 


Таким образом, И Уа-УЪ представляет буквенное по- 


строение, отвечающее медиали Евклида; построение ау -- 


фа В 
-- —— отвечает первой бимедиали. 
а 


Предложения Евклида, относящиеся к иррациональным и вы- 
ражаемые формулами 


Ув-Уе-а — И У“ - | Уч 


или 
(Уа- РУБ (Уа—У=а—ьв, 


конечно, верны для всяких а, В, 4. 

Современная классификация иррациональных построений в 
равной мере относится и к числовым и к буквенным построениям. 
Сперва имеем рациональные построгния, получаемые арифме- 
тическими операциями сложения, вычитания, умножения, деле- 
ния и возведения в степень, в первом случае — над целыми 
числами, во втором случае — над буквами. 

Таково построение 

Заз — 266 -- 2а 
(а — 6)? — ас ` 


Основным иррациональным построением в делении по клас- 
сам является и А, где А — рациональное построение, напри- 


мер, числовое ]/3 или буквенное 


323 — 266 —-2а 
(а-|- с)? — ас 


37) Ре{егзеп, Тивоше аез 6диаНЧопз аб диез. 
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Вообще построение первого класса —- то, которое получается 
рациональными операциями: 

а) над целыми числами и числовыми построениями с одно- 
кратными иррациональностями, 

6) над буквами и буквенными построениями с однократными 


иррациональностями. 

2У5-- Уз 
ЗУ2-! 
Уа- —сУа—6 


Какие из иррациональных построений, отвечающих евклидо- 
вым иррациональным, следует отнести к первому классу? — Ко- 


нечно, биномиали и вычеты: Ув = УВ. 
Дальше следует основное построение второго класса. Это 


И А) А), где А@) — построение первого класса. 


Таково 
Га--ь--Уа—Ь-е. 
Рациональные операции, во-первых, над целыми числами и 
ЧИСЛОВЫМИ построениями С однократными И двукратными ирра- 


циональностями и, во-вторых, над буквами и буквенными по- 
строениями такого же типа дают построения второго класса, на- 


пример: 
ИУзкуз--5ИУз—У2 | 
Уз--7Уз—У2- УЗ 


Большинство иррациональных Евклида—-второго класса. 
Таковы бимедиаль и медиальный вычет 


Из 


а также большая и меньшая иррациональности 


а--У аб _ а-— У а 
2 —^ 2 


Таково числовое построение и буквенное 


Таким же образом от построений второго класса переходим 
к построениям третьего класса. 
Таково, например, построение 


ИИ Умения: Ууна д. 
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Евклид не рассматривает иррациональных высших классов, 
но понимает их существование. 

Формулы, отвечающие различным предложениям Х книги 
«Начал» Евклида, с этой точки зрения дают приведение иррацио- 
нальных построений к простейшему виду, обнаруживая класс 
числа или буквенного выражечия. 

Такова, например, формула, которая даётся исследованием 
большей и меньшей иррациональных Евклида: 


У уу = 
2 2 
Левая часть построения — второго класса, правая — 
первого. 
42. Иррациональности, зависящие от корня квадратного. 
Евклид Мог бы продолжить свои исследования неиррациональным 


построением высших классов; У ав — среднепропорциональная 
между а и 6 площадь — имеет вполне определённое геометриче- 


ское значение; равным образом а -|- Уф, Уз Уд5, а также 


Ууа. Уа-- У245, как прямая, среднепропорциональная между 
стороной кзадрата а и стороной квадрата, равновеликого а--У а6. 

Все эти величины, выражаемые с помощью квадратных ра- 
дикалов, должны быть признаны существующими в евклидовом 
смысле, так как могут быть построены с помощью евклидова 
комплекса: циркуля и линейки. 

Но можно утверждать и обратно, что с помощью евклидова 
комплекса могут быть построены только те величины, которые 
выражаются посредством квадратных радикалов. В этом нетрудно 
убедиться, переводя всё на язык аналитической геометрии и 0б- 
наруживая, что пересечение прямых определяется с помошью 
уравнений первой степени, а поямой и круга или двух кругов — 
с помощьо уравнения второй степени. 

Только в Х[Х в. 38) была доказана невозможность трисекции 
угла с помощью циркуля и линейки, причём вместе с тем и 
вскрыта общая метода для решения задач на построение в крй- 
тичэской постановке: требуется определить, возможно ли данную 
задачу решить с помощью циркуля и линейки, и если это воз- 
можно, то дать решение. 

В теории критического решения задач на построение осо- 
бенно большое значение имеет исследование Гаусса 39), обнару- 


38) Е. К1е!п, Уогмаре Иъег аизоеманНе Егабеп 4ег Еетеп- 
{аг-деотейе, Г.е!рг., 1895. — Ф. Клейн, Лекции по избранным 
вопросам элементарной геометрии, Казань, 1898. 

33) А. Адлер, Теория геометрических построений, пер. с 


нем., под ред. и с примеч, С. О. Шатуновского, Ма ез1$, Одес- 
са, 1924. 
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живающее возможность построения с помощью евклидова ком- 
плекса сторон правильного многоугольника с ирэстым числом 
сторэн только в том случае, если это есть простое число формы 
22" 1-], и вместе с тем дающее метод для решения задачи в том 
случае, когда это условие выполнено. Решение задачи для сем- 
надцатиугольника сводится к построению 


8 — 


_ АУУ зу +Ивноу 17—16 34-2" И—2А-РитИ 34—2и Г, 
— 8 


т. е. к построению стороны квадрата, выражаемого числом 17, 


и к построению второй биномиали Уз --2У 17 и второго ме- 
диального вычета и затем более сложной иррациональности, 
производимой от этих иррациональностей, но не рассматриваемой 
Евклидом. 

43. Доказательство существования иррациональных. 
Образцом евклидова доказательства иррациональности может 
служить доказательство иррациональности биномиали Уа-- УВ 
при Уаи Ув, несоизмеримых линейно, что будем писать 
та: Уз: УВ2р, но а:В = р (обозначая через р рациональ-. 
ную дробь). 

Иррациональность доказывается, конечно, в смысле Евклида, 
т. е. в том смысле, что (Ут У несоизмеримо с а. В арид- 
метизированной форме это сводится к доказательству рацио- 
нальности в нашем смысле (У«-- У В} при рациональных а, В. 

Мы это положение будем доказывать Так: взяв тождество 


(Уа- ку =а-Рв--2 У ав, сведём доказательство к доказатель- 


ству иррациональности Уа. У 8 что будет проводиться апа- 
гогически. 


Если положить У ав =), где \ рационально, то Уа.8=\УВ, 
откуда отношение Ув: УВ = я 


тивно условию. 
Евклид, используя предложение 4, Ц, идёт по тому же пути. 


Различие только в том, чго он оперирует не с рациональными 
дробями, а с отношениями. 


Это использование 4, П имеет место и в других случаях, 
например, при доказательстве иррациональности бим2диалей, 


когда при возведении в квадрат выражения У Уа. УЕ - 


+УУ: .У5 оказывается, что сумма квадратов несоизмерима 
с удвоенным произведением: 


(ИУЗУ-+УТУЭ:2 И Уз УЕ ИУТУЕ я ь 


‚ Т.е. рационально, что про- 
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Так кк Уч. УЁ ит. У5 можно считать рациональными 
(как соизмеримые), то предыдущее соотношение сводится к 
(а 5):2Уав я в. 


Казалось бы, что при доказательстве иррациональности вто- 
рой бимедиали можно итти следующим путём: из несоизмери- 


МОСТИ 
Ууа. УЕ: ИУТ. Уё яр 
получить несоизмеримость 
Уз. Ур: УУ=.УР.У УТ. Уз ь 
а затем на основании соизмеримости 
Уз. Ур: Уз. УЕ-Ут- У =р 

получить условие несоизмеримости 

(У. УЕУт. У5 :2И Та -УЁ.ИУТ- Уз Еь 

Но Уа.УВи2 Уу». УЕ. Уу:. У здесь не прямые, 


а площади. 
Евклиду необходимо свести это к условию, относящемуся к 
прямым. Он делает это приведение, полагая 


У«. УР-УТт- Уз =Уе. х, 
2Уу&.УЕИУТ. УЕ =УЕ2, 
т. е. приложением к рациональной прямой У: прямоугольников, 
равных площадям Уа. У -+Ут.Уб и 2ИТУа. УХ 
< Уу: .УЬ, и доказывая затем, что у, = — рациональные не- 


соизмеримые с У в первой степени. 


Из того, что квадрат на бимедиали равен (у-- г) У., 
а у-- 2 — биномиаль и потому иррациональна, и выводится ирра- 
циональность бимедиали. 

Следует отметить, что доказательство для взаимных ирра- 
циональных (т. е. получаемых заменой плюса на минус) ведётся 
совершенно так же, но только Евклиду приходится пользоваться 


не формулой 
(а — 6)? —= 42 — 2а0 -- 67, 


которой у него нет (но которая находится в «Элементах» Ле- 
жандра), а формулой 


(а— 6) ав == а?-+ во. 


28 Евклид 


434 КОММЕНТАРИИ 


При доказательстве иррациональности прямых, выражаемых 
построгниями второго класса, Евклид поступает аналогичным 
образои, причём доказательство оказывается проще. 

Так, для случая большэй ироациональности (7--У, для кото- 
рой (?: У? =р, 02-- У —=Ю, ОУ=М, где Ю рациональна, а М 


медиальна, имеем: 
, (2-Е У): ПУ р, 
а по 16, Х 
(ИР-- УЕ 20): (02- УЗ) 2. 


Опять, используя 4, П, получим 
(ИУ: (2-Е У 7в 


и заключаем об иррациональности ((-|- У). 

44. Единственность бивомиального разложения. Доказа- 
тельство единственности разложения на два члена двучленных 
иррац 'ональностей тоже устанавливается с помощью 4, П. 

Образцом может служить такое доказательство, относящееся 
к бино лиали. 

В алгэбраич?ской символике всё сводится к возведению 


в квадрат равенства 
Уа- УЕ = УЕ- Ул, (1) 


.— — 

(а Е ==оты—274), (2) 
откуда извлекается невозможность (2), а поэтому и (1), так как (2) 
означает, что рациональная равна иррациональности. 

В этом доказательстве, как и в других аналогичных, рабочей 
леммой является положение 26, Х: медиальная площадь не пре- 
восходит Медиальной площади на рациональную величину. 

Это положение не следует смешивать © предложением 73, 
в котором доказывается иррациональность (в евклидовом смысле) 


вычета Уа — УВ, который, таким образом, не может выражаться 


ни Через а, ни через Уа, где а принимается за рациональную. 

В предложении 26 доказывается аналогичная теорема, но 
только не для разности двух прямых, а для разности двух’ 
площад2й. 

Эти два предложения сводятся к одному только при арйд- 
метизации, т. е. при выражении абстрактными числами как пря- 
мых, так и площадей. | 

Но доказательство может вестись вполне аналогично тому, 
которое даёт иррациональность вычета. 

Евклиду необходимо только ввести корректив, аналогичный 
тому, что мы выше отметили, т. е. перевести площади на прямые, 
или К нэкоторой прямой, принимаемой за рациональную, прило- 
жить прямоугольник, равновёликий квадратам ‘на медиальных 
членах: 


((У:.УЕ=зУЕ (Ут. У =тУЕ 


что даёт 
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Дальше приходится применять 4, П совершенно так же, как 
в других доказательствах. 


Мы, конечно, для доказательства иррациональности А — УВ 
пойдём через равенства 


УА=юЮ-УВ, 
А= ®--2ю УВ- В, 
откуда У В оказывается рациональным числом, что противно 
предположению. 


В случае первой бимедиали Евклид ведёт доказательство 
апагогически и приходит к равенству, в одной части которого 


2У Ух. УВИУТУ:—2Т УЕ. Ул. ИУ». Ув 
рациональное, а в другой части 


(И/УТУТ-ИУЕУт) —(ИУГУГ-УУГУР 


иррациональное. 
В случае «большей» иррациональности предположение 
ХРУ=И-У 
влечёт 


(22 У?) — (ИЗ У) =20у— ху, 


причём получается то же противоречие. 

Но дело обстоит значительно сложней в случае второй би- 
медиали. 

Здесь Евклид употребляет остроумный приём. Он приводит 
предположение двойного разложения второй бимедиали к пред- 
положению двойного разложения биномиали (невозможность чего 
им уже раньше доказана), представляя 2 под двумя формами: 


и (2 — и) (3) 
о-- (2—9), (4) 
где г, и, о определяются уравнениями 
гУт=(УУ«УЕ-+УУТУ?) = 
=(УУЕУз -ИУЕТь)’, 
пут =Уз-У УТУ 
9Ут=УЕУя-НУ ЕТ, 
28* 
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и выводя отсюда равенства 
(г —ШУт=2У У«УВУТТУ&, 
(#—Ут=2И УЕУя.И УСТ, 


дающие возможность заключить, что ии 2 рациональны и не.-. 
соизмеримы с У 1 в первой степени. 


Соизмеримость ИУЗУВИУ:-У: даёт возможность вы- 
вести несоизмеримость 


У«УЕ-НУт-У5 и 2 У«УУ Ут, 
затем несоизмеримость ци (2 — и), а также, если вместо (о, В), 
(у, 5) взять (6,1), (5, ®), — несоизмеримость чи 2—9. 
Обе величины (3), (4) оказываются биномиалями. 
Евклид прибавляет ещё доказательство того, что они не 
представляют биномиалей, отличающихся только порядком членов. 
45. Построение иррациональных. Совершенно Так же, как 
и в планиметрических книгах, Евклиду приходится доказывать 
существование в его смысле определяемых объектов, указывая 
их построение. Для оправдания определения бимедиали ему при- 
ходится доказывать, что можно найти медиали, соизмеримые 
только в степени, образующие прямоугольники: 1) рациональный 
и 2) медиальный (предложения 27, 28). 
Построение первой сводится к построению х, среднепропор- 


ционального между двумя рациональными Уз УЕ, соизмеримыми 
только в степени, и к построению у — четвёртой пропорциональ- 
ной — из пропорции Уяа ‚УВ =: у. 

Для построения второй бимедиали приходится пользоваться 


пропорциями 
Учх=х:У в 
Уз:У1=х:у, 
где У« УВ Ут— три рациональные, соизмеримые только в 
степени. 

Оправдание определений различных биномиалей и ирраци- 
ональных второго класса ведётся таким образом, что использу- 
ются как геометрические, так и арифметические постулаты. 
На основании их доказывается, что некоторые члены могут быть 
найдены, некоторые прямые построены. 

При этом арифметические предпосылки доказываются путём 
применения К числам по существу геометрических теорем ИП 
книги. 

А именно, прежде всего доказывается на основании 6, П, 
что всегда могут быть найдены такие числа, сумма квадратов 
которых равна квадрату, и такие, сумма квадратов которых не 
равна квадрату (лемма к предложению 28). 
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Образцом применения арифметических предпосылок может 
служить предложение 29, в котором даётся построение раци- 
ональных, соизмеримых только в степени и таких, что большая 
в квадратах больше меньшей на квадрат прямой, с ней соизме- 
римой. 

Предлагается найти два целых числа а, 6 таких, что @? — 92 
не представляет квадрата, и определить х и у из пропорции 


2: у? — а?2: (а — 6"), 


которая даёт: х2:(х2 — у?) —= а2:62. 

Так же Евклид поступает при установке определения бино- 
миалей. 

При построении двух медиалей, соизмеримых только в сте- 
пени, образующих медиальный. прямоугольник, и таких, что 
большая в квадратах, больше меньшей на квадрат, с ней соизмери- 
мой, Евклиду уже нет нужды обращаться к числам; он может 
оперировать на основании 29, [ прямыми а, В, 1 так: положив 


_ х2— Уа.Уви ху=УВУт определить х, у из пропорции 
х:у=Уа: Ут ЕР. 
Тогда У ^? — у?:х= р. 


Задача о разыскании х и У сводится к построению корней 
квадратных уравнений или, точнее, системы 


Хх у—А, ху—= В. 


Следует отметить, что, начиная с предложения 32, Евклиду 
нет нужды обращаться к числам. На основании предложения 30 
он может строить прямые, соизмеримые в степени, такие, что 


Уа— :а2. 
2 
Тогда х, у определяются уравнениями ху = а, ху=". 


или построением прямоугольника на прямой а, равного квадрату 


на 5. с недостающим квадратом. 


Таким же образом Евклид поступает и при установке суще- 
ствования других иррациональных второго класса (34, 35), при- 
чём все эти рассуждения, за малыми изменениями, дают возмож- 
ность установить существование и взаимных иррациональных. 

46. Доказательства существования шести видов биномиалей. 
В предложениях 48 —03 даются доказательства существования 
шести биномиалей А-В, где АВ. 

Пусть г будет некоторая рациональная прямая. Для первой 
биномиали больший член соизмерим линейно с этой прямой, 1.с. 
имеет форму тг, второй же обладает тем свойством, чо сго 
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квадрат меньше квадрата первого члена на квадрат прямой, со- 
измеримой линейно с первым членом, т. е. 


В? — (тг)? — (пр). 


Таким образом, первую биномиаль можно изобразить в виде 


В = тг-НУ т? — п2.г. 
Для второй биномиали мы имеем, что второй член имеет вид 
тг, а первый определится из условия 
Аз — (ти)? | (пА)?, 
откуда вторая биномиаль будет иметь вид 


Во ити, 


У1— п? 
Для третьей биномиали, где ни один из членов несоизмерим 
линейно с рациональной прямой г, мы можем взять форму Уа-- 


+ УФ. Условие, что квадрат первого члена равняется квадрату 
второго члена плюс квадрат на прямой, соизмеримой линейно с 
первым членом, даёт: 

а = в -[- п?а, 


В= УаРУт— ту. 


Для четвёртой биномиали мы имеем, что квадрат первого 
члена равен квадрату второго плюс квадрат на прямой, несоиз- 
меримой с первым членом. 

Если взять биномиаль в виде 


Уа-- Ув, 


то мы будем иметь а — 6 —=с, где Ь неточный квадрат. Возьмём . 


и окончательно: 


а =тг; 
тогда 
Ва= ти --У т? — с. 


Для пятой биномиали, где соизмерим с рациональной второй 
член, будем иметь: 
В; =У те тг. 


Наконец, для шестой, где ни, один член не будет соизмерим 
с рациональной, мы будем иметь: 


Вв=Уа-УЬ, 


причём р —=а — с не должно составлять точного квадрата. 
Построение первой биномиали, согласно предложению 48, 
сводится к следующему: 
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Берём АС —=а, СВ = так, чтобы имело место отношение 
АВ _а-Нв__ т? 


ВС фт’ 

но чтобы отношение 

АВ _а-Еь 

АС а 
не равнялось отношению квадратных чисел. 

Откладываем рациональную прямую О —=—ги берём Е1= г. 
Затем составляем пропорцию 
АВ _ ЕР а--6 _ Аи? 


—. 


АС? М" Па 2 


Отсюда определяем /// = х; оно будет: 


Х = АГ ы , 
И 


т. е. будет рациональным в смысле Евклида; так как подкоренное 
выражениз не представляет точного квадрата, то Е/==Аги /Н=хХ 
нз будут линейно соизмеримы. Это показывает, что их сумма 


будет биномиалью 
а 
ЕН Аг И=> 


Для доказательства, что она будет первой биномиаль`о, исхо- 
дим из равенства 
ВА ЕЁ 


АС” ГР’ 


которое показывает нам, что. Е[ == Аг будет больше 1 = 


а 
— г И 5: 


Полагаем Е/2 = [Н?2-- (?. 
Нам нужно доказать, что С будет линейно соизмеримо с 
Е] == Аг. В нашем обозначении мы просто напишем: 


0 ЕВ — Иа — в а )= 
а--6 


|/) 12 
—— рр 
АГ > 


а 
откуда 
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что и доказывает предложение. Евклиду приходится итти несколько 
более сложным путём. Он пишет: 


ВА _ ЕЁ ЛИ а--ь _ 1Н- а? 
АС. ГПН? а Ш 
откуда, «переворачивая», он получает: 
а--8 ЕВ 
ь — (2 
ИЛИ 
2 БГ 
Е", т.е. @=ЕГ. =. 
Если выразим В через т и л, то будем иметь: 
а-- __ т? а __ т? — 
В 2’ р 
а 118 — 12 
ар т?’ 


В = АА 


В предложении 49 даётся способ построения второй биномиали. 
Берём числа АС —=а, СВ =, обладающие тем свойством, что 


а _т а 


р О не квадрат. 


2’ 
Откладываем рациональную р —=ги Е/== Аг. Затем составляем 
пропорцию 

СА _ ЕР или _@_— Кар? 

АВ 11? а-ь хх?’ 
откуда 


[Н =х=-Аг у“. 


Так как подкоренное выражение не будет точным квадратом, 
то сумма ЕГ--/Н будет биномиалью, где Е/= Аг будет теперь 
уже меньшим членом 


а-—-6 
ЕН= А и = Аи. 
Для доказательства, что это будет вторая биномиаль, полагаем: 


Ь 
— —#”72 -- (?, 


1Н=ЕР-Н 0? или (и, 
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Г ь а-Ь п Иафь 
С —Р И? = у. : =—- . —__ / —_ 
7 а 7 ав а ый шт} а ’ 


——ы—- 


а--6 
д 


т. е. величина, соизмеримая с большим членом /Н = Аг и 


У Евклида это получается так: 


ВА _ 1Н?* ЛИ а--6 _ ЕР 0(?. 
АС ЕП а ЕВ о’ 
ао 1Н? / 
=—_—— (6 — —_ 
ь С? › [Н у а 1Н 
Если выразить ие через . ", то будем иметь: 
а т? а __ т — м? 
Ь 12 > Ь =- 72 ) 
ан _ 1? 
а — т2— п?’ 
и выражение для второй биномиали принимает вид 
т 
В. —= г КГ 
" уе Е 


В предложении 50 строится третья биномиаль, для которой 
попрежнему разность квадратов большего и меньшего члена 
равна квадрату прямой, соизмеримой с большим членом, но зато 
оба члена не выражаются через рациональную прямую г. 

а--6 _ 
‚= 


— не квадрат. Возьмём некоторе неквадратное число 


Берём АС —=а, СВ =, удовлетворяющие условиям 


— т? а 
2’ а 

ао а не 
а ‘а 
выражаются квадратными числами. Затем берём рациональную 
прямую Е —=г и определяем /Н =х из пропорции 


р Е? о а-ь 
дв = 7?’ откуда /Н =х = я‘ 


Полученное число /Н —=х будет рациональным в смысле Евклида 
и линейно несоизмеримым с Е; оно даёт нам первый член иско- 
мой биномиали. 

Для получения второго члена исходим из равенства 


ВА _ 1 аб © 
АС” НС? у’ 


р =, обладающее тем свойством, что отношения 
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откуда . 
а $. 
а--6’ 


это будет рациональная в смысле Евклида, линейно несоизмери- 
мая с х длина; сумма этих длин 


Га 
1в=х-Ну=х--х у а 


СН = у=х и 


представляет искомую биномиаль. 
Для того чтобы убедиться, что она будет третьей, мы дол- 
жны доказать равенство 
ха — уе | (вх) 


и, кроме того, показать, что СН, так же как и /Н, не выража- 
ются рационально в нашем смысле через Е =г. Для /Н это уже 
доказано: 


м——|—_—_ 


[Н = х =! И“. 


Для СН это получится из равенства 


д а. 
ен = И зтьн=, Из: 


а 
поскольку -„ не представляет точного квадрата, то СН будет 


линейно несоизмерима с Е = и. 
Так как [Н > СН, то пишем: 


1? = СН р. 


Мы имели: 
ВА __ 1Н? И а--6__ СН?- 2 
АС Нб? " а бб 
Отсюда, «переворачивая», получаем: 
ан 1? 
и 22 


В 
| п 


Таким образом, разность квадратов первого и второго членов 
соизмерима линейно с первым членом. 
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а т 
Если выразить арь Ре = ‚ то мы будем иметь: 
а _т? а _т—т 
Бо Бо 


а 12 — 71? 
25 —^ из 


Выражение для третьей биномиали принимает вид 


Щхь 2 и — и - (=). 

Вз +5 п п? =х--х 1 т 
аи п 

Если ПОЛОЖИТЬ У я —УЕ, ==), то 
В=ИЕ--РИЕ.УТ—®. 


Для трёх остальных биномиалей разность квадратов обоих 
членов не будет равчяться квадрату прямой, соизмеримой с боль- 
шим членом. 

В предложении 51 даётся построение четвёртой биномиали. 


|, 
Берём АС —=а, СВ — такие, что отношения и, ых 


не выражаются квадратными числами. Откладываем рациональную 
прямую О —^ и строим Е/—= Аг. Затем составляем пропорцию 


АВ _ ЕР а (2) 


нони 


АС ТН И ца ха, 


[9 
[Н = х=Аг И 


мы получим величину, рациональную в смысле Евклида, но ли- 
нейно несоизмеримую с Е/—= г. Сумма отрезков 


откуда 


ЕН—= Е! Н = № в У- ы ; 
будет, таким образом, биномиалью. 

Первый член её Е/—= Аг линейно соизмерим с рациональной 
прямой Р =, второй же — нет; следовательно, для того чтобы 
доказать, что рассм триваемая биномиаль будет четвёртой, оста- 
ётся убедиться, что разность квадратов обоих членов Е/2 — [Н? 


не будет выражаться квадратом на прямой, соизмеримой 6 первым 
членом. 


Имеем 
ЕЁ? = 1Н?*-|- 0°. 
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Из пропорции 


а--6 _ ЕП 
а  1Н?’ 
«переворачивая», получаем: 
а--6 _ ЕВ 
ь — (?'’ 


откуда 


Ь 
= Е! ИУ 


что действительно представляет линейно несоизмеримую с Е/ 
прямую. 
Выражение искомой биномиали будет: 


Е —= Аг {1+ 


В предложении 52 находится выражение для пятой биномиали. 
При тех же значениях а, 6, ги Е/ = Аг, что и выше, состав- 
ляем порпорцию 
АС ЕР или __ (г 
АВ 1Н: ав _ 2 ' 


[Н = х = Аг у “=. 


Так как /Н рациональна в смысле Евклида и линейно несоизме- 
рима с Е/=Аг, то сумма Е/-Е /Н будет представлять биномиаль, 
в которой [НЫ будет большим членом: 


ЕН = И Евы. 


Для того чтобы доказать, что она будет пятой, нужно убе- 
диться, что разность квадратов /Н? — Е/? не будет соизмерима. 
с /[Н. Мы имеем: 


Ва— ИЕ м 


УЕ) 


откуда 


АС ЕР „а ЕВ 
АВ 11? ав 1Н?` 
Полагаем: 
[Н? =ЕР-| 02. 
В таком случае, «переворачивая» пропорцию 
а ие ь 1Н? 


= ЕР 


К КНИГЕ Хх 445 


получим: 
ао 1? 
6  (2’ 


Ь 
@—1Н. ИУ 


Так как выражение под корнем не представляет точного квадрата, 
то С не будет линейно соизмерима с /Н — ббльшим членом рас- 
сматриваемой биномиали. 


откуда 


|, 
Если Положить == ), то выражение для пятой биномиали 


примет вид 
В; = г УТ-НА-Н Аи. 


В предложении 53 даётся способ получения шестой биномиали. 

Взявши попрежнему АС = аи СВ —6, удовлетворяющие тем 

же условиям, что и выше, откладываем ещё р ==, не являюще- 
„ а-—-5 

еся квадратом и не делающее квадратами отношений ао 


а . 
—-. Берём рациональную прямую Е = и строим пропорцию 


[11 
В ни”. 
АВ 1? а--Ь  х?' 


а 
н== У Я 


Мы получили рациональную в смысле Евклида и линейно не- 
соизмеримую с Е прямую; она будет первым членом нашей бино- 
миали. 

Для получения второго члена будем исходить из пропорции 

АВ __ ГЕ? а--ь _^* 


—- 


АС НВ а’ 


откуда 


откуда 


а 


Длина у, согласно сделанным предложениям, будет соизме- 
рима с х только в степени; сумма 


а 
= х у=жх-х У: р 


будет биномиалью. 


446 КОММЕНТАРИИ 


Если мы хотим доказать, что эта биномиаль будет шестой, 
нам нужно убедиться, что ни х, ни у не будут линейно соизме- 
римы с рациональной прямой г. Для х == (1 это непосредственно 


следует из равенства 
Хх —=г ЕЕ 
— 7. 


Для у мы доказали бы это, подставив в формулу для у его вы- 
ражение через 4х: 


а а 
=” И ==! / а ‘Иа У ча. 


Евклиду приходится итти более сложным путём. Из равенств 


р и“ 
АВ о 11? ат д’ 
ВА__1Н? а _ х2 


— = ИЛИ — 
АС НО?* а у? 
он находит «по равенству», что 
а 72 


а-я’ 
откуда 


у = У =. 


Теперь остаётся только показать, что х? — у? не будет вы- 
ражаться квадратом на отрезке, соизмеримом с х=Р/. 
Полагаем 
ха — у? -- ^?, т.е. 1? = На*-| к?, 
и из пропорции 


ВА _ 18 
АС НО?®’ 
«переворачивая», получаем: ` 
ВА __ 1? ам 7 
вс И фо’, 
откуда 
Е —= в. 
= У сть, 


т. е. А будет линейно несоизмерима сх. 
Выражение для шестой биномиали может быть записано в виде 


В = и = + У =, 
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что, очевидно, можно представить и в виде 
Ве =гУт--гУп. 
(И. В. 


47. Связь между первой гексадой иррациональных и раз- 
личными видами биномиалей. Следующие двенадцать предло- 
жений (54—65) имеют целью выяснить смысл введения шести 
биномиалей. Античный схолиаст объединял их вместе под загла- 
вием (Не1Бего, т. \У, № 309, стр. 538): 

«Шестая глава, показывающая, что шесть полученных сло- 
жением иррациональных образуют площади, заключённые между 
рациональной <прямой» и какой-нибудь одной из шести биноми- 
алей». 

Если принять эту рациональную за единицу, то высказанное 
положение равносильно будет с нашей точки зрения следующему 
утверждению: 

«Квадрат каждой из шести иррациональных первой гексады 
даёт соответственно одну из шести биномиалей». 

Доказательство этих теорем начинается с леммы, которая 
в современных обозначениях выразилась бы так: 


АС —= а? -|- 62 | 246 —=(а-Е 5), 
БН = 6 = а?.65?, 
а: аф = а: 5? 
с =@а-Нь=Т (а-- 5-5, 
(а 6)2: (а 5) 5 = (а, Ь: 5. 


ИЛИ 


ИЛИ 


Предложение 54 гласит, что произведение первой биномиали 
на рациональную прямую можно представить в виде квадрата на 
биномиали. 

Если выражение для первой биномиали написать в виде 


Ва= г У 1—4, 


п 
где == в наших прежних обозначениях, а обозначение для 


биномиали взять в виде 
В=Ух- У, 


то наша теорема будет эквивалентна равенству 


ви (1 -УТ—)} = (УХУ У», 
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что равносильно следующим уравнениям: 
ху — КА. 7, 
2У ху—= У 1—0, 


где хи у определяются как корни квадратного уравнения 


22 — ЕЁ. г?. Е №) =0, 


откуда 
ВЕ Е2 и (ее (ЕЕт)2г4 ВЕР? 
Ми ПР ИТ (|) ИИ 
= т 4 (1 ) о (1=)). 
Таким образом, для х и у получаются рациональные выражения 


ЮГ? 
(1--^), У=-5 (1), 


что и доказывает нашу теорему. 
Евклидово доказательство заключается в следующем. Пусть 


АВ —г будет рациональная прямая, а Ар== АЕ-- ЕР — первая 
биномиаль, в которой 


АЕ=Аг, Е = Ут. 


= 


Берём: 
== УТ 52. 


Так как АЕ? = ЕР? -|- (\. АЕ), то мы можем воспользоваться тео- 
ремой о приложении с недостатком в виде 


Я Г квадрата в комбинации с предложением 17 
Х книги, которое говорит (вторая поло- 
вина): 


«Если в квадратах большая будет боль- 

ше меньшей на <квадрат> на соизмеримой 

Черт. 20. с собой [линейно] <прямой», к большей же 

приложен с недостатком в виде квадрата 

<«параллелограмм», равный четверти <квад- 

рата» на меньшей, то он разделяет её на соизмеримые линейно 
<отрезки»». 

Это значит, что если мы приложим к АЁ площадь, равную 
ЕР так, чтобы она давала недостаток в виде квадрата на НЕ, то 
отрезки АН и НЕ будут между собой линейно соизмеримы (черт. 20). 

На следующем этапе Евклид ищет квадрирующую прямоуголь- 
ника АД Хх АВ, который можно представить в виде суммы четырёх 
прямоугольников 


АС=АН.АВ, НК=НЕ.АВ, ВЕ =1С = ЕГ.АВ. 
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Построим квадраты 
и2 — $№2 = АН+АВ, 
2 — МР? —= НЕ. АВ. 
Так как, по условию, 
АН.НЕ=ЕГ, 
то 
АС.НК= АН.НЕ. АВ? = ЕЁ. АВ? — Е[^. 


Таким образом, ЕЁ есть средняя пропорциональная между АС 
и НК, т. е. между и? и 9?. Но средняя пропорциональная между 
и? и 13?, согласно только что доказанной лемме, будет иу; значит, 
Е = ич. Теперь площадь 


АВ. АР=АН-АВ + НЕ»АВ --2ЕГ.АВ — 
и? | 9? | 2ио — (и Ро)? — (У АН.НВ-- ТУ НЕ-АВ). 


Таким образом, найдена квадрирующая для прямоугольника АВ. АДР: 
она равна оудет 


и-Ро= ММ- МХ. 


Нам нужно показать, что эта квадрирующая будет биноми- 
алью. Для этого нужно только убедиться, что ий и 9 будут рацио- 
нальными в смысле Евклида, но соизмеримыми между собой 
только в квадратах. 

Согласно определению первой биномиали первый её член 
АЕ соизмерим © рациональной АВ —==г. Затем, поскольку от- 
резки АН и НЕ будут соизмеримы между собой линейно, 
то они будут соизмеримы и со своей суммой ДЕ, а сле- 
довательно, и с АВ. Таким образом, АН-АВ —= и? и НЕ-АВ = %? 
будут рациональные площади, т. е. # и о соизмеримы между 
собой в квадратах. 

Остаётся доказать, что они будут линейно между собой не- 
соизмеримы. Поскольку АД есть разделённая в Е первая бино- 
миаль, то АЕ несоизмерима с ДЕ линейно; а так как АН соиз- 
мерима с ДЕ, а в=ОР с ОБ, то АН не будет соизмерима с 
ЕГ. Но 

АН.АВ ==и?, ЕГ.АВ = и; 


следовательно, и? и ич, а значит, ий и 9 будут линейно несоизме- 
римы между собой. 
В предложении 55 доказывается, что квадрат бимедиали рав- 
няется произведению второй биномиали на рациональную прямую. 
Выражение для второй биномиали мы можем взять в виде 


о _ 


В. = 
Ум 


-- г. 


29 Евклид 
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Наша задача сводится к тому, чтобы найти квадратный корень 


из выражения 
Кг 
г ————-АИ ]. 
У! — )2 
Возьмём корень из этого выражения в виде 


Ух Ту. 


Мы получим равенство 


1 
и |!) — (Ух у)? 
| )2 (Ух -- Уу) , 
эквивалентное уравнениям 


х--у=—= 


И 
уе 74’, 


где х и у определятся как корни квадратного уравнения 


РГ2 Р2р4 


НИ —— — 
= уеь? 0, 


откуда 
Кг2 


Ут № 
Это даёт нам: 


1--) 
я — — р. 
утеи-у= У 
КР? 1 —^ 
у = 1—^) = "у . 
гут==( = 2 1) 
После этого искомый квадратный корень представится в виде 


ИКу-Ит) 


Мы имеем сумму двух медиалей. Так как 


х 1--А 
== рац. числу, 


(1—1). 


то обе медиали будут соизмерймы между собой в квадратах. 
Далее, поскольку 
р2р4 


7—4, 
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то произведение этих медиалей будет выражаться рациональным 
числом 


—- 7: 
У ху =— > . 


Оба доказанных свойства обнаруживают, что мы имеем дело 
с первой бимедиалью. 

Конечно, Евклиду пришлось пойти более сложным путём. 
Он берёт рациональную прямую АВ —г и вторую биномиаль 


ЮГ 
Ар = АЕ-- ЕР =: ——— 
ы У1— 12 
нейно соизмерим с АВ =. 
Так как 


-- №’, второй член которой будет ли- 


р2у2 )2. ар? 
—— 2 .2 —_—_—_—_— 
А Ш, 


то, как и в предыдущем предложении, можем воспользоваться 
теоремой 17, Х. Если к АЕ приложим с нэдостатком в виде 

кг \ 2 .. 
квадрата площадь, эавную 5 | › ТО точка деления Н разобьёт 
АЕ на два отрезка АН и АЕ, которые будут линейно соизме- 
римы между собой. Аналогично предыдущему предложению до- 
казываем, что квадрирующая площаль АВ. АД будет: 


ММ-- МХ = и-р у, 


где и2 =АН.АВ, = НЕ. АВ. 

Остаётся показать, что эта квадрирующая будет первой би- 
медиалью. 

Так как АД представляет вторую биномиаль, то первый её 
член АЁ нэсоизмерии со вторым ЕО; так как последний, имею- 
щий вид Аг, соизмерим с АВ —г, то значит, АЕ, а следовательно, 
и её соизмеримые между собой части АН и НЕ не будут соиз- 
меримыми с АВ; таким образом, площади и2—=АН.АВ и %17?2= 
— НЕ. АВ будут медиальными, а сами и и 9 — медиалями. 

Далее, вследствие линейной соизмерилости отрезков АН и 
НЕ будуг соизмеримы между собой площади и? и 9?; таким обра- 
зом, медиали и и о будут соизмеримы между собой в квадратах. 
Из несоизмеримости же АН и Е! совершенно так же, как в пре- 
дыдущем предложении, заключаем о несоизмеримости и и %. 

После этого остаёгся лишь убедиться, что произведение 
медиалей ио будет рациональным. Это легко получаегся, если 


принять во внимание, что и9==У АН . НЕ. АВ= Г: АВ; по- 
скольку же ЕГ как половина ЕД —= Аг, будет соизмерима с АВ —=/, 


. ЕГ 
то и рассматриваемый прямоугольник и -—= ‘7 будет рацио- 
нальным. 


29* 
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В предложении 96 доказывается, что произведениз рационали 
и третьей биномиали равно квадрату второй биномиали. 
Если мы возьмём третью биномиаль в виде 


Вз=иУ #1 УИ1— 12), 


то нам предстоит определить х.и у из уравнения 
г. гУ в (Ут — № = Ух Ру, 
что равносильно системе уравнений 
хфу=РУ4, хе (| — }2). 
Искомые величины будут корнями квадратного уравнения 
22 — 72 У." — 2) —0, 


откуда 


У, Уи, 


Таким образом, квадрирующая иррациональная будет иметь вид 
ил Е УЕ (—) 
УЕНУУ ЕЛИ ВА УЕ 


Поскольку в выражение её входят корни 4-й степени, мы имеем 
дело с бимедиалью. 
Так как 


у — т) —_ рац. числу, 


то квадраты обоих её членов будут линейно соизмеримы между 
собой. Далее, 


— — г ии 
Ух "Уу=- УЕ У 1—^2, 


т. е. произведение обеих иррациональностей представляет ме-- 
диальную площадь. Наконец, сумма ху=туЕ будет ра- 
циональной в смысле Евклида. Все эти обстоятельства показы- 
вают, что мы имеем дело со второй бимедиалью. 

Доказательство этого Евклид проводит аналогично вышепри- 
ведённым. Он рассматривает произведение рациональной прямой 
АВ —=г на третью биномиаль АД = АЕ-- ЕО, где 


АЕ=ГУ Е, Ер=гуУ к У1—*2. 


К КНИГЕ Х 453 


Так как разность квадратов этих прямых 
АЕ? — ЕБ? = (ГУ В), 


то мы видим, что она представляет квадрат на прямой \. АЕ, 
соизмеримой первому члену. Это обстоятельство позволяет нам 
утверждать, что если мы приложим к первому члену АЁ с не- 
достатком в виде квадрата площадь, равную четверти квадрата 
второго члена ЕЛ), то АЁ распадётся на два линейно соизмери- 
мых между собой отрезка АН и НЕЁ, которые, однако, с рацио- 
нальной АВ —=г будут соизмеримы только в квадратах. Прямая, 
квадрирующая площадь АВ : АО, будет 


ММ-- МХ =и- 95, 
и2 —=АН.АВ, 92—= НЕ. АВ. 


где 


Это показывает, что и и 9 будут медиалями, соизмеримыми 
между собой в квадратах (нужно помнить, что АН и НЕ, равно 
как и АР, не будут линейно соизмеримы с рациональной АВ = г). 
Линейная несоизмеримость отрезков й и 9 попрежнему будет 


вытекать из линейной несоизмеримости АН и ЕТ -5-. 


Для доказательства, что мы имеем дело со второй биме- 
диалью, остаётся убедиться, что произведение ио будет медиаль- 
ным. Так как 

я ЕР 
ии =АВ-УАН. НЕ= АВ --5-, 
то это следует из факта линейной несоизмеримости ЕЛ с ра- 
циональной прямой АВ. 

В предложении 57 Евклид обнаруживает, что произведение 

рациональной прямой АВ —г на четвёртую биномиаль АЁ-- 


Е . . . 
ЕР = Аг-|- ——— даёт квадрат на так называемой «большей» 


Ут 
иррациональной, характеризуемой тем свойством, что оба её 
члена будут несоизмеримы в квадратах, но сумма их квадратов 
будет рациональна, в то время как произведение медиально. 
С нашей точки зрения, доказательство этого предложения 
равносильно решению уравнения 


, УЕ = (Их +). 


Искомые значения х и у будут корнями квадратного уравнения 


Р2р4 


Тату =“ 


22 — Кг? 
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Решая это уравнение, получаем: 


р? ) __ де и х 
(1+ ИУ ры), э=( ГРЕХ. 
Рассмотрение этих выражений показывает нам, что Ухи Уу 


будут медиалями, несоизмеримыми между собой даже в степени, 
имеющими сумму квадратов рациональную: 


Хх У=А, 
произведение же медиальное: 
Уж=_^ 
У1-ЕА 
Все .эти признаки характеризуют так называемую «большую» 
иррациональную. , 
Доказательство этого у Евклида развивается так. Он берёт 
КГ 
произведение АВ —=г набиномиаль АЕ -- ЕР = АГ ТутЕ . Из 


свойств четвёртой биномиали вытеказт, что АР, ЕР будут ра- 
циональными в смысле Евклида, соизмеримыми только в степени, 


причём 
и (Ег)? и ) ) 
2— 2 — 2 — ^^ __ 
АР? — ЕР? == (А!) и [м Ех), 


т. е. квадрат первого члена будет больше квадрата второго на 
квадрат прямой, линейно несоизмеримой с первым членом АЁ== Аи, 
который сам будет линейно соизмерим с АВ =. 

Если мы повторим приложение к АЕ с недостатком в виде 
квадрата площади, равной четверти квадрата на ЕЛ, то вслед- 
ствие линейной несоизмеримости АЕ и ЕД, согласно предложе- 
нию 18, получим отрезки АН и НЕ, которые будут линейно не- 
соизмеримы. 

Построением, аналогичным предыдущим теоремам, Евклид 
определяет квадрирующую МХ площади АВ.АД в виде прямой 


ММ- МХ=и- о, 


где ци % определяются из уравнений 


1" —=АН.АВ, %ч2==НЕ. АВ. 


Остаётся доказать, что эта прямая будет «большей» иррациональ- 


ностью. 
1) Из линейной несоизмеримости АН и НЕ следует, что 


цпииу будут несоизмеримы Даже в квадратах. 
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2) Так как АЕ = Аг соизмерима с АВ =, то 
12 -|- 92 —(АН-- НЕ) + АВ = в"? 


будет рациональной площадью. 


2 в 
3) Так как АН. НЕ = (=>) ‚ то УАД. НЕО будет 
линейно несоизмерима с АВ, а значит, площадь 
ии—= АВ. = 


будет медиальной. Эти свойства являются определяющими «боль- 
шую» иррациональность. 

В предложении 58 Евклид доказывает, что произведение 
рациональной прямой на пятую биномиаль даст квадрат рацио- 
нально- и медиально-квадрирующей, которая определяется тем, 
что сумма квадратов обоих её несоизмеримых между собой ли- 
нейно членов будет медиальной, произведение же, их рацио- 
нальным. 


Мы имеем равегство 
г (г УТРА -Н Аг) = (ху). 
Так как сумма ^?-- у? должна быть мэдиальной, то мы имеем: 


хе -- уз — 2 У1-Ё), 
рациональность же произведения ху даёт нам: 
ЕГ2 


хХу=-=—. 
7—5 
Для определения х? и у? мы имеем квадратное уравнение 
____ р2р4 
22 — и У 1.21 =0 
откуда 


АИ ГЕЗНУТ, и=и(УГЕ-УУ. 


Квадрирующая иррациональность приобретает вид 
х-Ру=и у^ (ИУ УТ УУТ1 УФХ). 


Это будет сумма двух несоизмеримых даже в степзни медиалей, 
сумма квадратов которых 


жрут У 1-2) 
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медиальна, а произведение 


х __ 278 
У— 5 
рационально. Мы получили рационально- И медиально-квадри- 


рующую. 

У Евклида доказательство развивается так: берём произведе- 
ние рациональной АВ =г на пятую биномиаль Ар = АЕ-- ЕО = 
= Ут А-Р Аг, второй член которой ЕР линейно соизмерим 
с АВ—= г. 

При помощи построений, описанных выше, т. е. путём при- 
ложения с недостатком в виде квадрата к АЕ площади, равной 
четверти квадрата на ЕД, прямая АЕ разделяется на два от- 
резка АН и НЕ, которые вследствие линейной несоизмеримости 
АЕ и ЕР будут между собой по предложению 18 несоизмери- 
мыми. Эти отрезки АН и НЕ служат для определения членов и 
и © квадрирующей прямой согласно уравнениям 


и2 —=АН.АВ, 92—=НЕ-+АВ. 
Нам предстоит доказать, что квадрирующая прямая 


ММ-- МХ = и у 


является рационально- и медиально-квадрирующей. 
1) Из несоизмеримости АН и НЕ выводим, что отрезки иич 
будут несоизмеримыми даже в квадратах. 


2) Вследствие несоизмеримости АЕ=АУТ-Р) с АВ=! 
сумма квадратов 12-92 —= АЕ. АВ —=#"?`У 1--) будет выра- 
жаться медиальной площадью. 


- 


3) Так как АН.НЕ=Я и меньший член ЕР = Ег соизме- 


ОНИ 2 
рим с АВ —г, то произведение = УЯН-НЕ.АВ= “Г ра- 
ционально. 

Наконец, в предложении 59 Евклид доказывает, что произ- 
ведение рациональной прямой на шестую биномиаль будет равно 
квадрату бимедиальной квадрирующей. Это произведение выра- 
зится в виде 


ггУт-— Ут), 


где мы предполагаем т_> п, и распадается на две иррациональ- 


ности 
2Ути Уп. 


Мы хотим представить сумму этих иррациональностей в виде 
квадрата суммы (х-- у)? двух других иррациональностей; для воз- 
можности решения мы должны иметь, что квадрат этой суммы 
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(х-Ру) сводится к двум иррациональностям х2-- у? и 2ху. Так 
как 2 -|- у? `> 2ху, то получаем уравнения 


ет Ут, 
х=РУя 


) 


и дело сводится к решению квадратного уравнения 


— 74Я 
22—тУт.2---р= 0, 


из которого определяются х2 и у*: 


2 2 
Ия 2 
2 пут т— п 


Искомая иррациональность принимает вид 


У (УуттУт—+ИУй_Ут> п). 


Мы получаем сумму двух несоизмеримых даже в степени медиа- 

72 Ут я 

——— ЯВ 
2 


лей, сумма квадратов которых 72 Ут и произведение 


ляются медиальными, что и доказывает высказанное утверждение. 

У Евклида доказательство развивается так. Он берёт произ- 
ведение рациональной прямой АВ=— и шестой биномиали 
АР =АЕ-ЕР =гУ т-гУ п, оба члена которой будут линейно 
несоизмеримыми и между собой и с рациональной прямой АВ — г. 

Приложив к АЕ с недостатком в виде квадрата площадь, рав- 
ную четверти квадрата на ЕД, он разбивает АД на два участка 
АН и НЕ, которые, согласно 18, Х, будут несоизмеримы между 
собой. После этого искомая квадрирующая МХ = ММ-Е МХ = 
—=и--9 опргделится при помощи уравнений 


и? —=АН.АВ, = НЕ. АВ. 


Члены её цио будуг несоизмеримы между собой даже в степени. 
1) Так как АЕ =гУ т только в степени соизмерима с АВ =, 
то сумма квадратов и? -{ 92 = АЕ.АВ =? т будет медиальной, 
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2 — 
2) Поскольку АН.НЕ=Я и Ер=гУ п будет только в 


степени соизмерима с АВ —=г, то произведение 


г 


—— п 
и: = АН.НЕ.АВ = 5 .Г 
будет тоже медиальным. 
3) Наконец, из условия несоизмеримости АЕ и ЕД следует, 


что 12-92 —=АЕ.АВ и и, —2В-АВ 


2 
мыми между собой. 

Все доказанные свойства являются характерными для биме- 
диально-квадрирующей иррациональной. 

Если принять АВ =г==1, то все шэсть высказанных пред- 
ложений будут равносильны утверждению, что все шесть ирра- 
циональностей первой гексады могут быть получены извлечением 
квадратного корня из шести биномиалей. (И. В.) 

43. Биномиали как результат возведения в квадрат ирра- 
циональностей первой гексады. Предложения 60—65 являются 
обратными по отношению к предложениям 54—59. Они откры- 
ваются леммой, которая в нашем обозначении равносильна нера- 


венств 
” х2-|- у? >> 2ху. 


Подлинность этой леммы нэсколько сомнительна потому, что Евклид 
уже пользовался ею при доказательстве прэдложения 44 книги Х; 
как мы видели выше, она же молчаливо подразумевалась и при 
доказательстве предложения 59. 

Доказательство этой леммы основывается на примензнии тео- 
ремы 5 книги П относительно делэзния на равчые и нэзравные. 
Если АВ =хГуилх >> у, то теорзма 5, П запишется тах: 


эр) 


будут тоже несоизмери- 


откуда следует: 


Но, согласно 9, П, 


ку 
а >27>), 


откуда И следует рассматриваемое Неравенство, 
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В предложении 60 высказывается утверждение, что квадрат 
на биномиали, разделённый на рациональную прямую, даёт в част- 
ном первую биномиаль. 

В алгебраическом обозначении доказательство этой теоремы 
имело бы следующий вид. 

Пусть Ув РУ — биномиаль, г — некоторая рациональная 
прямая, которую для простоты можно было бы принять за еди- 
ницу. Тогда 


(Ия РУ “6,245. 
Г Г Г 


Так как, по только что доказанной лемме, а-+-6 > 2 а, то 
ав 
Г 


будет больший член биномиали, получившийся в результате. 


Далее, так как а и В суть рациональные числа, то больший член 
будет соизмерим линзйно с рациональной прямой. Наконец, квад- 


2 
рат большего члена ия превышает квадрат меньшего члена 
даб 
7 на 
(а-- 5): — 46 _ ((&а— 5) (а в\. а--ь\\? 
2 А кг / Аа-ь Г. } ’ 


т. е. на величину, которая представляет квадрат прямой, соизме- 
римой с большим членом. 
Дохазательство Евклида развивается так. Он берёт биномиаль 


АС--СВ=Уа- УВ и рациональную прямую РЕ == г. К этой 
последней прямой он «прикладывазт» площадь, равную квадрату 
на АВ, иными словами, находит сторону ОН прямоугольника, 
площадь которого равна АВ>, а другая сторона РЕ == г. Эту пря- 
мую он разбивает на части 


рк=--, км=-. мн ав. 


Последняя прямая делится им на две части ММ = МН == 


ат 
Г 


У а 
—_ 


Далее, прямая ДМ = будет рациональной, линейно соиз- 


меримой с г, а прямая ММ, равная частному от деления меди- 
альной площади на рациональную прямую, тоже будет рациональ- 
ной в смысле Евклида, но уже небудет линейно соизмеримой с г. 
Таким образом, доказано, что ДМ-- МН будет биномиалью. 

Остаётся доказать, что она будет первой биномиалью. Это 
доказательство разбивается на следующие этапы. 
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Сначала Евклид показывает, что ОА. АМ == ММ№ или 
ав __1 (2 У “2. 
т. 4 Г. 


Затем, опираясь на вышедоказанную лемму, Евклид показы- 
вает, что пзрвый член 


рм= “Е? 


будет больше второго МИ =. 

После этого используется первая половина предложения 17 кни- 
ги Х. Если к большей прямой ОМ прикладывается с недостатком 
в виде квадрата прямоугольник ОК.АМ, равный четверти квад- 
рата меньшей прямой МЛ, причём отрезки ОА и КМ будут со- 
измеримы, то это значит, что большая сторона в квадрате, а 
именно /)/, будет больше меньшей МЕ? на квадрат отрезка, 
соизмеримого с первой. 

Когда же это доказано, то остаётся лишь показать, что ббль- 
ший из двух рациональных, соизмеримых только в степени от- 
резков, а именно ДМ, будет линейно соизмерим с рациональной’ 
прямой ОЁ =, меньший же МН не будет с ней линейно соиз- 
меримым; это непосредственно вытекает из доказанных в самом 
начале свойств отрезков ОА, КМ и МН. 

В предложении 61 доказывается, что квадрат первой биме- 
диали даст вторую биномиаль, ‚у которой квадрат большего члена 
будет больше квадрата меньшего на квадрат прямой, линейно со- 
измеримой с первым членом, причём меньший член будет соиз- 
мерим линейно с рациональной прямой. 

Если мы возьмём выражение первой бимедиали в виде 


РЕГ, 
то квадрат этого выражения будет: 
Аа УЕ-24]. 


Так как (1-- )УЁ>> 2, то больший член не будет линейно со- 
°измерим с единицей (наша рациональная прямая ОЕ), а меньший 
член 2^ будет. Разность квадратов большего и меньшего членов 
может быть представлена в виде 


1 — А \2 у. /— 
В (1-+ 2)? — 422 — (1 — р)? — [29 2 
(1-8 — 42 = (1—1) (- = {УЕа-®)}>. 
Таким образом, обнаружены все свойства второй биномиали. 


Доказательство Евклида идёт аналогично доказательству пре- 
дыдущей теоремы, 
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К рациональной прямой ОЕ «прикладывается» площадь ШГ, 
равная квадрату на АВ, в результате чего получается сторона ДЛЯ, 
которая разбивается на части 


кА У № км СВ И 
 рЕ_ ПЕ’ РЕ ОЕ › 

2 АС.СВ 

МН = ЕО ® 


Так как квадраты АС? и ВС? будут медиальными, то и площадь 0 
будет тоже медиальной, а частное от деления её на ОЕ будет 
рациональной в смысле Евклида прямой, линейно несоизмеримой 
с ОЕ. Далее, прямоугольник МГ, равный 2АС.СВ, будет по свой- 
ству первой бимедиали рациональным; значит, прямая 


__ 2АС-СВ 
Е 


будет рациональной линейно соизмеримой с рациональной пря- 
мой ОЕ. Таким образом, М-- МН будет биномиалью, оба члена 
которой соизмеримы только в степени, и больший не будет ли- 
нейно соизмеримым с рациональной прямой ОЕ. 

Для доказательства, что это будет вторая биномиаль, остаётся 
лишь обнаружить, что разность квадратов на ДМ и МН будет 
равна квадрату на прямой, линейно соизмеримой с ДМ. Пока- 
завши на основании леммы, что ОМ > МН, Евклид из соизмери- 
мости медиальных площадей ОС и КГ заключает о соизмеримости 
отрезков ОА и АМ, а отсюда на основании первой половины 17, 
Х заключает о том, что О.М? — МЕ? = (.ОМ), где \ — некоторое 
рациональное число. | 

Остаётся лишь осветить один пункт, оставленный у Евклида 
в тени: почему отрезки ДА и АМ будут между собой соизмери- 
мыми. Мы имеем: 

АС? СВ? 


РЕ’ 


Но по свойству первой бимедиали квадраты её членов АС? и СВ* 
будут соизмеримы между собой; отсюда следует соизмеримость 
ОК и КМ. р 
В предложении 62 Евклид доказывает, что квадрат второй 
бимедиали (квадраты членов которой соизмеримы, а произведение 
медиально) даёт третью биномиаль. 
Возьмём выражение для второй бимедиали в форме 


оо 
Иа-Иа. У. 
Квадрат этого выражения будет: 


Уа | Уа -+-2У 45 =(1-- Ув +245. 


МН 


ВК — 
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Мы имеем два выражения, соизмеримых только в квадратах, каж- 
дое из которых нз будет линейно соизмерииым с рациональной 
прямой, принятой за единицу. Чтобы убедиться в том, что мы 
имеем дело с третьей биномиалью, остаётся лишь показать, что 
разность квадратов 


{(1-- 8) Уа}?— (42 Уа5} 


представляет квадрат на прямой, соизмеримой © (1--5) Уа. 
Действительно, эту разность мы можем переписать в виде 


а (1-26-52) — 426 —а (1—6) = а пый+и} = 
ан‘ 
1 - 
= (ГЕ5)”{Уга +) 


что и доказывает нашу теорему. 

Доказательство Евклида состоит в следующем. Он берёт вто- 
рую бимедиаль АС --СВ и прикладывает к рациональной прямой 
РЕ площадь 0/ = АВ?, которая в результате деления на ДЕ даёт 
ширину ОН. Эта ширина О разбивается на отрезки 

АС? СВ? 2АС.СВ 

РК= КМ = рр, МН = БЕ ° 
По свойству бимедиали (соизмеримость АС? и СВ?) эти отрезки 
будут линейно соизмеримыми между собой, но вследствие медиаль- 
ности площадей АС? и СВ? ни сами они, ния их сумма ОМ не 
будут линейно соизмеримыми с рациональной прямой ОР. Далее 
вследствие медиальности произведения АС.СВ прямая МН = 
__2АС.СВ 
_ Е 
Затем вследствие несоизмеримости АС и СВ будут несеизмеримы 
и 402 с АС.СВ и СВ? с АС.СВ, а следовательно, и прямые 
АС? СВ® И мн —2А6:СВ 

РЕ _ ОЕ‘ 

Таким образом, две рациональные линейно несоизмеримые 
прямые ОМ и МН составляют биномиаль. 

Для доказательства, что мы имеем дело с третьей биномиалью, 
члены которой несоизмеримы с рациональной прямой, а разность 
квадратов обоих членов представляет квадрат на прямой, соиз- 
меримой с большим членом, нам остаётся лишь доказать это по- 
следнее её свойство. Это можно сделать на основании первой 
части предложения 17: так как большая прямая ДОМ распадается 
на два соизмеримых от, езка ОАК, АМ, произведение которых 
равно четверти квадрата на меньшей прямой МН, то разность 
квадратов на ОМ и МН представляет квадрат на отрезке, соиз- 
меримом линейно с ббльшим членом ОМ. 


будет рациональной, линейно нэсоизмеримой с. ДЕ. 
у , 


ОМ = 
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В предложении 63 Евклид доказывает, что квадрат «большей» 
иррациональной (члены которой несоизмеримы в степени, причем 
сумма их квадратов рациональна, а произведение медиально) 
даёт четвёртую биномиаль (больший член которой соизмерим 
с рациональной прямой, а разность квадратов членов представ- 
ляет квадрат на отрезке, несоизмеримом с большим членом). 

Возьмем формулу большей иррациональной 


а Г: Г: 
р) и УРЕЕНИ Ут #2 
Квадрат её будет: 
, р 
а Г К? / 1 
(2+2 Утв) =“ (1+уГЕв)- 
Мы получили биномиаль с рациональным ббльшим членом. Раз- 
ность квадратов обоих членов будет: 


` 
х 


02 2 4272 а. Г. 2 
1-6 1 \ УГ) ° 


Выражение, стоящее под знаком квадрата, действительно 
представляет прямую, нэсоизмеримую с большим членом а. 

Доказательство Евклида развивается так. Берётся «большая» 
иррациональность АС -|- СВ и рациональная прямая ОРД, к кото- 
рой «прикладывается» площадь 482. Рассмотрим получающуюся 


прямую Е = ОН. Мы можем разбить эту прямую на отрезки 
__ 4 С? м— СВ мм—=мн— АСВ 
РЕ’ К _ РЕ’ —_ _ рЕ `` 

Так как по свойству большей иррациональной сумма АС? -- СВ? 
будет рациональна, то и сумма ДА-- КМ будет рациональной, 
линейно ‹оизмеримой с ОЕ, в то время как ММ вследствие меди- 
альнос:и произведения АС.СВ будет рациональной в смысле Ев- 
клида, но линейно несоизмеримой с рациональной прямой ДЕ. 
Таким образом, ДМ-- МН будет биномиаль. 

Чтобы убедиться в том, что ОН есть четвёртая биномиаль, 
остаётся только доказать, что разность 2/2 — МАЯ? не будет рав- 
няться квадрату отрезка, линейно соизмеримого с ОМ. Это про- 
изводится на основании предложения 18 книги Х. Так как по 
свойству большей иррациональной АС? и СВ. будут несоизмеримы, 
то значит, и отрезки ОА, КМ большего члена не будет линейно 
между собой соизмеримыми; если же мы прикладываем к ОМ 


МН\? 
с недостатком в виде квадрата площадь ОА. КМ == —5 | иОТ- 


резки ОА, АМ не будут линейно соизмеримы, то разность квад- 


РК 
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ратов ОЛ? — МН? не будет представлять квадрата на прямой, 
соизмеримой с ОМ. 

.В предложении 64 доказывается, что квадрат рационально- и 
медиально-квадрирующей (сумма квадратов обоих членов ме- 
диальна, а произведение рационально, и оба члена несоизмеримы 
между собой даже в квадратах) даёт пятую биномиаль (у которой 
линейно соизмеримым с рациональной прямой будет меньший 
член). 

Выражение для рационально- и медиально-квадрирующей мы 
имели в виде 


а 1 А ой). 
Ня(У УЕ ТЕ) 


Квадрат этой величины будет: 


1 и 2 а а 
О Ну 
зу 1-е ГЕ) Ут 1 

Мы получили биномиаль с рациональным меньшим членом. Для 
доказательства, что мы имеем дело с ПЯТОЙ биномиалью, нам 


остаётся лишь убедиться, что разность квадратов обоих членов 
представляет квадрат на прямой, линейно несоизмеримой с боль- 


УТ 
а? __ @2__ а22 а , № \? 
ге (1-2 афер“ = УтЕе/ 


Доказательство Евклида протекает совершзнно аналогично 
доказательству предыдущей теоремы; вся разница будет заклю- 
чаться лишь в том, что теперь сумма квадратов 4С?-|- СВ? будет 
медиальна, а произведение АС.СВ рационально. 

Наконец, в предложении 65 доказывается, что квадрат биме- 
диально-квадрирующей (у которой медиальны и сумма квадратов, 
и произведение обоих членов) даст шестую биномиаль (у которой 
оба члена не будут линейно соизмеримы с рациональной прямой). 

Возьмём выражение для бимедиально-квадрирующей, кото- 
рое мы представили в виде: 


шей прямой Действительно, 


4. 

1 у аб —— — 
а Ее ГЕе-# ); 
у ЕЕ (У И РЕ уИ УГ+ 

квадрат этого выражения будет: 


1 у. 
Рут 


У ав 


(2-27 —#) = У + ЕЕ. 
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Мы имеем биномиаль, оба члена которой несоизмеримы линейно 
ни между собой, ни с рациональной прямой, равной единице. Для 
доказательства, что мы имеем дело с шестой биномиалью, ос- 
таётся лишь показать, что разность квадратов обоих членов бу- 
дет представлять квадрат на прямой, линейно несоизмеримой 


с ббльшим членом ] абв. Действительно, эта разность квадратов 


будет; 
ав а. К? —- |. 2 
—раетта= ( ут). 


Евклидово доказательство развивается совершенно аналогично 
доказательствам пяти предшествующих теорем. Разница заклю- 
чается лишь в том, что теперь ему приходится подчеркнуть, что 
по свойству бимедиалэно-квадрирующей сумма квадратов АС? -|- 
-- СВ? не будет линейно соизмерима с 2АС.ВС; это обстоятель- 
ство и позволяет ему утверждать, что линия 


__ 450*-- СВ* , 2АС.СВ 

РМ-- МН = ЛЕ -- БЕ 

состоит из двух рациональных в смысле Евклида линейно несо- 
измеримых членов, т. е. представляет биномиаль. То, что эта би- 
номиаль будет шестой, вытекает из предложения 18, Х и того 
обстоятельства, что АС? и СВ, а следовательно, и отрезки 
вк—АС" икм—9 8 

_ Е _ РЕ 
римы. (И. В.) 

49. Соизмеримость иррациональностей одного класса. 
Предложения 66—70 имеют целью показать, что прямые, линейно 
соизмеримые иррациональности какого-нибудь класса, будут и 
сами представлять иррациональности того же класса. 

В античных схолиях эти прэдложения вводятся следующим 
замечанием (Не!1Бего, т. \У, № 3.0, стр. 547—548): 

«Седьмая глава, в которой рассуждается о соизмеримости 
шести иррациональных, полученных путём сложения, показываю- 
щая, что каждая соизмеримая будет одинаково! о с ней вида». 

Изложенные у Евклида доказательства не требуют особых 
комментариев. С нашей точки зрения доказательство будет за- 
ключаться в том, что, умножая оба члена иррациональности на 
рациональное число ), мы не меняем отношений их ни друг 
к другу, ни к рациональной прямой. (И. В.) 

50. Иррациональности, получаемые в результате сложения 
площадей разлячных типов. Предложения 71 и 72 вводятся у 
схолиастов следующим замечанием (Не1Бегь, т. \, № 353, 
стр. 551): 

«Восьмая глава, ясно обнаруживающая из сложения рацио- 
нальной и медиальной или двух медиальных площадей ту разницу, 


не будут между собой линейно соизме- 


30 Евкдид 
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которую имеют между собой <получающиеся> в результате сло- 
жения иррациональности, а также выводящая их различие из 
тех площадей, которые ими квадрируются». 

В предложении 71 рассматриваются иррациональности, воз- 
‘никающие при сложении рациональных и Медиальных площадей. 
`Если складываются такие две площади, то квадрирующая пло- 
щади, полученной в результате их сложения, будет или биноми- 
алью, или первой бимедиалью, или «большей» рациональной, или, 
наконец, рационально- и медиально-квадрирующей. 

Если через г обозначить рациональную длину, то рациональ- 
ная площадь АВ = /!?, медиальная же СО = »./?, где Ё и) 
суть рациональные числа. Требуется определить, какую иррацио- 
нальность представляет квадрирующая 


У "У =/ И ё-У?. 


Пусть сначала № >> У >. К рациональной прямой Е! == г «при- 
кладываем» площадь АВ — А/?, получится ширина 


ЕС = Аг; 


прикладывая к той же прямой площадь @/, равную площади СО, 
получаем ширину 


СК=У)».г. 


Из этих ширин ЕС будет соизмерима с г линейно, СА’ же — лишь 
в степени; поскольку обе они рациональны в смысле Евклида, то 
полученная прямая 


ва ак—=и-у № 


будет биномиалью с большим членом ЕС = &г. 

Если А? — \ = (в^)2, где . — рациональное число, то получен- 
ная прямая ЕА’ будет первой биномиалью; по предложению же 
54 прямая, квадрирующая площадь г (Аг-|- У»), будет бино- 
миалью. 

Если же А? —) не будет равняться квадрату соизмеримого 
с А числа, то полученная прямая будет четвёртой биномиалью, 
а квадрирующая соответствующей площади по предложению 57 
будет большей иррациональной. 


Аналогичные рассуждения покажут, что если < У», тов 
полученной биномиали ЕН будет соизмерим с рациональной пря- 
мой меньший член, что при различных предположениях относи- 
тельно ) — А? может привести или ко второй, или к пятой бино- 
миалям, которые после приложения к ЕГ—=г дадут начало 
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площадям, квадрируемым или первой бимедиалью, или же рацио- 
нально- и медиально-квадрирующей. 

В предложении 72 рассматриваются квадрирующие для суммы 
медиальных площадей вида 


Аналогично предыдущей теореме строим прямые 


Е@ =Т/^.г, 
ОК=Ув-г. 


Вследствие несоизмеримости составляемых площадей У )-/? и 


Ув? и Е с СК будут несоизмеримы как между собой, так и 
с рациональной Е/==г. Сумма дтрезков Еа--СК будет бино- 
миалью; в зависимости от того, будет ли ) — в равняться или нет 
квадрату на прямой, соизмеримой с ), мы получим третью или 
шестую биномиаль. Тогда квадрирующая площади Е, ЕК будет 
в первом случае второй бимедиалью, во втором же бимедиально- 
квадрирующей. 

После предложения 72 идёт заканчивающее вторую часть 
книги Х (предложения 36—72) заключение, имеющее своей целью 
показать, что все шесть типов биномиали будут различными между 
собой, все шесть иррациональностей первой гексады будут при- 
надлежать к различным типам, не выражающимся через рацио- 
нали и медиали. (И. Б.) 

51. Основные свойства евклидовых иррациональных. 
Группа теорем Х книги алгебраически истолковывается как со- 
вокупность правил действий над иррациональными числами. 

Конечно, верно, что, арифметизируя геометрию, можно вы- 
вести из евклидовых Теорем правила действия над иррациональ- 
ными. 

Но следует хорошо помнить, что Евклид мыслил не ирра- 
циональными числами, а иррациональными прямыми и площадями, 
и при этом понимал рациональность в более широком смысле, 


чем мы, так что / а у него являлся рациональным; затем Евклид 
менее всего был заинтересован приёмами вычисления, а только 
построением и изучением свойств иррациональных. 

Переводя теорему 54 Евклида на алгебраический язык (ко- 
нечно, с некоторым её искажением), можно сказать, что она об- 


наруживает, что У АЕ УВ, где А и В— рациональные числа, 
в предположении, что В2— А квадрат, приводится к сумме 
двух квадратных корней из рациональных чисел Си р. 

Как определяются С и О? Это Евклида интересовало лишь 
постольку, поскольку это нужно для доказательства этого свой- 
ства иррациональных, но верно то, что его вывод раскрывает 
путь в вычислительную математику, от которой Евклид уклоняется, 
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Наиболее важные результаты я выражу сперва в словесной 


табличке. 
Извлечение корня из 


первой биномиали 
второй биномиали 
третьей биномиали 
четвёртой биномиали 
пятой биномиали 


шестой биномиали 
Возв?дение в квадрат 


` биномиали 

первой бимедиали 

второй бимедиали 

большей 

рационально- и медиально-квад- 
рирующей 
бимедиально-квадрирующей 


Взаимная 


Извлечение корня из 


первого вычета 
второго вычета 
третьего вычета 
четвёртого вычета 
пятого вычета 


шестого вычета 


Возведение в квадрат 


вычета 

первого медиального вычета 
второго медиального вычета 
меньшей 

образующей с рациональным 
медиальное 

образующей с медиальным ме- 
диальное 


даёт: 


биномиаль 
первую бимедиаль 
вторую бимедиаль 
ббльшую 
рационально- и 
квадрирующую 
бимедиально-квадрирующую 
даёт: 


первую биномиаль 
вторую биномиаль 
третью биномиаль 
четвёртую биномиаль 


медиально- 


пятую биномиаль 
шестую биномиаль 


таблица 

даёт: 

вычет 

первый медиальный вычет 
второй медиальный вычет 
меньшую 

образующую с рациональным 
медиальное 

образующую с медиальным ме- 
диальное 


даёт: 


первый вычет 
второй вычет 
третий вычет 
четвёртый вычет 


пятый вычет 


шестой вычет 


52. Геометрические примеры иррациональных. Я уже ука- 
зал, что в «Началах» Евклида выявляется определённое целе- 


устремление. 


Всё направляется к основной теме: к изучению яравильных 
тел. Исследуя Х книгу, следует иметь в виду всегда приложе- 
ние её результатов в ХШ книге «Начал». 

При изучении правильного иятиугольника как грани доде- 
каэдра Евклид применяет предложения 6, 9, 74 книги Х. Он до- 
казывает (предложение 11), что сторона АВ правильного пяти- 
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угольника АВСРЕ, вписанного в круг, есть меньшая рациэнальная. 
В ходе вывода он указывает, что отрезок ВМ перпендикуляра 
из В, опущеннэого на стэ»рону ЕО, отсекаемый диагональю АС, 
представляет четвёртый выч?т (черт. 21). 

В предложении 16 Евклид доказывает, что сторона вписанного 
в шар икэсаэ9ра — тоже меньшая иррадиональная. 

В предложении 17 он доказывает, что сторона додекаэдра 
представляет вычет, 

Но вообще следует отметить, что книга Х использована не 
в той мере, в какой она могла бы быть 


использована в этом направлении. и 8 
То, что являлось до Евклида только 

средством, уже во времена Евклида и 

обратилось в цель; иррациональные вели- 


чины стали исследоваться независимо 

от приложения их к теории многегран- 

ников. \ ГА 
Папп 40) даёт другие примеры мень- 

шей иррациональной и образующей 

с рациональной Медчальное. 


53. Мавролик 11) и первый шаг 7 
к арифметизации Х книги «Начал». 
Уже в комментариях к арифметическим Черт. 21. 


книгам мы упоминали о том значении, 
которое имэл Мавролик в истории арифметизации, шедшей 
через несколько веков. 

Упомянем прежде всего его первое положение: то, что 
имеет м2сто для отношений, пропорций, соизмеримости и по- 
добия чисел, линий, площадей и тел, имеет место и для ве- 
личин всякого роЭа. 

Второе его положение говорит, что всякое сложение, вычи- 
таниге, умножени?, дэлэние и извлечение корней можно произ- 
водить с помощью означающих величины, чисел 42). 

Здесь, конечно, ещё не устанавливается взаимно однозначное 
соответствие между геометрическими величинами и числами, но 
вне сомнения уже мыслятся «глухие» числа. Иррациональные 
величины Евклида превращаются в иррациональные часла. 

Мавролик даёт другую, уже несколько арифм*тизированную 
формуляровку предложений Х книги, хотя целиком ещё не отка- 
зывается от евклидовой терминологии. 

Он складывает, вычитает, умножает и делит иррациональные. 

Он говорит (предложение 65): всякая иррациональная вели- 
чина (которую, впрочем, он ещё не называет числом), делясь на 
рациональную, даёт в частном одноимённую и с ней соизмери- 
мую величину. 


—- 


4) Рарриз, СоПесйопез, е4. Ег. НаЙзсв, ВегНа, 1876—1878 
41) М. Сап+ог, Уойез., Ва. ИП, гл. 69. 
4) Воге111, ЕцсИЧез гезвииз, Р4за, 1658. 
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Предложение 101 его книги может быть выражено формулой 


У Та (ИЕ — 7) = Уаз. —Уат 

Ут 1 1 
Бесспорно, что этот сдвиг в понимании самой сущности ир- 
рационального увлекает Мавролика значительно дальше Евклида. 
Ведь Евклид может рассматривать только (Уз-РУ 8), так 
как (Уа ув уже теряет геометрический смысл. Мавролик 
же даёт теорему (предложение 94): всякая иррациональная вели- 


чина как из бимедиальных, так и из резидуальных (т. е. средних 
вычетов), иррациональна не только по своей величине, но и в сте- 


пени, т. е. иррациональна не только (1/а = 1/}), но и(у/а = 
= 1/Р причём то же относится и ко второму квадрату 
(Из= ИР) ик третьему (9/а = 1/ В}, ит. д. 

Такая же теорема устанавливается для биномиали и вычета 
(предложение 45). 

Мавролик исследует не только произведение степенно-рацио- 
нальных на биномиали и вычеты, но и медиали (средней) на 


бимедиаль и частное от деления степенно-рационального на бино- 
миаль и вычет ит. д. 


Он доказывает, что при делении в крайнем и среднем отно- 
шении обе части являются биномиалями, причём большая — пя- 
той, меньшая — первой. В этом нетрудно убедиться, замечая, что 
пропорция 

а:х=х:(а—х) 
даёт уравнение 
дах — а? =0, 
которое имеет корни 


х=5 (У —1 


@—)=53—Т5). 


Нетрудно видеть, что меньшая часть является пятой бино- 
миалью. 
Он дальше производит такое же деление над частями и по- 


„ а Е” 
лучает для большей части первой 48—15 )- тоже пятую бино- 


[22 © а >> ^ 
миаль, а для меньшей второй -- (/5 —1)2 тоже первую бино- 


миаль. 
Мавролик безусловно опережает своё время. Последователя 
себе он находит только в ХУП в. в лице Борелли, 
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54. Кардан и иррациональные Евклида. Интересно отме- 
тить, Что при довольно высоком развитии #йисл0вой алгебры и 
даже при буквенной алгебре остаётся евклидова классификация 
иррациональностей. 

Мы находим её иу Кардана (который уже определённо мы- 
слит иррациональные как глухие числа). Мы находим её и 
у Стевина 43), который выставляет все 6 биномиалей и 6 вычетов 
Евклида, разъясняя их алгебраически: 


1 — 
р—=а--уЬ, где У а?*— 6 рац., 


где Уа?—Ь рац., 


атУь, где У 42 — рац., 


| 


ТВ 
< 

® 

м 


—=а-- УЪ, где У а*— иррац., 
—=Уа-ь, где У 4*— 6 иррац,, 


$“х С“ $4 ФФ 


| 

> 
>| 
—- 
я 


где У4?—Ь иррац. 


Но вместе с биномиалями у него фигурируют и мультиномы. 

Во всяком случае у Кардана иррациональные Евклида — 
уже числа. Теорию иррациональных радикальных числовых вы- 
ражений он развивает арифметически. Он не отклоняется от Х 
книги «Начал», но проводит сравнение иррациональных, которое 
развивает алгебра иррациональных Евклида. 

Кардан останавливается на ошибке Луки Пачиоли 44), пред- 
полагавшего, что все иррациональные сводятся к средним. 

Для него ясна пеприводимость многих иррациональных, с ко- 
торыми оперирует Алгебра, к иррациональным Евклида. 

55. Внесение в алгебру иррациональных, зависящих от 
радикалов высших степеней. Как бы далеко ни шли за «Начала» 
Евклида античные исследования Аполлония 45), а может быть, и 
других, они не оказывают большого влияния на развитие теории 
иррациональных. 

На заре европейской алгебры Лука Пачиоли не выходит за 
пределы — правда уже арифметизированных — проблем Х книги 
«Начал». 

Значительно дальше идёт в конце ХУ в. Шюкэ. Впрочем, 
операции над кубическими корнями мы находим ещё у арабов. 


Алькархи даёт пример и 94 — и2 = И 16, а Леонардо Пизан- 


ты Зфеууп, Гез оеиугез шаётаНаиез раг А. Сиага, Г.еу4е, 
44) См. примеч. 17. 
45) \УоерКе, Аса4, $с. Мёшм. ргёзеги., ХУ, 1856, стр. 658. 
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ский 46), идя по пути арабской алгебры, даёт примерм 


3/16 3/54 = 7550, 
3754 — 16 = 95, 
71-3 =33/4 


Последняя формула нами совершенно просто выводится так: 


ИА 32 =33/4. 
Но Леонардо даже при выводе этой формулы видит большие 
затруднения вследствие незнания такой простой операции, как 


вынесение множителя за знак корня. 
Им выводится формула 


Уа--Уь=Уаь-+2у45. 


Рудольф идёт дальше и выводит, что 
3и/“ Др 
ИРИ аз (Из УЗ. 


56. Третья гексада иррациональностей. Прэдложения 73— 
85 прэдставляют аналогию с предложениями 36—47, трактую- 
щими об иррациональностях, получазмых путем сложения; только 
теперь сложение замэняется вычитанием. Античные схолиасты 
вводят предложение 73 следующим замечанием (Не1Бегз, 
т. У, № 359, стр. 553): 

«Девятая глава, излагающая шзсть иррациональностей, полу- 
чаемых вычитанием, подобно 6 иррацчональностям, получаемым 
сложением; например, биномиали <«соэтветствует» вычет; дейст- 
вительно, из каких «величин» составилась та, из таких же по- 
явилась и эта путём вычитания меньшей из большей; первой би- 
медиали <соответствует» первый медиальный вычет, точно так же 
и для остальных; для них же он доказывает, что каждой соот- 
ветствует только одна сопрягающаяся». 

Получающиеся шесть иррациональностей будут иметь вид:. 


вычет: Уз— Уз @>ь: 


первый медиальный вычет: 
Ива Иа ши ва 1-й; 


46) См. примеч. 3. 
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второй медиальный вычет: 
Иа-Иа ши УБа— а; 


меньшая йррациональная: 


УЗИ тд "ук 


$ 


образующая с рациональным целое медиальное: 


а 1 Г. Ё 


образующая с медиальным целое медиальное: 


ау 1-Е) 
У2: И!- в уе Ут #/` 


Предложение 73 Евклид доказывает аналогично 36. 

Из линейной несоизмеримости АВ =Уа и ВС=У следует 
несоизмеримость (Уа)? и У 4, а вследствие соизмеримости а 
и В оказывается, что а-- будет несоизмеримо с 2Та6. По- 


скольку же 
а--ь=2У ав -- (Уа—УЪЬ), 


тои (Уа— У)? = АС? будет несоизмерима с АВ?- ВС? = 
—а- В. Так как а-- В рационально, то /4С2, а значит, и АС 
будут иррациональны. 

Предложение 74 доказывается аналогично 37. 

Пусть из медигли АВ отнимается медиаль ВС, соизмеримая 
с АВ в степени и дающая рациональное произведение АВ.АС; 
требуется доказать, что разность АС = АЗ — ВС будет ирра- 
циональна. 

Так как АВ? и ВС? представляют медиальные площади, то 
АВ? -1- ВС? несоизмеримо с 2АВ.ВС, а значит, и (АВ — ВС} будет 
несоизмерима с рациональной площадью 2АВ.ВС; таким обра- 
зом, прямая АВ — ВС == АС будет иррациональна. 

В предложении 75, так же как ив аналогичном ему 38, про- 
узведение АВ.ВС будет медиальным. Для доказательства, что 
АС?, а следовательно, и АС будут иррациональными, нужно по- 
строить рациональную величину и показать несоизмеримость её 
с АС? или АС [в предыдущих предложениях такой величиной 
были или сумма квадратов АВ?--ВС? (предложение 73), или 
удвоенное произведение 2АВ-ВС (предложение 74)]. Берём 
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рациональную прямую ОГ и находим частные 


__ АВ? -- ВС? __ ЗАВ.ВС 
ОН = М _ |] р = О. ® 
Нетрудно видеть, что 
ОН — 27 = АС 
_ Б` 


Далее, вследствие медиальности площадей (АВ? -- ВС?) и? АВ.ВС 
прямые ОН и РЕ будут рациональными в смысле Евклида и ли- 
нейно несоизмеримыми с ОГ. Затем, вследствие того, что АВ и 
ВС соизмеримы только в степени, будут несоизмеримыми пло- 
шщади АВ? и АВ-ВС, а значит, и (АВ? Г ВС?) с 2АВ.ВС; отсюда 
следует, что ОН и ОГ будут линейно несоизмеримыми прямыми, 
рациональными в смысле Евклида; значит, их разность по пред- 
ложению 73 будет представлять вычет, т. е. иррациональную ве- 
личину. Отсюда же получается, что иррациональной будет и АС?, 
а значит, и АС. 

В предложении 76, аналогичном 39, доказывается иррацио- 
нальность «меньшей» иррациональности АС = АВ — ВС, где АВ 
и ВС суть несоизмеримые даже в степени медиали, обладающие 
тем свойством, что АВ? -|- ВС? рационально, а 2АВ.ВС медиально. 

Из несоизмеримости 

АВ? -|- ВСз 
2АВ.ВС 
вытекает при помощи производной пропорции несоизмеримость 
АВ? -|- ВС? —2АВ.ВС _ АС? 
АВ? -|-- ВС? — АВ? ВС?’ 
а значит, и иррациональность АС? и АС. 
В. предложении 77 аналогично трактуется случай, когда 


АВ.ВС рационально, а АВ? --. ВС? медиально; теперь из несоиз- 
меримости 


АВ? -- ВС? 
2АВ.ВС_ 
следует несоизмеримость 
АВ? -- ВС2—2АВ.ВС __ АС? 
2АВ.ВС _ ЗАВ.ВС` 
В предложении 78, где АВ? -- ВС? и АВ.ВС обе медиальны 
и несоизмеримы, приходится опять, как и в предложении 41, 


прибегать к приложению площадей. 


Строим прямые 
2 2 . 
БН АВ —- ВС 527 2АВ.ВС 


Ор ' О `` 
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Обе эти прямые будут рациональными и между собой линейно 
несоизмеримыми. Это значит, что их разность 


(АВ — ВС) 
БТ 


будет вычетом. Так как на основании предложения 20 произве- 
дение Н.Ю! — иррациональной прямой на рациональную — бу- 
дет само иррационально, то значит, иррациональной будет и АС?, 
а следовательно, и АС. 

Следует отметить, что в формулировках предложений 77 и 
78 слова «образующая с рациональным (медиальным) целое ме- 
диальное» нужно понимать как прямую, квадрат на которой бу- 
дет равен разности рациональной и медиальной, или, соответ- 
ственно, двух медиальных площадей. 

Предложения 79—84 представляют аналогию с предложениями 
42—47 и доказываются они аналогичным образом. Идея доказа- 
тельства предложений 79, 80, 82, 83 состоит в том, что если с 
данной прямой АВ сочетаются две прямые ВС и ВО, то мы 


имеем: 
АВ = АС — СВ = АР — ОВ. 
Возведя в квадрат эти равенства, получим: 
АС? -- СВ? — 2АС.СВ = АБР РВ — 2АР.БВ, 
АС? --- СВ — (АР? -- ОВ?) =2АС.СВ —2ЗАР.РВ. 


Поскольку же в одной части этого равенства стоит разность 
рациональных величин, а в другой — разность медиальных, то 
эти равенства возможны лишь при АС —= АД и ВС =ВО. 

Для истории терминологии интересно отметить употребление 
вУэ))41 — регишап4о = перестановкой. Обычно этим термином 
обозначается операция получения из 


ИН=— 


откуда 


а: —=с:а 
пропорции 
а:с = 6:4. 


В предложениях 79 и 80 этим же термином обозначается пере- 
ход от равенства 

а—б—с—а 
к равенству 

а—с—=ф—а. 


В предложениях 81 и 84, где и сумма квадратов обеих пря- 
мых и произведение их являются одновременно медиальными, 
пришлось прибегнуть к операции приложения обеих площадей 
к рациональной прямой, после чего доказательство сводится к 
применению предлбжения 79. 

В деталях ход доказательства предложений 81 и 84 имеет 
следующий вид, 
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Пусть АВ — исследуемая иррациональность (второй медиаль- 
ный вычет или образующая с медиальным целое медиальное), ВС — 
сочетающаяся с ней прямая; обе прямые АС, СВ или совсем 
несоизмеримы (предложение 84), или соизмеримы только в сте- 
пени. 

Берём рациональную прямую ЕЁ и строим выражения 

АС*-—- СВ 2АС.СВ 
Ем=АЕСВ см —2АС:СВ 
ЕЁ ЕЁ 
Так как и сумма квадратов и удвоенное произведение будут по 
условию медиальными площадями, то ЕМ и СМ будут рациональ- 
ными несоизмеримыми с ЕЙ линейно прямыми. 

Далее, разность площадей ЕН и СН есть ЕЁ: 

АС? СВ? —2АС.СВ = АВа, т. е. ЕЁ == АВЗ. 

Предположим теперь, что с АВ сочетается другая прямая 
Вр, причём прямые 4), ОВ обладают теми же свойствами, что 
АС и СВ. Строим выражение 

__ 428--ВР* __ площ. ЕТ 


ВМ = ру =. 


Имеем: 
АР? -|-- ВО? — АВ —=2АР.РОВ, т. е. площ. Е/ — площ. ЕЁ = 
— площ. (Г это значит, что 
площ. 4/__2А0.ОВ__ 
ЕЁ ЕЁ т 
Рассматриваем два выражения 
Еа =ЕМ— СМ и ЕС = ЕМ — (М. 


Так как АС и ВС личейно несоизмеримы друг с другом, то 
АС? -|- ВСЁ и 2АС.СВ тоже будут несоизмеримы друг с другом; 
это значит, что ЕМ и СМ представляют две рациональные несо- 
измеримые между собой линейно прямые, а следовательно, их 
разность Е = ЕМ — @М будет вычетом, равно как и разность 
ЕМ— (М. Как мы видим теперь, с вычетом ЕС сочетаются две 
м СМ и СМ, что невозможно согласно предложению 79. 

57. Четвёртая гексада иррациональностей. Предложения 
85—90, устанавливающие различные виды вычетов, аналогичны 
предложгниям 48—53, дающим различные виды биномиалей; един- 
ственная разница заключазтся лишь в том, что вместо плюса для 
биномиалей будет для вычетов стоять минус. 

Формулы шести видов вычетов будут следующие, 


СМ. 


Первый вычет: г — У1— №. 
1 


У *" 


Второй вычет: АГ 
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Третий вычет: УЕ." — УЕ.-гГ Ут. 
Четвёртый вычет: Рг— Г И . 

| 
Пятый вычет: | Ут) — Аг. 
Шестой вычет: гУтр—гУт (тп). 


Обозначения остаются теми же, что и в комментарии 47: г 0бо0- 
п 
значает рациональную прямую, т, пи => суть рациональные 


числа, так же как и А. 

Поскольку входящие в состав вычетов члены тождественны 
с разбиравшимися нами в комментарии 47, мы можем опустить 
современный способ доказательства рассматриваемых шести теорем 
(он будет тождествен доказательству аналогичных шести теорем 
в предложениях 48—53) и ограничиться лишь изложением дока- 
зательства у Евклида. 

Предложение 85 даёт способ построения первого вычета, 
У которого уменьшаемое соизмеримо линейно с рациональной 
прямой и разность квадратов уменьшаемого и вычитаемого равна 
квадрату на прямой, линейно соизмеримой с уменьшазмым. 

Берём рациональную прямую А=—Г и линейно с ней соиз- 
меримую прямую ВН = Аг. Затем берём два квадратных числа 
РЕ= т? и Е1== 12, разность которых /)1= т? — п? не представ- 
ляет точного квадрата. 

Первый член вычета ВН = Аг уже определён; для построе- 
ния второго НС составляем пропорцию 


ЕБ: Р/= ВН?: НС?, 
т?2: (т2 — п2) — (Ёг)2: НС?. 


Поскольку т и п суть рациональные числа, то Аг = ВН и 
НС будут тоже рациональными числами, соизмеримыми только 
в степени; это показывает, что 


ВС =ВН— НС = г — тУ1— 


будет вычетом. 
Для доказательства, что он будет первым, составляем раз- 


ность квадратов 
ВН? — НС? = (2 


т?: (т? — п?) = ВН?: НС?. 
Так как ВН? = НС?-- (2 и т? == (т? — п?) -- п?, то из пропорции 


(т? — п2) | п? НСО*- а? 
т?—1п2 _ НС® 


т. е. 


ИЛИ 
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путём «переворачивания» (19, \, следствие) находим: 
(т? — 12) - п?__ НС2-- (? 
па (> 
ИЛИ 
ВН?: @? = т?: п?. 


(2 — ВН? — НС? 


Отсюда видно, что 


п 2 
будет равняться ВН ‚ т.е. будет представлять квадрат на 


[22 п © 
прямой > ВН —)ВН, что и характеризует первый вычет. 


В предложении 86 даётся способ построения второго вычета, 
для которого соизмеримым с рациональной прямой будет вычи- 
таемое. 

Берём рациональную прямую А =/ и линейно с ней соизме- 
римую НС ==АГ; затем берём два квадратных числа ОЕ == т? 
и Е/ == 12, разность которых О/= т? — п? не представляет точ- 
ного квадрата. Первый член ВН вычета определится из про- 
порции 

т? — пё__ СН? 
т? ^ ВН?` 


Мы видим, что ВН и СН представляют два рациональных в смысле 
Евклида Числа, соизмеримых только в степени; их разность 


т 7: 
АР = 
У т? — из У1— 2 
представляет вычет. 


Для доказательства, что он будет вторым, составляем раз- 
ность квадратов ВН и СН: 


@ — ВН? — СИ?. 


ВС = Г — АГ 


Из пропорции 
ВН?: СН? = ЕР: 01 = т?: (т? — па) 


путём «переворачивания» получаем; 


ВН?: (2 — т?: п, 
т. е. 


а? — (= вн)" = ВН). 
т 
Так как вычитаемое СН — Аг будет линейно соизмеримым с ра- 


циональной прямой г, то отсюда следует, что ВС =ВНМ—СН 
представляет второй вычет. 
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В предложении 87 отыскивается третий вычет, в котором ни 
уменьшаемое, ни вычитаемое не будут линейно соизмеримыми 
с рациональной прямой А =г. Берём три числа Е = а, ВС =6, 
СР = с, не стоящие между собой в отношении квадратных чисел, 
но для которых отношение 6: ($ — с) равняется квадратному числу. 
Построим две прямые /Н и НО, пользуясь пропорциями 


Е: ВС = А",  ВС:СР = 1?*: НО?, 
[Н = РР У -. 
а 
На =! иу- и <= Г и-. 
а | а 


Мы видим, что [ будет рациональным в смысле Евклида отрез- 
ком, линейно несоизмеримым с рациональной прямой г. Точно 
так же и НО будет рациональным отрезком, несоизмеримым ли- 
нейно ни с //1, нис А—г. Значит, разность [Н — Н@ = Га будет 
вычетом. 

Остаётся доказать, что мы имеем дело с третьим вычетом, 
для которого разность квадратов уменьшаемого и вычитаемого 
будет представлять попрежнему квадрат на прямой, линейно со- 
измеримой с уменьшаемым, и оба члена — уменьшаемое и вычи- 
таемое — будут линейно несоизмеримы с г. Из пропорций 


Е:ВС = А?:[Н? или а:6 = #2: [Н?, 
ВС:СР = 1А?: НО? или 6: = Ш: НО? 


откуда 


легко устанавливаем при помощи преобразования «по равенству», 
что НА не будет линейно соизмерима с Г. 


Составляем теперь квадрат разности квадратов /[Н и НА 


К? — Ш? — НО?. 
Поскольку 


ГН?: На? = ВС:СР=:с, 
то путём «переворачивания» находим: 


1Н?: К — 9:6 — 6), 


|, 
Так как по условию отношение р р. выражается квадратным чи- 


слом, то А’ будет линейно соизмеримым с [[ и, значит, будет 
выполнено второе условие существования третьего вычета. 
Для трёх остальных вычетов разность квадратов уменьшае- 


мого и вычитаемого не будет представлять квадрата на прямой, 
соизмеримой линейно с уменьшаемым. 
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В предложении. 88 даётся способ построения четвёртого 
вычета, для которого уменьшаемое будет линейно соизмеримо 
С рациональной прямой А ==; пусть оно выражается отрезком 
ВН = Аг. Берём два числа ОГ =а и [Е =, удовлетворяющие 
требованию, чтобы отношения 


Б-Е ав Р-НЕ а-ь 
О а ' Е №6 


не выражались отношениями квадратных чисел. Вычитаемое НС 
определится из пропорции 


РЕ: Е] = ВА?:НС?, 
откуда 


| 
НС = ВН а-Ъ° 
Мы видим, что НС представляет рациональную в смысле Евклида 
прямую, только в степени соизмеримую с рациональной прямой 
ВН = Аг, а значит, и с г. Таким образом, разность ВС = ВН— НС 
будет представлять вычет, у которого уменьшаемое ВН будет 
линейно соизмеримо с рациональной прямой А==г. 

Для доказательства, что мы имеем дело с четвёртым вычетом, 
нам остаётся лишь показать, что разность квадратов ВН? — НС? 
не будет представлять квадрата на прямой, линейно соизмери- 
мой с ВН. 

Пусть 

ВН? — НС? == (2. 


БЕ _ ВН „ а--6 _ ВЕ? 
ЕГ_ НС?® 5  ВЫЁ— 7. 


Из пропорции 


путём «переворачивания» получаем: 


а--6 _ ВЕ? 
а  @‘° 
а--ь 
Поскольку же отношение „— Не представляется квадратным 


а 
числом, тои @=ВН | ав не будет выражаться прямой, 


линейно соизмеримой с ВН. 
В предложении 59 даётся способ построения пятого вычета, 
в котором вычитаемое СН == Аг будет линейно соизмеримым 
с рациональной прямой А =—г. Попрежнему берём два числа 
а--5 


' Ь 


а 
р/=а, [Е == таких, чтобы отношения не были 
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точными квадратами. Уменьшаемое ВН определится из пропорции 


откуда 


Так как СН = Аг рациональна, то мы видим, что ВН будет рацио- 
нальной в смысле Евклида прямой, соизмеримой с НС только 
в квадрате; таким образом, разность ВС = ВН — СН будет пред- 
ставлять вычет. 

Так как вычитаемое СН представляет прямую, линейно соиз- 
меримую с рациональной прямой А==г, то для доказательства, 
что мы имеем дело с пятым вычетом, нам остаётся лишь убе- 
диться, что разность квадратов ВН и СН не будет представлять 


квадрата на прямой, линейно соизмеримой с уменьшаемым ВН. 
Составляем выражение 


ВН? — НС? = @? 
Из пропорции 


путём «переворачивания» получаем: 


ВН? ` а 
Та * 


т — —“_ 
о=вну/ 


Но ты не выражается отношением квадратных чисел, что 


и доказывает нужное нам положение. 

Наконец, предложение 90 даёт способ построения шестого 
вычета, в котором ни уменьшаемое, ни вычитаемое не будут ли- 
нейно соизмеримыми с рациональной прямой А ==г. 

Берём три числа ЕЁ == а, ВС =6, СО == с, не имеющих между 
собой отношения квадратных чисел; пусть, кроме того, отношение 


откуда 
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тоже не будет выражаться квадратным числом. Оба члена вычета, 
7Н и НО, определяются из пропорций 


Ей БН “ФП 
ВС [Н? в — [Н?? 
ВС __ № 6 __ 1 
ср На? о НО?’ 


откуда —_ —_ 
[НР у в На=ш И: 
—_ а’ —_ у Ь`° 
ь 
Так как а не представляет отношения квадратных чисел, ТО 


1Н будет представлять рациональную в смысле Евклида прямую, 
лишь в степени соизмеримую с рациональной прямой г. Анало- 
гично убедимся, что и НЦ будет рациональной прямой, лишь 
в степени соизмеримой с /Ё. Таким образом, /@ = /Н — НО бу- 
дет представлять вычет. 

Для доказательства, что мы имеем дело с шестым вычетом, 
нам нужно убедиться, что и вычитаемое НС не будет линейно 
соизмеримо с рациональной прямой А=г (в этом мы легко 
убедимся, применив преобразование «по равенству», как в пред- 
ложении 87) и разность квадратов //12 — НО? = К? не будет 
представлять квадрата на прямой, линейно соизмеримой с умень- 
шаемым /Н. Из пропорции 


ВС _ ТЕ. ЛИ в 11? 
Ср НО се НО? 
путём «переворачивания» находим: 
6 __ ПР 
ре К’ 


откуда 


|, 
жению, представлять прямой, линейно соизмеримой с уменьшае- 
мым /Н. (И. В.) 

58. Другой вывод предложений 85—90. В «Приложении» 
к гейберговскому изданию Евклида помещено следующее добав- 
ление к предложению 90, фигурирующее в некоторых ману- 
скриптах в качестве 91: 

«Можно и короче показать нахождение упомянутых шести 
вычетов. И вот пусть будет «задано» найти первый. Отложим 


не будет, согласно сделанному относительно 


предполо- 
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первую биномиаль АС, ббльшая рациональ которой АВ, и отло- 
жим ВО равной ВС (черт. 22). Значит, АВ, ВС, т. е. АВ, ВО, 
будут рациональные соизмеримые только в степени (предложе- 
ние 36), и в квадратах АВ будет больше ВС, т.е. ВО, на <квадрат» 
на соизмеримой с собой, и АВ будет соизмерима линейно с от- 


рооминаииииоринаиаьььо енииниииний) 
я 0 |; Га 
Черт. 22. 


ложенной рациональной (определения вторые, 1); значит. АД 
будет первым вычетом. Подобным же вот образом найдём 
и остальные вычеты, полагая равночисленные биномиали, что 
и требовалось доказать». 

59. Связь между иррациональными 3-й и 4-Й гексад. 
Предложения 91—96 составляют параллель к предложениям 54—59 
касательно биномиалей. Поскольку современная формулировка 
доказательства этих предложений уже была разобрана нами выше 
(см. комментарий 47), то теперь мы вполне можем ограничиться 
разбором только евклидовых доказательств. 

В предложении 91 доказывается, что квадратный корень из 
первого вычета даёт вычет, или, по терминологии Евклида, про- 
изведение рациональной прямой на первый вычет даёт квадрат, 
построенный на вычете. 

Возьмём рациональную прямую АС==Г и первый вычет 
АР = АН— НО, где НР есть так называемая «сочетающаяся» 
с вычетом; это будет прямая, только в стенени соизмгримая с АН 
и обладающая тем свойством, что АНБ? — НР? = (^. АН), причём 
АН по определению будет линейно соизмерима с АС = г. Строим 
на АН прямоугольник АК с недостатком в виде квадрата, равный 


квадрату на ЕН =5 НО: 


АН. — в, 


где х представляет отрезок ЁН. Согласно предложению 17 0т- 
резки 47, ХН будут соизмеримы как между собой, так и со 
всей АН; поскольку же АН будет линейно соизмерима с АС =, 
то и 47, 7Н будут тоже линейно соизмеримы с АС и, следова- 
тельно, рациональны. Затем, поскольку НО соизмерима с АЦ 
только в квадрате, а ДЕ—=ЁН будет половиной НР, то РЕ, ЕН 
будут хотя и рациональными в смысле Евклида, но нзсоизмери- 
мыми линейно с АН и АС = г; значит, каждая из площадей РО, 
ЕК будет медиальной. 
Строим теперь квадраты 


АС.А7= ОГ? == квадр. ЁМ, 
АС.7Н —= ОМ? = квадр. МХ. 


31* 
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Расположим эти квадраты на одной диагонали ОЮ и произведём 
построение, служащее для доказательства формулы квадрата 
суммы (так называемый квадрат с гномоном), обычно употреб- 
лявшееся для доказательства предложений П книги. Так как 


Ар—= АН-— #Н== АН — х, 


то 
АГ. ЕН = (АН — х) х = ЕН?. 
Отсюда 
А7:ЕН = ЕН:7Н; 
площ. 4/: площ. ЕК = площ. ЕК: площ. АР. 
Но 


площ. 4/= АС. АЙ = 012, площ. КИЙ = АС.ЙН = ОМ. 


Отсюда видно, что прямоугольник ММ, как средняя пропорцио- 
нальная между площадями квадратов ОГ? —= квадр. [М и ОМ2=— 
— квадр. МХ, будет равен площади ЕК. В таком случае прямо- 
угольник ОА, равный удвоенному ЕК, будет представлять удвоен- 
ный прямоугольник ММ, иными словами, будет равен гномону 
УГО с добавкой квадрата МХ. Но 


площ. АА = АС.АЁ-Ь АС.7Н —= О О№, 
площ. ДА’= гномон УРИ- ОМ№?; 


площ. АВ — квадр. $Т =: [№2 = (ОГ — ОМ). 


Таким образом, доказано, что [/М= ОГ — ОМ будет квадрирую- 
щей для площади АВ, равной произведению рациональной АС 
и первого вычета АД. 

Остаётся доказать, что [№ = ОГ — ОМ будет вычетом. Для 
этого нужно показать, что ОЁ и ОМ будут рациональными 
в смысле Евклида и соизмеримыми между собой только в степени. 

Действительно, линии ОХ и ОМ будут сторонами квадратов 
ГМ, МХ, которые, как мы видели, равны рациональным площадям 
А/—= АЙ.АС и К—= 2Н.АС; значит, ОЁ и ОМ, как квадратные 
корни из рациональных площадей, будут тоже рациональными. 
Далее, прямые [О и ОМ будут относиться, как площади прямо- 
угольника ХХ и квадрата МХ, из которых ЁХ, как равная Да = 
—)Е.АС, будет медиальна, а МХ рациональна; таким образом, 
ГО будет линейно несоизмерима с ОМ, что и доказывает нашу 
теорему. 

В предложении 92, аналогичном 55, доказывается, что первый 
медиальный вычет является квадратным корнем из второго вычета. 

Опять берём площадь АВ, равную произведению рациональ- 
ной АС = и второго вычета АР, который мы представляем в 
виде разности АН и НО; так как АР — второй вычет, то имеют 
место равенства 


АН? — НБ? =(\.АН), НБ. АС. 


отсюда 
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Если приложить к АН с недостатком в виде квадрата площадь, 
равную четверти квадрата на НО, то точка деления { разделит 
по предложению 17 прямую АН на соизмеримые отрезки 42 
и ИН. Упомянутая четверть квадрата получается делением ОН 
пополам в точке Е. Так как АН несоизмерима с НШ, а следова- 
тельно, и с АС, то иотрезки 47, 2Н будут тоже несоизмеримыми 
с АС; это значит, что каждая из площадей 4/= А7.АС и ДК= 
— Н-АС будет медиальной. Далее, поскольку НД, азначит, иеё 
половины ОЁЕи ЕН будут соизмеримы с АС, то каждая из пло- 
щадей да —=ОЕ.АС и ЕК = ЕН-АС будет рациональной. 
Теперь строим два квадрата: 


квадр. [М = О? = АЙ. АС —= площ. АГ, 
квадр. МХ = О№ = Н.АС = площ. СК. 


Так как площади АГи ДК являются медиальными, то отсюда 
следует, что и ОЁ, ОМ будут медиалями, соизмеримыми в сте- 
пени (это следует из того, что квадраты их О[2и ОМ? относятся, 
как соизмеримые линии АЙ и 2/Н]). То обстоятельство, что они 
будут соизмеримы только в степени, Евклидом доказывается 
в самом конце предложения; из факта медиальности обеих пло- 
щадей А/ и ДК можно заключить только о медиальности квад- 
рирующих их линий, но не о линейной их несоизмеримости, на 
что справедливо указывают комментаторы. 

Дальнейшее рассуждение следует тому же пути, что ив 
предложении 91. 

Из равенства 

АГ.7Н = ЕН? 


заключаем, что ЕН будет средней пропорциональной между АЙ 
и ИН; значит, и площ. ЕК —= ЕН.АС будет средней пропорци- 
ональной между площ. А/= АЙ.АС = О]? и площ. ЙК=йНЖ 
х АС= ОМ?. Отсюда заключаем, что площ. ЕК будет равна пря- 
моугольнику ММ№М—=—ОГ.ОМ, а площ. ОК=2 площ. ЕК будет 
равна гномону УРИ вместе с добавкой квадрата №Х и, наконец, 
о АВ АС-АР будет равна квадрату $Т, т. е. 
Е — 

Остаётся доказать, что [= ОЁ — ОМ будет первым меди- 
альным вычетом, части которого ОЁ, ОМ дают в произведении 
рациональную площадь. Действительно, ОГ .ОМ дают в произве- 
дении прямоугольник ММ или Г.Х, равный рациональной площади 
ЕК ==ЕН-АС. Затем мы уже владели, что квадраты О[2, ОМ? ›у- 
дут соизмеримы; отсюда следует, что ОГ иОМ будут соизмеримы 
в степени; Таким образом, остаётся лишь доказать, что они бу- 
дут соизмеримы только в степени. Действительно, 


ОГ:ОМ = площ. ЕХ:площ. МХ. 
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Но площадь ЁХ=ОЁ.ОМ рациональна, площадь же МХ = 
— АС.ЁН будет медиальна, откуда и следует линейная несоиз- 
меримость медиалей ОГ и ОМ. 

Предложение 93, аналогичное 56, доказывает, что третий вы- 
чет будет квадратом второго медиального вычета, произведение 
составных частей которого будет медиальным, причём оба мно- 
жителя будут соизмеримыми в степени. 

Опять, подобно предыдущему, рассматриваем площ. АВ, рав- 
ную произведению рациональной АС на третий вычет АД = 
—= АН — НБ, причём 


АВ? — НО? == (А. АН)», 


но только теперь ни АН, ни НР уже не будут соизмеримыми 
с рациональной АС. 

Прикладывая к АН с недостатком в виде квадрата площадь, 
равную четверти квадрата на ОН или квадрату на ОЁ или ЕН, 
мы получазм, согласно предложению 17, на АН два линейно со- 
измеримых между собой отрезка 47, 2Н, произведзние которых 
равно будет ЕН?. Так как АН небудет линейно соизмерима с АС, 
то площади АК—= АН.АС, А/—= А2.АС, ЕК = #Н.АС будут меди- 
альными, ибо соизмеримые между собой и с АН отрезки Ай и 
ЁН не будут линейно соизмеримы с АС. Точно так же убежда- 
емся в том, что и площади Да = ОЕ.АС, ЕК=ЕН.АС будут 
медиальными, ибо и ОН, и её половины ДЕ и ЕН будут только 
в стапени соизмеримы с рациональной АС. Наконзц, из того об- 
стоятельства, что 4Н и НБ будут соизмзримы только в степени, 
мы можем заключить, что отрезки АН, Ай, #Н, с одной стороны, 
НО, ОБ, ЕН, с другой, будут линейно нзсоизмзримыми между 
собой, откуда вытеказт и несоизмзримость соответственных пло- 
щадей, в частности 4/= А2.АС и ЕК= ЕН.АС. | 

Попрэжнему строим на одной диагонали два квадрата: один 
ГМ, равный площади АГ, т. е. произведению А7-АС, и другой 
МХ, равный площади К, т.е. ЁН.АС. Из равенства А2.2Н == ЕН? 
опять убеждаемся, что прямоугольник ММ = ОЁ.ОМ, как средняя 
пропорциональная между 0/2 == квадр. [М и ОМ == квадр. МХ, 
будет равняться площ. ЕК= ЕН .АС — средней пропорциональ- 
ной между 4/=47.АСи 2К=Н.АС. Затем аналогично пре- 
дыдущему убеждаемся, что плош. АВ = АС.АО равна будет 
квадрату $Т или /. №2 = (01 — ОМ); таким образом, найдена квад- 
рирующая /М№М==0О/ — ОМ для заданного произведения АС.АО. 

Остаётся доказать, что эта квадрирующая будет вторым ме- 
диальным вычетом, представляющим разность двух соизмеримых 
только в степени медиалей, произведение которых будет меди- 
альным. 

Действительно, мы имели: 


ОГ? = площ. А! = А2.4АС, 
ОМ: = площ. 2А=6Н+АС. 
Из соизмеримости Аб и 2Н вытекает соизмеримость в квадра- 
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тах линий` ОГ и ОМ. Из несоизмеримости АЁи 2Н с рациональ- 
ной АС вытекает медиальность площадей 4/=АЙ.АС и ЁК=— 
—=2Н.АС, а значит, и медиальность сторон соответствующих 
квадратов ОГ? и ОМ№. Таким образом, остаётся лишь показать, 
что произведение ОГ.ОМ будет представлять медиальную пло- 
щадь. Действительно, мы имели ОЁ.ОМ== площ. ММ= площ. 
ЕК = ЕН. АС; из того обстоятельства, что ЕН есть рациональная в 
смысле Евклида прямая, только в степени соизмеримая с АС, сле- 
дует медиальность площ. ЕА’, а значит, и произведения ОЁ.ОМ. 

Предложение 94 показывает,. что четвёртый вычет можно 
рассматривать как квадрат так называемой меньшей ирраци- 
ональной, состоящей из двух несоизмеримых даже в степени ме- 
диалей, сумма кзадратов которых рациональна, произведение же 
медиально. 

Берём четвёртый вычет АД и представляем его как разность 
двух Прямых АН и НО, из которых ббльшая АН будет линейно 
соизмерима с рациональной прямой АС, а разность квадратов 
АН? — НО не будет представлять квадрата на прямой, линейно 
соизмеримой с АН. Последнее обстоятельство в связи с предло- 
жением 18 позволяет утверждать, что если мы приложим к АН 
с недостатком в виде квадрата площадь, равную четверти квад- 
рата на ДН или квапрату на её половине ЕН, то АН рассечётся 
на две части 4й, Н, которые не будут линейно соизмеримы ни 
между собой, ни со всей прямой АН. Теперь площади, на кото- 
рые рассечётся прямоугольник АК= АН.АС, будут следующие: 
площ. АК—= АН.АС рациональна, площ. ОА’ = ЭН.АС медиальна 
(так как ДЫ только в квадратах будет соизмерима с рациональ- 
ной прямой АЛЯ, а слэдозательно, ис АС). 

Площади А/= АЙ.АСи К=Н+АС будут нзсоизмеримы 
мэжду собой вследствие небсоизмэримости отрезков АЙ и ЕН. 

Строим на одном диаметрз ОЮ попрэжнему два квадрата: 


ЕСМ = ОГ? = А/—= АЙ. АС и МХ =0О№=2К=2Н.АС. 


Средней пропорциональной для этих квадратов будет попрежнему 
площадь ЕК = ЕН.АС вследствие равзэнства 
А/.2Н = ЕН 

эта площадь ЕК или ОС будет равна прямоугольнику ММ = 
— ОЕ.ОМ. Попрежнэму заключаем, что вся площадь ДК = НРО.АС 
равна будет гномону УРИ с добавкой квадрата на МХ, а значит, 
и площадь АВ = АД.АС представится, как квадрат $Т = 2 № = 
— (01 —ОМ)2. Таким образом, определенапрямая 2 М = ОЕ — ОМ, 
квадрирующая заданную нам площадь АВ = АР-АС. 

Остаётся показать, что эта квадрирующая будет меньшей ир- 
рациональной. 

Так как площадь АК = АН.АС будет рациональна, то сумма 


квадратов 
О12--О№ = АЙ. АС-+- 2Н-АС = АН-АС 
будет рациональна. 
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Далее, произведение 
ог.0м—=Ек—5ЭК_ВН:АС 


2 2 


будет медиально. 

Наконец, вследствие несоизмеримости ОЛ? и ОМ? получается, 
что ОЁ и ОМ будут несоизмеримы даже в степени. 

Эти три признака и позволяют установить, что квадрирующая 
ЕСМ = ОГ — ОМ и будет «меньшей» иррациональной. 

Совершенно так же доказывается и предложение 95; един- 
ственная разница будет заключаться лишь в том, что теперь про- 
изведение АН.АС будет медиальным, а ОН.АС — рациональным 
вследствие того, что ОН для пятого вычета будет линейно со- 
измерима с рациональной АС. Вследствие этого окажется, что 
для квадрирующей ОГ. — ОМ сумма квадратов обеих составных 
частей будет медиальна, а произведение рационально, квадраты 
же ОГ? и ОМ? попрежнему несоизмеримы между собой. Это по- 
зволяет нам утверждать, что квадрирующая ОГ — ОМ будет так 
называемой «образующей с рациональным целое медиальное». 

Наконец, последнее предложение 96 доказывает, что квад- 
ратным корнем из шестого вычета будет «образующая с меди- 
альным целоз медиальное». 

Согласно определению шестой вычет может быть представлен 
в виде разности двух прямых АН и НО, каждая из которых не 
‚будет линейно соизмерима с рациональной АС, причём разность 
квадратов АНБ? — НО? не будет выражаться квадратом на прямой, 
линейно соизмеримой с АН. Согласно предложению 18, если мы 
приложим к АН с недостатком в виде квадрата площадь, равную 


четверти квадрата на ОН или квадрату на ЕН =>. НО, то полу- 


ченная точка деления 7 рассечёт АН на линейно несоизмеримые 
между собой отрезки Аб и ЕН. Построив на прямой АН и её 
частях ряд прямоугольников: АА== АН.АС, А/—= АЁ.АС, К = 
—=иН.АС, РК = ОН-.АС, ЕК—= ЕН.АС, мы можем сказать, что 
вследствие нэсоизмеримости АН и НР с рациональной прямой 
АС площади АК и ОК будут медиальными и несоизмеримыми 
между собой (так как АН и НР по условию соизмеримы только 
в квадратах), площади жз АГ и К несоизмеримы между собой. 
Рассуждая, как раньше, получим, что квадрирующая площадь 


АВ = АО-АС, где АР — заданный шестой вычет, будет прямая 
ОГ — ОМ, причём 


О? = АГ АЁ.АС, 
О№ = 2К— #Н-АС, 
ОЕ.ОМ= ЕК-= АС.ЕН, 
012-- О№ = АК= АН.АС. 
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Мы видим, что ОЁ и ОМ будут несоизмеримы даже в квадратах, 
поскольку АС линейно несоизмерима с #Н, произведение 


ОГ.ОМ=ЕК = = будет медиальным и сумма квадратов О/? -- 


- О№ = АК будет тоже Медиальна; все эти признаки характерны 
для «образующей с медиальным целое медиальное» (И. В.). 

60. Вычеты как результат возведения в квадрат иррацио- 
нальностей третьей гексады. В предложениях 97—102 рассма- 
триваются шесть теорем, которые являются обратными предложе- 
ниям 91—96. В предложении 97 утверждается, что частное от 
деления квадрата вычета АВ? на рациональную прямую С.Д будет 
представлять первый вычет: 

СТ АВ? _ плош. СЕ 
ср СО ‘ 

Поскольку АВ есть вычет, то мы можем представить его в виде 
разности двух рациональных прямых АН — НВ, соизмеримых 
только в степени. Мы имеем: 


АВ? —(АН — НВ)? == АН?-- НВ? —ЗАН.НВ, 
площ. СЁ = площ. С@ -- площ, А’, — площ. 1. 


Последнюю площадь мы можем разбить на две равные площади 
[Х и МГ, равные каждая произведению АН.НВ. 

Мы видим, что вследствие рациональности АН и НВ будет 
рациональна и площадь ОМ= АН? -|- НВ?, а следовательно, и 
прямая см=АР-- ИВ. 

р = 767 9) , 
меримости АН и НВ площадь 11. =2АН.НВ будет медиальной, 


2АН.НВ 
а частное ср =М будет хотя и рациональной в смысле 


далее, вследствие линейной несоиз- 


Евклида прямой, но несоизмеримой линейно с СО, а значит, и с 
СМ. Таким образом, мы видим, что 
АВ? 


значит, прямая С/, представляющая разность двух рациональных, 
соизмеримых только в степени прямых, будет вычетом. 

Для доказательства, что мы имзем дело с первым вычетом, 
нам нужно показать: 1) что СМ линейно соизмерима с рациональ- 
ной прямой Ср, а [М нет и 2) что СМ? — [М2 =).С М. Первый 
пункт легко выясняется из способа построения СМ и /М как част- 
ных от деления рациональной и медиальной площадей ОМи Ш, 
Правильность второго пункта Евклид доказывает так: из пропор- 


ЦИИ 
АН?: АН.НВ = АН.НВ:ВЕ?, 
площ, СО:площ. МГ == площ. МЁ:площ, А, 
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он выводит пропорциональность прямых, получающихся от де- 
ления этих площадей на рациональную прямую СР, а именно: 


СК: ММ —= ММ: КМ. 
Отсюда получается: 

[М 

СК.КМ == ММ? = 1. 
Далее, из соизмеримости АН? и ВН? следует соизмеримость про- 
порциональных им отрезков СКи КМ. Теперь мы имеем две 
неравные прямые СМ и ЛИ, ик СМ с недостатком в виде квад- 

ГА .. 

рата приложена площадь СК.АМ —-4_, причём точка деления 
К делит прямую СМ на соизмеримые отрезки САи АКМ; это зна- 
чит (предложение 17), что СМ в квадратах будет больше М на 
квадрат, построенный на прямой, лин>Йно соизмеримой с СМ; 
это обстоятельство и доказывазт, что С] будет первым вычетом. 

В предложении 98 доказывается, что квадрат на первом ме- 
диальном вычете даёт второй вычет. 

эрвый медиальный вычет АВ мы можем, согласно опреде- 
лению, представить в виде разности двух соизмеримых только 
в степени медиалей АН и ВН, произведение которых АН.ВН 
будет представлять рациональную площадь. 

Возьмём рациональную прямую СР и приложим к ней пло- 
щадь АВ — СЕ; требуется доказать, что сторона СГ будет вто- 
рым вычетом. Возводим АН — ВН в квадрат и строим последо- 
вательно на СО площади 


са =<СЬ.СК = АНЪ, 
КЁ =Ср.КМ = НВ®. 


Поскольку АН и ВН будут соизмеримые в квадрате медиали, то 
вся площадь С == АД? -- НВ? будет медиальной; разделив СЁ на 
рациональную прямую СО, мы получим прямую СМ, которая будет 
рациональной в смысле Евклида, но несоизмеримойс СО линейно. 

Затем, какив предыдущей теореме, убеждаемся, что площадь //. 
будет равняться 2АН.НВ, т.е. по определению первого медиаль- 
ного вычэта представляет рациональную площадь; разделив её на 
рациональную СД, получаем рациональную же, линейно соизмз- 
римую с СРО прямую СМ. Затем, вследствие несоизмеримости ме- 
диальной площади СГ и рациональной /[, рациональные прямые 
СМ и [М будут линейно несоизмеримы, т. е. их разность С]/= 
— СМ — [М представляет вычет. 

Для доказательства, что мы имеем дело со вторым вычетом, 
нам остаётся показать, что СМ будет линейно несоизмерима се СО 
(это следует из медиальности площади СД), [М же будет линейно 
соизмеримой с СР (так как площадь Ш, рациональна) и, наконец, 
что СМ? — [М2 представляет квадрат на прямой, линейно соизме- 
римой с СМ; это последнее доказывается совершенно так же, как 
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и в предложении 97. Таким образом, С/ действительно будет пред- 
ставлять второй вычет. 

В предложении 99 разбирается способ получения третьего 
вычета из квадрата на втором медиальном вычете, представляю- 
щем разность двух соизмеримых только в степени медиалей АН, 
ВН, произведение которых АН.ВН будет медиальным. 

К рациональной прямой СО прикладываем площадь СЕ = АВ?; 
требуется доказать, что С] будет третьим вычетом. Аналогично 
предыдущему предложению строим площади 


са=сСр.СК = АН, 
КЕ=<СО.КМ = НВ&. 


Сумма АН?-- НВ? = С =СО.СМ будет медиальной, а сто- 
рона СМ рациональной, линейно чесоизмеримой с СО. 

Затем вследствие медиальности произведения АН.НВ пло- 
щадь //, =2АН.ВН будет тоже медиальной; по разделении её 
на рациональную СД мы получаем рациональную в смысле Евк- 
лида прямую //М, несоизмеримую с СР линейно. 

Теперь остаётся показать, что рациональные прямые СМ и 
[М будут несоизмеримы линейно. Так как прямые АН и ВН 
будут соизмеримы только в степени, то значит, площади АНД? и 
АН.ВН будут несоизмеримыми; отсюда получаем, что несоизме- 
римыми будут и площади АН?--ВН* и 2АН.ВН, а значит, и 
получающиеся делением их на рациональную СО прямые СМ 
и [. 

Убедившись, что С/=СМ — [М будет вычетом, мы должны 
показать,.что он будет третьим вычетом, обе части которого 
будут линейно несоизмеримы .с рациональной СО (это следует 
из медиальности площадей СЁ и .), и что СМ? — М будет 
представлять квадрат на прямой, линейно соизмеримой с СМ. 
Это получается совершенно так же, как и в предложении 97, на 
основании предложения 17 и вследствие того, что отрезки 


С __ АН? км—=ВН" 
К=ер, "= св 
будут линейно соизмеримыми. 

В предложениях 100—102 вместо теоремы 17 фигурирует 18, 
утверждающая, что если в результате приложения к прямой 
с недостатком в виде квадрата площади СК-.КМ, равной квадрату 
на половине, меньшей прямой [/М, получаются несоизмеримые 
отрезки СА, АМ, то это значит, что С.М? — [М2 будет предста- 
влять квадрат на несоизмеримой с СМ прямой — признак, который 
является общим для трёх последних вычетов: 4-го, 5-го и 6-го. 
Эта несоизмеримость отрезков 


АН? ВН? 
СК=ер, КМ = ст, 
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где СД -- рациональная прямая, вытекает из того, что для трёх 
последних иррациональностей — «меньшей», «образующей с ра- 
циональным целое медиальное» и «образующей с медиальным целое 
медиальное» — квадраты их составных частей АН и ВН будут 
несоизмеримыми. 

В предложении 100 строится квадрат на «меньшей» ирраци- 
онально0й АВ — АН — ВН, для которой сумма квадратов АН? -- 
-- ВН? будет рациональна, произведение же АН.ВН медиально; 
это значит, что прямая 


АН?-- ВН? 
ср 
будет линейно соизмерима с СО, а прямая 
__2АН.ВН 

_ СБ 


будет хотя и рациональной в смысле Евклида, но линейно несо- 
измеримой с СО. Так как рациональные СМ и (М будут соиз- 
меримы только в квадрате, то получающаяся прямая С/—= СМ — 
— /М будет четвёртым вычетом. 

В предложении 101 мы имеем дело с «образующей с рацио- 
нальным целое медиальное» АВ — АН — ВН, для которой сумма 
АН?-—- ВН? будет медиальна, произведение же АН.ВН рацио- 
нально. В результате СМ будет линейно несоизмеримым с СР, 
а [М будет линейно соизмеримым, что характерно для пятого 
вычета. 

Наконец, в предложении 102 мы имеем дело с «образующей 
с медиальным целое медиальное», для` которой обе площади 
АН?*-- ВН?" и АН.ВН будут медиальными и притом незоизмери- 
мыми. Отсюда следует, что обе прямые | 


АН? - ВН? м —2АН-ВНЫ 

ср _ СБ 

будут, во-первых, линейно несоизмеримыми с рациональной СО 
и, во-вторых, линейно несоизмеримыми между собой; таким об- 
разом, С/=—= СМ — [М будет представлять шестой вычет. 

Отметим, что шесть предложений 97—102 представляют парал- 
лель аналогичным предложениям 60—65 для биномиалей. (И. В.)- 

61. Окончание Х книги. Следствием из предложения 111 
заканчивается несомненно подлинная часть Х книги; остальные 
четыре предложения Гейберг помещает, как сомнительные, в квад- 
ратных скобках, хотя и сохраняет их в самом тексте Евклида, не 
относя в «Приложение». 

Предложения 103—107 аналогичны предложениям 66—70, 
установленным для биномиалей; они доказывают, что прямая, со- 
измеримая данной иррациональности, будет иррациональностью 
того же самого вида; доказательства их настолько просты, что 
не требуют никаких пояснений. 


СМ = 


[М 


СМ = 
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Три предложения 108—110 рассматривают иррациональные, 
получаемые, как мы сказали бы, извлечением квадратного козня 
из разности двух площадей — рациональной и медиальной, или 
двух несоизмеримых Медиальных. Их доказательства тоже не 
требуют никаких пояснений: результат сводится к тому, что по- 
лучаются все шесть различных иррациональностей третьей гек- 
сады. 

Большой интерес представляет предложение 111, доказыва- 
ющее, что биномиаль и вычет принадлежат к совершенно отличным 
друг от друга классам иррациональностей. 

С нашей точки зрения, дело сводится к доказательству не- 
возможности равенства 


Уаз + Ув =Ус —Уа. 


Возведя обе части равенства в квадрат и сгруппировав рациональ- 
ные и иррациональные члены, мы получим: 


2Уа5--2У са=(е-- 4) — (а 5, 


т. е. сумма двух иррациональных должна будет равняться ра- 
циональному числу, что невозможно. 

Евклид доказывает эту теорему так. 

Он берёт вычет АВ и квадрат на нём прикладывает к раци- 
ональной прямой СО; шириной полученного прямоугольника СЕ 
будет, как известно, первый вычет ОР. 

Пусть Е] будет сочетающаяся с ним: 


РЕ == О/— Е|. 


Обе прямые О/и Е! будут -рациональными в смысле Евклида, 
соизмеримыми только в степени, причём 1/2 — Е/? будет предста- 
влять квадрат на прямой, соизмеримой с 01, причём сама Б/ 
будет, согласно определению первого вычета, линейно соизмери- 
мой с рациональной прямой СО. 

Если теперь АВ будет одновременно и биномиалью, то, при- 
ложив её квадрат к рациональной прямой, мы должны получить 
в качестве стороны первую биномиаль. Значит, ДЕ будет также 
первой биномиалью, которая единственным образом разделяется 
Н на рационали. 

Пусть ОН будет большая рациональ; тогда ОН, НЕ будут 
две соизмеримые лишь в Квадрате прямые, причём ОЕ? — НЕ? 
представляет квадрат на прямой, соизмеримой с ОН, которая 
в свою очередь будет соизмерима с рациональной СЛ. 

Но если ОГ и ОН соизмеримы линейно с рациональной СЛ, 
то и их разность /[Н будет линейно соизмерима с Ср, а следо- 
вательно, и с ОГ. 

С другой стороны, ЁЕГ будет линейно несоизмерима с ОГ, а 
]Н линейно несоизмерима с Е/ (ибо ГН соизмерима с О/); значит, 
НЕ = Н!— ЕГ будет вычетом. Вместе с тем ЕН, как часть бино- 
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миали ОЕ, будет и рациональной (в смысле. Евклида), что не- 
возможно. 

Если бы мы хотели сделать доказательство Евклида более 
соответствующим нашему, то нужно было бы рассматривать пря- 
мую /Н сначала как разность двух прямых ОН и ОГ линейно 
соизмеримых с рациональной СО, а затем как сумму НЕ--ЕГ 
двух прямых, линейно несоизмеримых с ДН и ОГ, а следовательно, 
и с СО, но тогда нам пришлось бы доказывать линейную несоиз- 
меримость НЕ и Е/. (И. В.) 

62. Разность квадратов и близкие ей формулы. Три пред- 
ложения 112—114 составляют обособленную группу и в алгебраи- 
ческом обозначении эквивалентны равенствам 


у уЕ= Ё (Уз— уь) (предложение 112); 
в (а—5) 


Уа_Уь — А (Уз -- У | ) (предложение 113); 
Ё (Уа- Уь) (Уа-— Уъ)=2(а— 5) (предложение 114). 


Гейберг не считает их принадлежащими Евклиду, потому что, по его 
мнению, заключение теоремы 111 подвело итог всему содержанию 
Х книги. Важным аргументом, подтверждающим мнение Гейберга, 
может служить наблюдаемая в этих предложениях терминология: 


составные части биномиали и вычета, УИ аи ]/ 5, называются в этих 


предложениях одинаковым термином оубията = рационали; в основ- 
ном же тексте Х книги этот термин применяется лишь к членам 
биномиали; для членов же вычета употребляются выражения: 


Уз = т == целая, Уь= просэриобоося — сочетающаяся. Во вся- 


ком случае эти предложения представляют большой интерес и по 
важности получающихся формул и по виртуозности доказательств. 
В доказательстве предложения 112 ход рассуждений автора 
(Гейберг считает возможным отнести эти теоремы к Аполлонию) 
имеет следующий вид. 
Берём рациональную прямую А ==г и биномиаль 


св=ср-рв=Уа- уз. 
Требуется определить прямую Е/ = и, удовлетворяющую равенству 
ВС-ЕГ== А? или и(Уа -Уь)=”м, 
и показать, что эта прямая может быть представлена в виде 
вычета 
Е1|= (и) — м, 


в котором оба члена и и и находятся в отношении Иа: 8. 
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Автор определяет сначала прямую Н=ЕС из равенства 
РВ.Н = А? или НУ =. 
Вследствие равенства 


НУУ=а (Уа+УЪ) 
эта прямая будет удовлетворять пропорции 
вс _Н и, Уа--УБ _ ЕС 
ВО Е! УВ Е‘ 
Мы видим, что ЕС > ЕГ. Применяя операцию «выделения», мы 
приходим к равенству 
Уа _ Еа— ЕТ _ а1 
У ти’ 


Обозначим /@ через 9 и будем отыскивать ш== ЕАК’ из пропор- 
ЦИИ 


от 1К я И о ити _Уа 
ЕГ`` КЕ и № ПУ. 
Из этого равенства легко получаем: 
О-Н1К КГ 1 иоЬш Та 
=== ии щ. 
ии УЪ 


Мы видим, что прямые СА—и-о-Р и и [А=и-К будут со- 
измеримы в степени. 
Теперь из пропорции 


ак КГ _Уа 
1 ЕК У 
легко получаем: 
ЧК ЧК. Ка 
(т) ЩЖ ЕКТЪ' 


Таким образом, СК—=и-Го--ш будет линейно соизмерима с 
ЕК—\, а значит, и Е =СК— ЕК= и Ро тоже линейно соиз- 
мерима с м. 

Из равенства 


ЕС . Вр — А? или (иРо.Ув =п 


мы видим, что ЕС = и-|-о будет рациональна и линейно соизмерима 


с ВР —=УЬ, а значит, и линейно соизмеримая с ЕС прямая 
ЕК = \ тоже будет рациснальна и линейно соизмерима с ВО = 


—=Уб. Таким образом, 
и — ЕК=Е УЬ. 
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Теперь из отношения 


——ы—  — — 


мы видим, что [К —=и-- ® соизмерима с КЕ только в степени, 
но рациональна в смысле Евклида; она будет равна 


рт —_ 
КУ КЕ-ЕУа. 
Таким образом, 
Е1= [К — ЕК= (и %) —ш—=ЕУа —ВУЪ 
будет вычетом, оба члена которого пропорциональны соответству- 
ющим членам биномиали и который, очевидно, будет того же 


самого ранга, что и первоначальная биномиаль. 


В предложении 113 доказывается аналогичная теорема для 
вычета. 


Берём рациональную 4 —=г и вычет 
Вр=вс—ср=Уа —УЬ. 
Требуется показать, что прямая К, определяемая из условия 
А: — ВО.КС, 
будет иметь вид К@=Уа -К АУБ =(и— м -ш. 
Определяем прямую Н из условия 
А2—ВС.Н или 2—Уа.Н. 
Нетрудно видеть, что И будет рациональной прямой, линейно со- 


измеримой с ВС=Уа. С определяемой прямой КС она свя- 


зана равенством 
Аз —= Вр.КОа = ВС.Н, 


ВС Кб и, У К 
в Н Уа —Уь ЕК’ 
где Н=ЕК. Мы видим, что АК@ будет больше Н=ЕК. При 


помощи операции «переворачивания» мы из предыдущей про- 
порции получаем: 


У _ Ка Ки 


откуда 


где о—=Еа = Ка — ЕК=и— (и— 95). 
Строим теперь прямые / и ГЕ, удовлетворяющие условию 
Еа ТЕ о и’ 
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Мы будем иметь: 


ка—16 __ ка 
Еар— ЕТ` ЕС’ 
КТ _ КС и—ш Та 


———_; ИЛИ =_=. 
а ЕС (6) УЪ 
Мы видим, что прямые А/=и — чи /@ = соизмеримы только 


в степени. 
Теперь из пропорции 


Ка _ к! _1а _Та 

Еа 14 ЕГО Ув 
следует: 

КР _ КТ а _ КИ 


148 Та`ЕГ` ЕГ' 


Значит, А7: Е] = КР:[(? = а:6; таким образом, прямая К/=и — м 
будет линейно соизмерима с Е/=о—\. Точно так же 
разность А/— Е/ = ЕК линейно соизмерима с Е/, а значит, и 
КИ будет линейно соизмерима с ЕК=Н=АТа ‚, так как Н 
будет линейно соизмеримой с ВС =УТа. 

Теперь мы можем написать: 


КГ уа 
[а уь ` 
Мы видим, что АГ, [С соизмеримы только в степени, причём если 
К1—=и—ш=АУа , 
то —_ 
1а=щ==РУЬ . 


Ка —=(и— и) ш=рУа РУБ 


будет биномиалью и притом того же самого ранга, что и взятый 
вычет ВО =Уа — ТФ. 

Наконец, предложение 114 даёт известную формулу разло- 
жения разности квадратов. Нужно, однако, отметить, что она 
даётся не в привычном для нас виде 


Их сумма 


а? — 62 — (а-6) (а — Ь), 
но в виде 


У(Уа —УЬ)-в(Уа РУЬ) =УЕ@-ЪЬ, 


так как в формулировке предложения речь идёт о квадрирующей 
заданную площадь. 


32 Евклид 


ый 
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Берём: —__ __ 
АВ=А/—1В=Уа —ТЬ, 
Ср-==СЕ-ЕР=ЕУа КУБ. 

Требуется доказать, что АВ.СР==Н?, где Н будет [некоторая 


рациональная (в смысле Евклида) прямая. 
Возьмём рациональную прямую С = и определим. КГ из 


уравнения 
га — СШО.КТ.. 


По только что доказанной тесреме КГ должна быть вычетом и 
иметь вид 


КЕ—=КМ— МЕ=#Уа — ЕУЬ. 


Таким образом, 


72 — (Уа -РЕУБ)(2'’Уа —&ТЬ). 
АГ: В =: КМ: МЕ. 


Из этой пропорции легко получаем: 


АГ В _ АВ _ 
КМ МЕ КМ-МЕ' 
Теперь будем иметь: 
АВ 41 1 
КЕМ =и= рац. числу. 
Но 
АВ _ АВ.СЬ _ А? 
КТ КЕ.СО т’ 


Мы имеем: 


откуда видно, что квадрирующая 


т 
Н =! ут 
будет рациональной в смысле Евклида прямой. (И. В.) 
63. Освобождение знаменателя от иррациональности 47). 
Из предложений 113, 114 можно получить правило освобождения“ 


знаменателя от иррациональности. 
Интересно отметить, что формула 


1 _Уа=Уу6 


ау  @4-6 


) 


41) Тгор{Ке, Сгзсв. 4ег Еетешщаг-Ма., Ва. ЦП, $. Аи. 
1938, стр. 200—204 (О, 3, ‹с). 


К КНИГЕ Х 499 


выражающая правило освобождения знаменателя от иррациональ- 
ности, выводящаяся из предложений 113, 114 (если мы заменим 
отрезки выражающими их корнями квадратными из чисел), у ин- 
дусов выступает в чисто арифметической форме: следует числи- 
тель и знаменатель умножить на выражение, аналогичное знаме- 
нателю и числителю, но только с другим знаком при одной из 
иррациональных, и эта операция должна производиться до тех 
пор, пока не будет возможно произвести в действительности 
требуемое деление. 

По существу это правило есть наше правило, предлагающее 
помножить числитель или знаменатель на сопряжённое выражение. 

У Луки Пачиоли мы находим примеры освобождения от трёх 
иррациональностей в знаменателе. Он идёт таким образом: 


У 10 _ У 10 (У 6 --У7—У 8) _ 
Уб--уИ 7-8 — (Уб+У7?-5 = 
_УЮ(У6-+У7—У8) _У(У 6+И7--У8)(У 168—5) 
У 168 5 — 143 


У Кардана мы уже находим освобождение от кубических 
радикалов по формуле, являющейся следствием известной фор- 


мулы Безу 
(#— В) (2 8 И) = — В. 


Затем Сципион Ферро освобождается от трёх кубических 
корней в. знаменателе, обнаруживая, что 


(ИЗНУЗНИЗ) (Ив Из Ия ув 
—2— 9/6) (81-Е 2419904 -- И 472 392) == 81. 


Тарталья же вполне владеет аппаратом освобождения от би- 
номиальных иррациональных какого угодно порядка. 

° 64. Другое доказательство предложения 115. В «Приложе- 
нии» к гейберговскому изданию Евкли- 

да помещено ещё другое доказатель- И___2 р у 
ство этого предложения. 

«Иначе. 

Пусть будет медиаль АС; я утвер- 
ждаю, что из АС возникают в бесконеч- п _Ё 
ном множестве иррациональные и ника- 
кая никакой из предыдущих не тожде- Черт. 23. 
ственна (черт. 23). 

Проведём АВ под прямым углом к АС, и пусть АВ будет 
рациональной, и дополним «прямоугольник» ВС; значит, ВС бу- 
дет иррациональным (предложение 20) и квадрирующая его будет 
иррациональной. Пусть квадрирует его «прямая» СР; значит, СО 
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будет иррациональной. И она никакой из предыдущих не тожде- 
ственна; ибо «квадрат, построенный» на любой из предыдущих, 
будучи приложен к рациональной, не образует шириной медиаль. 
Опять дополним «прямоугольник» ЕР; иррациональным, значит, 
будет и ЕР, и квадрирующая его будет иррациональной (пред- 
ложение 20). Пусть квадрирует его ШГ; значит, О/ будет ир- 
рациональной. И она никакой из предыдущих не тождественна; 
ибо «квадрат, построенный» на любой из предыдущих, будучи 
приложен к рациональной, не образует шириной СР. 

Итак, из медиали возникают в бесконечном множестве 
иррациональные, и никакая никакой из предыдущих не тож- 
дественна; что и требовалось доказать». 

65. Античное расширение области иррациональных. Х кни- 
га «Начал» даёт полную классификацию иррациональностей, 
соответствующих извлечению квадратного корня, производивше- 
муся один или два раза. Дальнейшее расширение этой области 
должно было итти по двум путям. 

Во-первых, можно было использовать иррациональности, отве- 
чающие трёх-, четырёх- и т. д. кратному извлечению корня. 
Возможность такого пути намечает и сам Евклид: от рациональ- 


ной, соизмеримой только в степени Та, он переходит к медиа- 


— —— 4 — 
ли УУ а’ У В —= ИА. В предложении 115 намечаются ирра- 
циональности типа 


ИГИА=ИУь У’Ул=УЖит д, 


где г является рациональной прямой. 
Во-вторых, можно было бы от биномиали перейти к мульти- 
номиали, т. е. к иррациональностям типа 


+В...» 


где /1,..., Г/[„ суть простые одночленные евклидовы рационально- 
сти. Опираясь на показания арабских комментаторов, Вепке 48) 
видит такие иррациональности в недошедшем до нас сочинении 
Аполлония. 

1) Триномиаль. «Предположим три рациональные прямые, 
соизмеримМые только в степени. Линия, составленная из двух та- 
ких линий, т, е. биномиаль, будет иррациональной, и следовательно, 
площадь, заключающаяся между этой линией и оставшэйся, бу- 
дет иррационатьной, и точно так же будет иррациональной уд- 
военная площадь, заключающаяся между этими двумя линиями. 
Таким образом, квадрат на целой линии, составленной из этих 


43) См. примеч. 45. 
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трёх линий, будет иррациональным, а следовательно, и сама ли- 
ния будет иррациональной и называется триномиалью». 

Можно думать вместе с Вепке, что Аполлоний, кроме три- 
номиалей и квадриномиалей, вероятно, рассматривал и мультино- 
миали вообще. 

2) Первая тримедиаль. Под этим именем можно мыслить 
сумму трёх медиалей, соизмеримых другс другом только в квад- 
ратах и обладающих тем свойством, что попарные произведе- 
ния одной из эТих медиалей на две остальных будут давать ра- 
циональные прямоугольники (произведение остальных двух ме- 
диалей может быть медиальным). 

3) Вторая тримедиаль — обладающая тем свойством, что 
сумма квадратов всех трёх медиалей будет медиальной, равно 
как и попарные произведения этих медиалей. 

4) Бдльшая иррациональная. Под этим именем арабский 
комментатор подразумевал «линию, составленную из трёх несо- 
измеримых в степени прямых таких, что одна из них даёт с каж- 
дой из двух остальных сумму квадратов рациональную, в то время 
как прямоугольник, заключённый между двумя другими линия- 
ми, будет медиальным». Однако толкование этого текста встре- 
чает некоторые затруднения. 

Аналогичным образом можно было бы определить и осталь- 
ные две иррациональности первой гексады, но детализация этих 
определений встречает при ближайшем подходе некоторые за- 
труднения. 

Что касается иррациональных, соответствующих нашей тре- 
тьей гексаде, то Аполлоний, вероятно, рассматривал выражения 
вида 


(Уа-Уй—Ус, КИУа-УБ-Уа-Уа 
® Д. 
Дальнейшее расширение области иррациональных должно 
было итти в направлении радикалов высших степеней. Для ан- 
тичной мысли был только один Подход к таким иррациональ- 
ным — через многократные среднепропорциональные. 


ит 


В самом деле, пусть Д, 4, ..., 1 определяются непрерыв- 
ной пропорцией 
тогда 


-1 1 
[6] — й ПИеЕь. 


Если А и А’— две рациональные, соизмеримые только в сте- 
пени, то получаем иррациональную типа 


1) 
Игр 


2(т-- 
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Но ИВ такова, что античные математики не могли строить 


её с помощью циркуля и линейки, хотя, может быть, и верили 
в возможность такого построения. 

Можно сказать, что такая иррациональнэсть находилась на 
границах Геометрии. Вепке совершенно справедливо выражает 
сомнение в том, чтобы иррациональности 


п/г п/ с 
УВ $... 
были исследованы дрэвними по образцу Х книги. 


Следует заметить, что у Евклида только в арифметических 
книгах кубический корень играет ту же роль, что и квадратный. 


Хотя у/Аи имеет геометрическое значзние, как сторона 


куба, равного А, но в геометрии не находит места, так как ИА 


нельзя построить с помощью циркуля и линейки. 

Но к этому следует ещё прибавить, что и куб не играет 
той же роли, что квадрат, так как построзния, к нему относя- 
щиеся, производятся нз на плоскости, а в пространстве. 

А, у Евклида нгт стереометрической книги, отвзчающей П 
книге «Начал», нет того предложения, котороз отвечает тожде- 


ству 
(а--5)3 = а3 -- 34226 -- 326° -- 53, 
и является аналогом тождества 4, П 
(а 5)2 = 22 2а6 -Р 68, 


играющего важную роль в теории его иррациональных. 

Если бы Евклид вышел из плоскости в пространство, то он 
смог бы создать та‹хой аналогон П книги, например, заменив 
операции с циркулем и линейкой некоторыми операциями в про- 
странстве, как он это и делает в ХГ ХП и ХШ книгах, но всё- 
таки теорию кубических иррациональностей он не смог бы со- 
здать, поскольку кубическое уравнение не решается при номощи 
циркуля и линейки. 

66. Другие доказательства предложений 105 и 106. В «При- 
ложении» к своему изданию Евклида Гейберг поместил два сле- 
дующих доказательства предложений 105 и 106. 


«Предложение 105> 


Соизмеримая с меньшей <иррациональной> будет мэньшей. 
Пусть будет меньшая «иррациональная» А и пусть В будет 
соизмерима с Д; я утверждаю, что В будет меньшей (черт. 24). 
Отложим рациональную СД и приложим к СО равную <квад- 
рату> на А <площадь> СЁ, образующую ширину С/; значит, С7 
будет четвёртым вычетом (пред -ожение 100). К /ЁЕ же приложим 
равную <квадрату» на В «площадь» /Н, образующую ширину /Д. 
Цоскольку теперь А соизмерима с В, то значит, и «квадрат» на 
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А будет соизмерим с «квадратом» на В. Но «квадрату> на А 
равна «площадь» СЁ, <квадрату> же на В равна <площадь> [Н, 
значит, СЁ будет соизмерима с //1. Как 

же СЕ кН, так будет и <прямая> СГ] д в Г |! Гы 
к /@; значит, СГ будет линейно соиз- 

мерима с /С (предложение 11). Но С1 

есть четвёртый вычет; значит, четвёртым 

вычетом будет и /С (предложение 103); 

значит, <«площадь> Н/ заключается 

между рациональной <прямой> /Ё и чет- д Е И 
вёртым вычетом /А. Если же площадь 

заключается между рациональной и чет- Черт. 24. 
вёртым вычетом, то квадрирующая эту 

площадь будет меньшей ‹иррациональной>» (предложение 94). 
«Площадь» же /Н квадрирует <прямая> В; значит, В будет мень- 
шей <«иррациональной». Что и требовалось доказать. 


«Предложение 105» 


Соизмеримая с образующей с рациональным целое меди- 
альное будет образующей с рациэнальным целое медиальное. 

Пусть образующая с рациональным целое медиальное будет А, 
соизмеримая же с ней В; я утверждаю, что В будет образующей 
с рациональным целое медиальное (черт. 24). 

Отложим рациональную СР и приложим к СРО равную <квад- 
рату> на А <площадь> СЁ, образующую ширину СЁ значит, С1 
будет пятым вычетом (предложение 101). К /Е же приложим рав- 
ную «квадрату» на В <площадь> [Н, образующую ширину /[(. 
Поскольку теперь А соизмерима с В, то значит, и «квадрат» на 
А будет соизмерим с «квадратом» на В. Но «квадрату» на А равна 
«площадь» СЁ, «квадрату» же на В равна /М; значит, СЕ будет 
соизмерима с //1; значит, и «прямая» СГ будет линейно соизмерима 
с /4 (предложение | книги УГ; предложение 11 книги Х). Но СГ 
есть пятый вычет; значит, пятым вычетом будет и [С (предложе- 
ние 103). Но [Е рациональна; если же площадь заключается между 
рациональной и пятым вычетом, то квадрирующая эту площадь 
будет образующей с рациональным целое медиальное (предло- 
жение 95). «Площадь» же [Н квадрирует «прямая» В; значит, 
В будет образующей с рациональным целое медиальное; что и 
требовалось доказать». 

67. Иррациональность квадратного корня из двух. В са- 
мом конце Х книги в некоторых списках помещается доказатель- 
ство несоизмеримости диагонали квадрата со стороной. В логиче- 
ской структуре Х книги доказательство это является совершенно 
излишним, потому что в предложении 9 (теорема Теэтета) эта 
истина доказана в самом общем виде для квадратного корня из 
всякого неточного квадрата; однако это доказательство интересно 
в том отношении, что его идея близка к тому доказательству, 
при помощи которого пифагорейские математики впервые обна- 


ружили иррациональность У 2. 
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«Пусть нам будет предложено доказать, что для квад- 
ратных фигур диаметр будет линейно несоизмерим со сторо- 
ной. 

Пусть квадрат будет АВСО, диаметр же его АС; я утвер- 
ждаю, что СА будет линейно несоизмерима с АВ (черт. 25). 

Действительно, если возможно, пусть будет соизмерима; я ут- 
верждаю, что окажется, что одно и то же число будет чётным 
р. В и нечётным. Очевидно теперь, что 

Е [4 / «квадрат» на АС вдвое больше 
Ъ—=——4 «квадрата» на ЛАБ (предложение 
р 47 книги Т. И поскольку СА 
—_—_ соизмерима с АВ, то значит, СА 
имеет к АВ отношение, как число 
к числу (предложение 6). Пусть 
р й оно будут иметь то, которое ЕГ 
Черт. 25. «имеет» к Н, и пусть ЕБ Н будут 
наименьшие из имеющих с ними 
одно и ТО же отношение (ср. пред- 
ложение 33 книги УП); значит, Е/ не будет единицей. Действитель- 
но, если Е/ будет единицей, имеет же к Н отношение, какое АС 
имеет. к АВ, и АС больше АВ, то значит, и Е! «единица» боль- 
ше Н — числа (предложение 14 книги \); это же нелепо. Значит, 
ЕТ единицей не будет; значиг, будет числом. И поскольку 
будет, что как <прямая» СА к АВ, так и «число» ЕГ к Н, 
то значит, и как <квадрат» на СА к «квадрату» на АВ, так и 
«квадрат> на ЕТ к <квадрату> на Н (предложение 20 книги УТ, 
следствие; предложение 11 книги УП). «Квадрат» же на СА 
вдвое больше <квадрата» на АВ; значит, и «квадрат» на Е! 
вдвое больше ‹<квадрата» на Л; значит, «квадрат» на 2ЕГ бу- 
дет чётным; так что и само Е] будет чётным. Действительно, 
если`бы оно было нечётным, то и квадрат на нём был бы нечёт- 
ным, поскольку ведь, если складываются сколько угодно нечётных 
чисел и количество же их нечётно, то и целое будет нечётным 
(предложение 23 книги [Х); значит, Е/ будет чётным. Разделим 
«его» пополам в С(. И поскольку ЕТ, Н суть наименьшие из име- 
ющих [с ними] то же отношение, то они будут первыми между 
собой (предложение 21 книги УП). И ЕЛ чётное; значит, Н будет 
нечётным. Действительно, если бы оно было чётным, то «числа» Е/, 
Н измеряла бы двойка; ибо всякое чётное число имеет половин- 
ную часть (определение 6 книги УП); между тем они являются 
первыми между собой; это же невозможно. Чётным, значит, не 
будет -/1; значит — нечётным. И поскольку Е! вдвое больше ЕС, 
то значит, «квадрат» на Е/ в четыре раза больше «квадрата» 
на ЕО (предложение 11 книги УП). «Квадрат» же на Е! вдвое 
больше «квадрата» на Н; значит, и «квадрат» на Н вдвое больше 
«квадрата» на ЕС; значит, чётным будет <квадрат» на Н. Чётным, 
значит, вследствие вышесказанного, «будет» и Л; но «оно же» 
и нечётное; это же невозможно. Значит, СА не будет линейно 
соизмеримым с АВ; что и требовалось доказать. 
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Иначе. 

[Можно и по-другому доказать, что диаметр квадрата будет 
несоизмеримым со стороной.] 

Пусть вместо *) диаметра будет А, вместо же стороны В; 
я утверждаю, что 4 будет линейно несоизмерима с В (черт. 26). 
Действительно, если возможно, пусть будет [со- 
измерима; и сделаем] опять, чтобы как Ак В, так ДЕ И 
и число Е/Г к Н (ср. предложение 6), и пусть наи- 
меньшие из имеющих то же самое отношение 
с ними будут ЕР Н (ср. предложение 33 книги 
УП); значит, ЕГ, Н будут первыми между собой 
(предложение 21 книги УП). Во-первых, я утвер- Г 
ждаю, что Ы не будет единицей. Действительно, 
если возможно, то пусть будет единицей. И по- 
скольку будет, что как Ак В, лаки Е кН, 109 Черт. 26, 
значит, и как «квадрат» на А к «квадрату» на 
В, так и «квадрат» на ЕТ к «квадрату» на 
(предложение 20 книги УТ, следствие; предложение 11 книги УШ). 
«Квадрат» же на А вдвое больше «квадрата» на В (предложение 
47 книги 1); значит, и <квадрат> на Е/ вдвое больше «квадрата» 
на Н. И Н есть единица; значит, «квадрат» на Е/ — двойка; это 
же невозможно. Значит, Н не будет единицей; значит, «будет» 
числом. И поскольку будет, что как «квадрат» на А к «квадрату» 
на В, так и «квадрат» на Е/ к «квадрату» на Н, и обратно (прел- 
ложение 7 книги \, следствие), как <квадрат» на В к <квадрату» 
на 4, так и «квадрат» на Н к «квадрату» на Е/Г; «квадрат» же 
на В измеряет «квадрат» на А, значит, и квадрат на /1 измеряет 
«квадрат» на ЕГ; так что и сама сторона Я измеряет ЕГ. Измеряет 
также ЛЯ и самого себя; значит, Н измеряет ЕТ, Н, являющихся 
первыми между собой; это же невозможно. Не будет, значит, 
А линейно соизмеримой с В; значит, будет несоизмеримой; это 
и требовалось доказать». 

68. Стевин 49) об иррациональных числах. Если история 
пятой книги «Начал» есть история общего понятия иррациональ- 
ного числа, то история Х книги представляет историю того спе- 
циального вида иррациональных чисел, которыми занимается ал- 
гебра; это будут радикалы, которые математики ХУГ и ХУП вв. 
называли «глухими». Одна из наиболее интересных страниц этой 
истории относится к Стевину. 

Его мысль определённо и резко переводит Х книгу из Гео- 
метрии в Арифметику или, лучше сказать, в числовую Алгебру. 

На место несоизмеримых и иррациональных прямолинейных 
отрезков у него становятся несоизмеримые и иррациональные числа. 

Весьма интересны его аргументы за существование и полную 
равноправность с рациональными иррациональных чисел, причём 


+) ауй — вместо — любопытная форма выражения, встречаю- 
щаяся в «Началах» только в этом месте. 
49) См. примеч. 43. 
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под последними он разумеет не иррациональные числа в широком 
смысле, но числа, выражаемые корнями квадратными, частными ви- 
дами которых являются те, которые отвечают иррациональным 
Евклида, а затем и числа, выражаемые радикалами высших степеней. 

Стевин считает нзправильным заключение 07% несоизмеримо- 


сти к абсурдности. Из того, что У 8 несоизмеримо с 2, т. е. из 
отсутствия общей меры, числа, целое число раз заключаю- 
щегося как в первом, так и во втором, нельзя делать заключения, 


что У 8 абсурдно. 

При этом Стевину кажутся неподходящими и другие эпитеты; 
иррациональное, неправильное, глухое и т. д. числа, которые под- 
чёркивают, если не абсурдность, т. е. несуществование этих чисел, 
то во всяком случае их неравноправчость. 

Он указывает, что из того, что диагональ квадрата несо- 
измерима с его стороной, никто не делает заключения, что диа- 
гонали нет, что она абсурдна. Точно таким же образом из того, 


что | 8 и 2 несоизмеримы, нельзя ещё заключить, что У 8 аб- 
сурдно. - 

Он подчёркивает отиносительность понятия иррациональ- 
ного: диагональ тогда лишь иррациональна, когда сторона прини- 
мается за рациональную. Но если диагональ считать рациональ- 
ной, то иррациональной окажется сторона. 

«Меня спросят, — говорит Стевин, — чтобы я объяснил, что 


— , 3 
такое У 8? Я тогда отвечу вопросом: что такоз д: Мне скажут, 


3 ‚ 6 и , ив 
что д То же, что =, ая скажу, что У 8 то же, что ] 5. 


‚3 
Если мне скажут, чтоб 4 — это 3 числа, которые получаются 


делением единиц, я скажу, что У 8 это то, чтб получается из- 
влечением корня из 8 ит. д.». 

Убедительна ли аргументация Стевина? 

Она сводится к тому, что те числа, которые мы можем оп- 
ределить, над которыми мы можем производить действия, это 
действительно числа. 

‚ Но, конечно, остаётся недоказанным, что можно производить 
над ними те же действия, что можно подвести их под одно и то 
же определение. 

Как это обычно имеет место в науке, в иррациональные числа 
сперва начинают верить, а оЗоснование им находится только, когда 
они уже обладают полным правом гражданства в математике. 

69. К доказательству несоизмеримости диагонали квадрата 
со стороной. Кампанус 50) выводить несоизмеримость диагонали‘ 
квадрата со стороной из предложения 9, Х. 


50) Сашрапиз, Перевод Евклида, Париж, 1516. — М. Саг= 
фог, Уоез., Ва. Ц., гл. 45. 
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Это доказательство воспроизводится и комментатором Клавизм. 

Квадрат на диагонали — удвоенный квадрат на стороне, как 
это следует из 47, [. 

Но двойное отношение (4ир]ит, т. е. 2:1) не может быть тем 
же, что квадратное число к квадратному, так как для чисел с 
двойным отношением не существует среднэпропорционального, 
как это выводит Кампанус в схолии к 8, УП. Поэтому квадрат на 
диаметре к квадрату на сторонз не может иметь отношения, как 
квадратное число к квадратному. 

Отсюда на основании 9, Х слздует, что и диагональ несоиз- 
мерима со стороной в длине. 

70. О доказательствах иррациональности. Можно сказать, 
что евклидов признак иррациональности состоит в разложимости 
числа в бесконечную непрерывную дробь 


1 
а-|- —- 
ь-- ТТ 
Тат. 
Лежандр 51) даёт достаточный признак иррациональности при 
разложении числа вобобщённую непрерывную дробь 


Пользуясь этим признаком, Лежантр дохазывает иррациональ- 
ность как к, так и 12. 

Но сущэствуют и другие пути к оЭоснованию иррациональ- 
ности 52). 

Число я иррационально, если для всякого : существуют таких 
целые числа х, у, что 


0<|3х— у! <: 
Можно требовагь голько сущзствования бесконечного числа 
систем (х141), (Х2У2),... таких, что 


[92% — У | 0122 — | >... >| 9, Уи| >... 


71. Последние четыре иррациональности Евклида и би- 
квадратное уравнение. Некоторые историки?3) видят в предложе- 
ниях Х книги числовое решениз не тольхо квадратного, но и 
биквадратного уравнения 


24 — а Ре —=0 (1) 


51) 1еселаге, Е16 тег; 4е овомёйе, Мое ГТУ. 
2) Коза, П1орбапйзсНе АрргохипаНопеп, ВегИп, 1936. 

53) Снг!з1апзеп, Ооег 4е Се1спипо \1еез Ота4ез 4ез 
хентеп ВисБе 4эг Е]етш. Еи\. (Сейзсвий ег МаетаЧКк ип4 
РвузчЕ, ХХХГУ (1889), стр. 201—207). 


ем 
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‚и стараются установить тесную связь последнего с теорией ирра- 
циональных Евклида. 

Вепке представляются основными иррациональности ху, 
получаемые из корня биквадратного уравнения (1): 


“у 
& — 5 Е И з—-. 


Евклида интересуют сумма и разность 
хжу=УА=В 
при различных условиях, налагаемых на 4 и В. 
Существует четыре возможности: 


1. А рац., В рац. 
2. А рац., В мед. 
3. А мед., В рац. 
4. А мед., В мед. 


Первый случай отбрасывается, так как он даёт для ху 
рациональные (в евклидовом смысле) значения. 
При иных’ обозначениях рациональных и медиальных случаям 


2) х2-| уз а, ху=У 5, 
3) ж- уз—Уа, ху =, 
4) у —=У а, ху=У В 


будут отвечать иррациональные 


У #4 У "4, 


х = у= 


= УЕ тт, И РЕЕЫ У =. 


и "Ув Уя—4 Уа—Уа—4 
х=У= 5 у 


Другие иррациональные получаются из этих при условии, 
что хи у соизмеримы в степени, 4х2: у? —= т:п, где т, п — целые 
числа *). 


*) См. работы А. Е. Раик и А. И. Маркушевича в 1-м 
выпуске трудов семинара МГУ по истории математики («Историко- 
математические исследования», [, М. — Л., 1948). 
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72. Схолия. «Приложение» к Х книге в гейберговском изда- 
нии Евклида заканчивается следующей схолией: 

«Вот после того, как найдены линейно несоизмеримые пря- 
мые А, В, отыскиваются и другие ещё в большем количестве ве- 
личины из двух измерений, я сказал бы «плоскост- 
ные», несоизмеримые между собой. Действительно, А © В 
если для прямых А, В возьмём среднее пропор- 
циональное С, то будет, что ках Ак В, так и пло- 
щадь на А к подобной и подобно построенной 
на С (предложение 19, книги УТ, следствие), будут 
ли построенные фигуры квадратами, или другими 
подобными прямолинейными фигурами, или кругами 
на диаметрах 4, С, поскольку и круги будут 
друг к другу, как квадраты на диаметрах (2, ХП). Черт. 27. 
Итак, найдены и плоскостные „величины, несоиз- 
меримые между собой; что и требовалось доказать (черт. 27). 

Вот после того, как указаны и различные несоизмеримые 
величины из двух измерений, покажем из теории телесных <ве- 
личин>, что существуют и телесные «величины», соизмеримые 
и несоизмеримые ме`кду собой. Действительно, если мы на квад- 
ратах на 4, В или им равных прямолинейных фигурах воздви- 
гнем равновысокие тела — параллелепипеды, или пирамиды, или 
призмы, то воздвигнутые будут друг к другу, как основания 
(32, ХГ; 5,6, ХП). И если соизмеримы основания, то соизмеримыми 
будут и тела, если же «основания» несоизмеримы, то <и тела 
будут> несоизмеримыми. Что и требовалось дохазать. 

Но также и при наличии двух кругов 4, В, если мы построим 
на них равновысокие конусы или цилиндры, то они будут друг 
к другу, как основания, т. е..как круги А, В, (11, ХЦ). И если 
соизмеримы круги, то соизмеримыми будут и конусы между собой, 
и цилиндры, если же несоизмеримы круги, то несоизмеримыми 
будут и конусы и цилиндры (предложение 11). И стало нам ясно, 
что не только для линий и поверхностей существует соизмери- 
мость и несоизмеримость, но и для телесных фигур». 

73. Невыразимость корня кубического уравнения в ирра- 
циональных Евклида 54). Одним из замечательных открытий по 
истории математики является нахождение Бальтазаром Бонком- 
пани трактата Леонардо Пизанского «О числах квадратных» 
и двух других, из которых один (Е]0$) содержит доказательство 
того, что предложенное Иваном Палермским кубическое уравнение 


хз -| 2х2-- 10х =20 (1) 
не разрешается в иррациональностях Х книги «Начал». 


54) \Моерке, Зиг ип езза1 4е аефегитег [а пафиге 4е Та га- 
сте Фипе едиаНоп 4и 401516 те 4естё сомепие 4апз ип оцугаве 
Че ты 4е Р1зе (ош. 4е ГШМочуШе, т. ХХ (1854), стр. 
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Во-первых, Леонардо не берёт все построения © помощью- 
квадратного корня, во-вторых, идеи, положенные в основу его 
доказательства, относящегося к определённому числовому урав- 
нению, но могущего быть распространённым и на содержащие 
буквенные параметры, например уравнения, решающие проблему 
о трисекции угла, — все эти идеи гораздо проще, чем те, кото- 
рыми мы пользуемся в таких доказательствах, всегда используя 
свойства неприводимых уравнений. 

Вепке (\оерке) облекает доказательства Леонардо, данные 
в евклидовой геометрической форме, в форму алгебраическую. 
В этой последней форме, от которой можно перейти к геометри- 
ческой, все иррациональности Евклида приводятся к одной из 
форм 

Ут, И = т ГУ п, Ут Ут, Ут Ул 
ИУУи- У п. 

Леонардо сперва даёт доказательство, что уравнение (1) не 
удовлетворяется целым, затем вообще рациональным числом, при- 
чём, конечно, берёт только ‘положительные числа, так как отри- 
цательные корни тогда не признавались. Эту часть читатель легко 
может восстановить. В алгебраической форме всё сводится к под- 
становке вместо х упомянутых выше иррациональных выражений, 
что х не равно И п, выводится из того, что из равенства 


х3 2х2 
тия 


следовало бы, что у/ и-|- у 
2Уп 
10 

из Того, что в этом случае биномиаль 
(т 2т? | Зтп-Р 10т Е 21) + (Зи? 4т-- п 10) У я 


была бы рациональной. 


Го (первая бимедиаль) рав- 


няется вычету 2 — ‚ Что х не равно ш-- ТУ м, выводится 


Таким же образом предположение х = Ут -- У пприводит 


к 2т--2У п ИУ г 5У п=20, невозможность чего доказы- 
вается тоже евклидовскими приёмами, ит. д. 
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